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emprunter  le  secours.  Ces  théories  offrent  d'ailleurs  nn 
grand  intérêt  par  elles-mêmes  ;  aussi  les  avons-nous  pré- 
sentées avec  des  développements  étendus. 
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SECTION  m. 

LES  PROPRIÉTÉS  DES  NOMBRES  ENTIERS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  CONGRDENCES. 


Des  nombres  congrus  ou  équivalents. 

381.  Si  la  difTérence  de  deux  nombres  entiers  a  et  b, 
positifs  ou  négatifs,  est  divisible  par  un  troisième  nombre 
positif  M,  a  et  i  sont  dits  congrus  ou  équivalents  par 
rappbrt  à  M;  le  diviseur  M  est  appelé  le  module;  aet  b 
sont  résidus  l^un  de  l'autre  suivant  le  module  M. 

Pour  exprimer  que  a  et  i  sont  congrus  suivant  le  mo- 
dule M,  il  suffit  d'écrire 

a  =^  ô  ±  UD  multiple  de  M; 
mais   nous    adopterons   la    notation    plus  commode    de 
Gauss,  et  nous  écrirons 

a~b     (mod.  TA); 

cette  formule  sera  dite  une  congruence. 
Si  r  désigne  le  reste  de  la  division  de  a  par  M,  on  a 
a  =  r     (mod.  M); 

le  reste  r  est,  si  l'on  veut,  compris  entre  o  et  M,  ou 

eoire et  H ,  d'où  il  suit  que  tiJut  nombre  a  un 

résidu  inférieur  en  valeur  absolue  à  la  moitié  du  module. 
On  le  nomme  résidu  minimum}  mais,  si  l'on  ne  veut 
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considérer  que  les  résidus  positifs,   le»  limites  seront 

o  et  M,  et  le  résidu  minimum  pourra  surpasser  —• 

282.  La  notation  deGauss,  pour  représenter  les  con- 
gruences,  a  l'avantage  de  mettre  en  évidence  l'analogie 
qui  existe  entre  les  congruences  et  les  égalités,  sans  qu'il 
j  ait  pourtant  de  confusion  à  craindre.  Nous  allons  faire 
voir  que  la  plupart  des  transformations  que  l'on  peut 
faire  subir  aux  égalités  peuvent  être  appliquées  aux  con- 
gruences. 

AnniTiON  ET  SOUSTRACTION,  — Si  l'on  a 
a  =  l>      (mnd.  M), 
«'=i'     (mod.  M), 
on  aura  aussi 

aàza'^bàzb'     (moJ.  M). 
Les  congruences  proposées  expriment,  en  eiTet,  que 
a  =  è  -(-un  multiple  de  M, 
a'  ^  i>'  -t-  un  multiple  de  M; 
donc 

a:ila'  —  b±b'  -hua  multiple  de  M, 
ou 

fl±fl'  =  ft±è'     {mod.M). 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

MuLTiPLicATiOM.  —  On  peut  multiplier  une  congruence 
par  im  nombre  entier  quelconque.  Car  soit 

<j^6     (mod.M), 
c'est-à-dire 

a  r=  Â  -I-  un  multiple  de  H, 

on  aura  aussi,  quel  que  soit  l'entier  m, 

ma:^mb  +  un  malliple  de  M, 
ou 

ma^mb     [mod.  M). 
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On  peut  aussi  multiplier  entre  ellea  plusieurs  con- 
gruences  de  même  module.  Soient,  eu  elTet,  deux  COD- 
gruences 

ii  =  b     (mod.  M), 

a'^b'     (mod.  M), 

a  ^^  ft  +  un  multiple  de  M, 
a'=b'  -^  uD  multiple  de  M. 
On  aura,  eu  multipliaut, 

aa'  =z  bb'  •+-  un  multiple  de  M, 
on 

aa'^bb'     (mod.  M). 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
On  voit  généralement  que,  ai  l'on  a 


on  aura  aussi 

aa'. .  .aW  ^  bb'. .  .*!"■)     (mod.  M). 

ÉLÉTiTioK  irx  PDissiMCBS.  —  On  peut  élever  à  une 
même  puissance  les  deux  membres  d'une  congruence. 
Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  nous  venons  de 
dire  au  sujet  de  la  multiplication.  Si  donc  çn  a 

a^b     (mod.  M), 
on  aura  aussi 

ar^b-    (mod.  M). 

D'après  cela,  si 

/(^)  =  Aa?--f-Ba!'  +  ... 

est  un*  fonction  entière  et  rationnelle  de  X,  dont  l^s  coef- 
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ficients  A,  B,  etc.,  soient  des  nombfes  enliei%,  et  que  Toa 

ait  , 

/j  =  b     (mod.  M), 
OD  aura  aussi 

f{a}=/{b)     (mud.M). 

Division.  —  On  peut  diviser  une  congruence  par  un 
nombre  quelconque  premier  avec  le  module. 

Soient,  en  effet,  la  congruence 

ma^mb     (mod.  H) 
ou 

on  aura,  en  divisant  par  m, 

et,  si  l'on  suppose  m  premier  avec  M,  q  devra  être  divi- 
sible par  m,  et  l'on  aura 

a  =  d  4-  un  iniilliple  de  M, 
OU 

a  =  b     (mod.  M). 

Mais  ce  résultat  ne  subsiste  pas  quand  le  nombre  m  et  le 
module  M  ont  un  diviseur  commun  ;  car  soît  —  la  frac- 
tion i rréd ne tible  équivalente  à  — i  on  aura 

cela  exige  seulement  que  q  son  divisible  par  m',  et  on 
aura 

a^b     (mod.  M'}. 

On  peut  aussi  diviseï'  une  congruence  par  une  autre, 
pourvu  que  les  membres  de  la  seconde  soient  pitmiers 
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avec  le  moduk.  Soimt,  en  e^^et,  lés  denx  congruenofs 
(i)  ea'^bh'     (mod.  M), 

(a)  <i=i    (mod.  M). 

Désignons  par  r  le  résidu   miaimum  de  la  différence 
a*  —  &',  on  aura 

(3)  fl'  =  A'±r     (mod.  M), 

et,  en  mulliplianl  les  coDgruences  (2)  et  (3)  l'une  par 
l'autre, 

(4)  «a'  =  è6'±*/-     (mod.  M). 
Des  congruences  (i)  et  (4}  on  déduit 

br^  o     (mod.  M)  : 
or  M  est  premier  avec  b,  par  hypothèse;  donc 
r  =  o     (mod.  M), 


puisque  r  <^  M,  On  a  par  conséquent 
a'^b'     (mod.  H], 
ce  (ju'il  fallait  démontrer. 

Du  nombre  qui  exprime  combien  il  y  a  de  nombres 
premiers  à  un  nombre  donné  et  non  supérieurs  à  ce 
nombre.  ' 

283.  Leuke.  —  Si  l'on  multiplie  les  ter^nes  de  là 
suite 

(1)  1,  2,  3,...,(M-i) 

par  un  entier  a  premier  avec  M,  les  produits  obtenus 

(a)     1  «,  ia,  3a {M  — i)<i 
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seront  respectivement  congrus,  suivant  le  module  M, 

aux  nombres  (i),  abstraction  faite  de  l'ordre. 

En  efTet,  l'un  des  nombres  (2),  ma,  par  exemple,  ne 
saurait  êlre  divisible  par  M,  puisque  M  est  premier  avec  a 
et  qu'il  est  supérieur  à  m^  la  même  chose  a  lieu,  à  l'yard 
âe  la  différence  ma  —  m'a  de  deux  termes  de  la  suite  (a),- 
car  cette  différence  est  aussi  un  terme  de  la  même  suite. 
Il  résulte  de  là  que  si  l'on  prend  les  résidus  minima  posi- 
tifs des  nombres  (i),  par  rapport  à  M,  ces  résidus  seront 
tous  différents  et  aucun  d'eux  ne  sera  nul  ;  ce  seront  donc, 
dans  un  certain  ordre,  les  nombres  de  la  suite  (i), 

CoROLLiiRE.  —  Si  le  nombre  M  est  premier  à  a,  les 
termes  de  la  progression  arithmétique 
(i)  c,   c  +  fl,   c-t-2a,...,  c-h{M  —  t]a, 

sont  respectivement  congrus,  suivant  le  module  M,  quel 
(fuesoit  V entier  c,  aux  nombres 

(")  »,■.■■ («-■)■ 

En  effet,  d'après  le  lemme  précédent,  les  nombres  (■) 
sont  respectivement  congrus  à 

c,  c-f-  I,  c-l-  2, . , ,,  c  +  (M —  i), 

el  il  est  évident  que  ces  derniers  sont  congrus  aux  nom- 
bres (  2),  suivant  le  module  M. 

284.  Nous  emploierons  le  symbole  (f  (M)  pour  dési- 
gner combien  il  y  a  de  nombres  premiers  à-  M  el  non 
supérieurs  à  M.  D'après  cette  définition,  on  a  évidemment 

Tbéorèhe.  —  Si  M.  désigne  le  produit  de  plusieurs 
nombres  a,  6,...,  /,  premiers  entre  eux  deux  à  deux, 
on  aura 
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Prenons  d'abord  le  cas  de  deux  faclenrs,  et  soit 


a  et  b  désignant  des  nombres  premiers  entre  eux.  Les  ab 
premiers  nombres  peuvent  être  disposés  comme  il  suit  : 


2t+A,...,  -îfi  +  i. 


Considérons  l'une  des  colonnes  verticales  de  ce  tableau, 
par  exemple  celle  qui  commence  par  k.  Si  k  est  premier 
avec  b,  il  en  sera  de  même  de  tous  les  autres  termes  de  la 
colonne  ;  au  conlraire  si  ^  et  S  oui  un  diviseur  commun 
autre  que  i,  il  n'y  aura  dans  la  colonne  aucun  nombre 
premier  avec  b.  D'ailleurs,  la  première  ligne  du  tableau 
renferme  <^(b)  nombres  premiers  avec  t;  donc  le  ta- 
bleau entier  renferme  tf  (-b)  colonnes  verticales  dont  tous 
les  termes  sont  premiers  à  b,  et  qui  épuisent  tons  les 
nombres  de  cette  espèce  non  supérieurs  à  M.  Supposons 
que  k  soit  premier  avec  b  ;  la  colonne  verticale  qui  com- 
mence par  h  est  une  progression  ïrithmécique  dont  les 
termes  sont  respectivement  congrus,  suivant  le  module  a, 
aux  nombres  o,  i,  a,...,  (a  —  i);  cette  dernière,  suite 
coDtieut  f  (a)  nombres  premiers  à  a,  et,  par  conséquent, 
la  colonne  que  nous  considérons  en  renferme  un  pareil 
nombre.  De  tout  cela  il  résulte  que  notre  tableau  renferme 
ç(a)X(f(i)  nombres  premiers  àa  et  à  b,  c'est-à-dire 
premiers  au  produit  ab^  on  a  donc 

Passons  maintenant  au  cas  général  ou  l'on  a 
M  =  rtie,../, 
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a,  h,  c,...,  l  étant  des  nombres  premiers  entre  euY, 
deux  à  deux.  On  aura  successivement 

,(M)  =  ,(«),(s.c...;) 

=  ,(.),(S),(.-.../) 


=  ,(«), (4), (.)...,()), 
ce  qai  achève  la  démonstration  du  théorème  énoncé. 

283.  Le  théorème  précédent  fournit  un  moyen  très- 
simple  de  trouver  la  valeur  de  (^  (^1)- 

Lorsque  M  est  égal  à  un  nombre  premier  p,  il  est 
évident  que  les  nombres  premiers  à  M  =  p,  et  non  su- 
périeurs à  ce  nombre,  sont 

.     .    .         ',,   2,3,...,   [p-,)i 
on  a  donc 

•t{p)=P  —  ^- 

Lorsque  M  est  égal  à  une  puissance  p"  d'un  nombre 
premier  p,  il  est  évident  que  la  suite  des  p'~'  nombres 

P,  ip,  3/),.. .,  p'~*  .p 

renferme  tous  les  nombres  non  supérieurs  à  M  qui  ad- 
mettent p  pour  diviseur  ;  ou  a  donc 

'iW  =  p'  —  p''~^~p'~'  (/■<  —  '). 
ou 

,(m)  =  m(,-1). 

Considérons  le  cas  général  ;  soient  p,  q,  r,...,  les  fac- 
tevs  jo^miers  inégaux  de  M,  et  supposons 
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V,  u,  ï,...  étant  desexposanu  eotiers.  On  aura  (n°284) 
d'ailleurs 

T(,'')=,'(i-i), 

ou 

„M,=M(.-i)(.-:)(,-i)..., 

Il  importe  de  remarquer  que,  si  M  est  un  nombre  impair, 
OD  a 

v(2M)^t(2)t(M); 

or  f  (a)  =1,  donc 

f(2M)r.,(M). 

â86.  Il  convient  de  remarquer  encore  le  théorème 
suivant  qui  nous  sera  très-utile  daus  la  suite  : 

Thédkèhe.  —  Si  d,  d',  d", . . .  désignent  la  suite  des 
diviseurs  du  nombre  M,  parmi  lesquels  JtgwentV unité 
et  le  nombre  M  lui-même,  on  a 

,W  +  ,ld')  +  ,(d')  +  ...  =  K. 

En  eâet,  soit 

p,  q,r,,..  étant  des  nombres  premïars  inégaux  ;  les  di- 
viseurs d^  d',  d",.,.   ne  aeront   autre   chose  que  les 
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termes  du  polynôme  égal  au  produit 

{,+pA'p'-i-...-hp')ii+q  +  ']'+...  +  'f){t-i-r-^...+r^).... 
L*UD  quelconque  des  termes  du  polynôme  dont  il  s'agit  a 
la  forme  p^^^r'. .  .j  d'ailleurs  l'égalité 

i  =  p",'r'... 
eu  traîne 

i'(^)  =  »{p")t{î')»('-')---i 

donc  la  somme  de  toutes  les  quantités  f  [d]  sera  le  pro- 
duit des  polynômes 

i  H- ?(/!)-(- ?(/*•)  +...  + Il  {/*•), 
I-i-f{r)-\-<f{r')-\-...-hf[r^), 


Le  premier  de  ces  polyuômes  a  pour  valeur 

!  +  (/)  — i)(i-l-p  -)-,/)' +-..  +  ;.■•'- ')=/'% 
et  l'on  voit  dé  même  que  les  polynômes  suivants  ont  res- 
pectivement pour  valeurs  ç'',  r  , ...  ;  on  a  donc 

ç(rf)  +  y(rf')  +  ç(^-)  +.  .  .  =  p'ql^r\  .  .  =  U. 

Des  congruences  en  général. 

287.  La   théorie  des   nombres  résout   sur    les  con- 
gruences le  même  problème  que  l'Algèbre  ordinaire  sur 
les  équations;  elle  se  jiropose,  en  particulier,  de  trouver 
les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  une  congruence  telle  que 
/{x)^o    {mod.  M), 

oft  f(x)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel  doul 
les  coefioients  sont  des  nombres  entiers.  Si  l'on  satis-; 
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fait  à  cetie  congrueDce,  en  faisant  a:  =  a,  on  y  satisfera 
anssi,  d'après  une  remarque  précédente,  en  faisant,  quel 
que  soit  l'entier  k,  x  =;  a  -{-  ftM  ;  d'où  il  suit  que  chaque 
solution  en  donne  une  infinité  d'autres,  mais  qui  sont 
toutes  équivalentes  suivant  le  module  M.  Les  diverses 
solutions  renfermées  dans  'une  même  formule  o  -+-AM 
peuvent  se  déduire  de  l'une  quelconque,  d'entre  elles; 
d'ailleurs,  on  peut  disposer  de  l'entier  k  de  manière  tjiie 

(i  +  A:Maoît  compris' entre et  H j  ou  entre   o 

et  M;  il  n'y  a  donc  lieu  de  s'occuper  que  des  solutions 
comprises  entre  ces  limites. 
Cela  posé,  nous  appellerons  racines  de  la  congruence 

/(a:)  =  o     (mod.  M), 

les  diverses  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  M,  qui  ren- 
dent f(x)  divisible  par  M. 

Une  congruence  est  identique  lorsque  tons  ses  coeffi- 
cient sont  divisibles  par  le  module,  et  elle  est  évidem- 
ment impossible  lorsque  ses  coefficients  sont  divisibles  ' 
par  l'un  des  facteurs  do  module,  à  l'exception  du  terme 
indépendant  de  x. 

Si  F  (x)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel,  ayant 
pour  coelHcients  des  nombres  entiers,  on  peut  substituer 
i  la  congruence 

f{x)^o  .(root!.  M) 

la  coDgruence  équivalente 

/{x]-{-m-[^)^o    (mod.M), 
et  disposer  ensuite  des  eoefHcients  indéterminés  de  F(x), 
pour  rabaisser  au-dessous  de  M,  et  même  de  — si  l'on 
Teut,  tous  les  coefficients  de  la  congruence. 
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288.  La  coDgruence  du  premier  degré 

(t)  ax-i-b^o     (mod.M) 

peuL  se  mettre  sous  la  forme   •  '  ■ 

(a)  ax  +  b  =  Wx,      ■ 

et  la  recherche  de  ses  racines  est  ramena  à  ceUe  des  so- 
lutions en  nombres  entiers  lie  l'équation  (3)  qui  renferme 
les  denx  inconnues  x  et  y.  Si  a  et  M  sont  premiers  entre 
eux,  l'équation  {3)  est  toujours  résoluble  en  nombres  en- 
tiers; on  obtient  une  première  solution  X,,  y,  (n"  13) 

par  la  réduction  de  ^  en  fraction  continue  \  après  quoi 

toutes  les  solutions  sont  données  par  les  formules 


où  t  désigne  une  indéterminée.  On  peut  disposer  de  cette 
indéterminée  de  manière  à  obtenir  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  o  et  M,  et  si  l'on  représente  cette  valeur  par  x^, 
les  autres  valeurs  de  x  continueront  à  être  données  par 
la  première  des  formules  qui  précèdent. 

11  résulte  delà  que  lacougruence  du  premier  degré  (1) 
n'admet  qu'une  seule  racine,  quel  que  soit  le  module, 
lorsque  le  coefScient  de-  l'inconnue  est  premier  avec  ce 
module. 

On.  arrive  à  la  même  conclusion  au  moyen  du  lemme 
du  n"  283  (Cokollàire)  .  Effeciiveineut,  si  l'on  donne  à  x 
les  M  valeurs 

o,  I,  2,...,  {M  — 1), 

le  premier  membrede  la  congruence  (1)  prendra  M  va- 
leurs ÏDCOngrues  suivant  le  fnodule  M  ;  I  une  de  ces  va- 
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leurs  sera  donc  nuUe,  relatirument  à  ce  module,  et  la  va- 
leur correspondanle  dex  sera  la  racine  demandée. 
Si  X,  désigne  cette  racine,  on  peut  écrire 

x,^- (raod.  H), 

comme  Gauss  l'a  proposé,  - 

Si  le  coefficient  a  n'est  pas  premier  arec  le  module  M 
et  que  d  désigne'  le  plus  grand  comman  diviseur  de  ces 
deux  nombres,  la  congruence  (c)  ne  sera  résoluble  que  ' 
si  b  est  divisible  par  d.  Quanti  il  en  est  ainsi,  la  coD- 
gnience,  divisée  par  d,  devient 

,3,  î..^,=„   (».d.H); 

on  rentre  alors  dans  le  cas  que  nous  venons  d't^xamiuer. 
Soit  Xt,  la  racine  de  la  congnience  (3),  les  valeurs  dex 
qui  pourront  j  satisfaire  seront  toutes  comprises  dans  la 
formule 

M 


et  on  voit  que  la  proposée  admettra  tes  d  racines 
M  2M  (rf— i)M 


qui  sont  incongrues  suivant  le  module  M.  . 

289.  Lorsque  le  module  M  est  un  nombre  «imposé,  la 
résolution  de  la  congruence  .«' 

(i)  ax+b^o     (mod.M), 

où  l'on  supposer  premier  avec  M,  peut  être  ramenée  i 
celle  d' autres  congruences  dans  chacune  desquelles'  le 
module  est  an  facteur  de  JA.  "* 


XIBL.  Uï^tV, 
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Soit,  en  efiet, 

H=M.M„ 

Ml  et  M,  étant  des  nombres  entiers. 

II  est  évident  que  la  racine  de  la  congruence  (i)  doit 
satisfaire  à  la  congruence 

(2)  'ax-hb^o     (mod.M,); 

désignons  par  a  la  racine  de  cette  congruence  :  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  la  proposée  seront  de  la  forme 


Xi  étant  une  indéterminée,  et  en  substituant  cette  valeur 
il  viendra 

(<7<ï  -I-  A)  +  M,ax,  so      (mod.  M). 

Par  hypothèse,  aa-i-b  est  divisible  par  Mj  ;  si  donc  on 
pose 

la  précédente  congruence  divisée  par  Mt  deviendra 

ax,  +  6,^0     (  mod.  M] }. 

Si  r<m  désigne  par  cct  la  racine  de  cette  nouvelle  con- 
gruence, ta  formule 

i  =  a-)-M,<i, 


donnera  la  racine  de  la  proposée. 
On  conclut  de  là  que  si  l'on  a 


Ml,  M| , . . . ,  Mj  éunt  des  nombres  entiers,  la  résolution 
de  la  congruence 


i-hîséo    (mod.  M) 
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peut  être  ramenée  à  celle  d'auires  congruences  de  la  forme 
ax^-b^o     (mod.H,), 
-.  ax  +  frp^o     (mod.  M,), 


ax  ■+•  £(_,  ^  o      (mod.  Ml) . 


En  particulier,  ôd  peut  prendre  pour  le«  nombres  M, , 
Mt , .  . , ,  les  facteurs  premiers  dont  le  module  est  ]e  pro- 
duit. 

Exemple.  —  Soit  la  congruence 

1 237  X  —  4096  ^  o     (mod.  6^5  ) . 

Le  module  6^5  est  égal  au  produit  37  X^Sj  on  peut 
donc  commencer  par  résoudre  la  coDgruence 
1337J: —4096^0     [mod,  27) 

qui,  en  rabaissant  les  coefficients  au-dessous  du  module, 
devient 

Sar  — 8  =  0      (mod.  27), 

OU,  si  l'on  veut. 


La  valeur  y  =  i  donne  x  =  y,  on  fera,  en  conséquence, 

x  =  7  +  27^,; 
en  substituant  cette  valeur,  la  proposée  devient 

1237X^73^1  +  4563^0     (mod.  27X25), 
ou,  en  divisant  par  27 , 

.12374:, +  169^0     (mod.  25}; 

rabaissant  les  coefficients  au-dessous  du.  module  aS,  on 
obtient 

12*1  —  6^0     {mod.  iS), 
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on,  en  divisant  par  6  qui  est  premier  avec  le  module, 

2X,  —  1^0     (mod.  25). 
On  lire  de  là 

__.  1  +  a5j- 

et  la  valeur  j  fc=  i  donne  Xi  =  i3  . 
La  racine  demandée  esl  donc 

j  =  7  +  27X13=358. 

290.  On  ramène  au  problème  dont  nous  venons  de 
nous  occuper  celui  qui  a  pour  objet  de  trouver  un  nom- 
bre IN  qui  ait  des  résidus  donnés  a,  £i[ ,  a, , . . . ,  suivant 
des  modules  donnés  M,  M, ,  M, , . . . . 

Le  nombre  chercbé  ]V  doit  satisfaire  aux  congruences 

(i)  H  =  <i[raod.M),  Ns<7,(mod.M,),  H^<i.(niod.M,),...; 
la  première  donne 

et  pour  que  le  nombre  N  ainsi  déterminé  satisfasse  aussi 
à  la  deuxième  des  congruences  (i),  il  faut  que  l'on  ait 

« -V-M^^ji,  (mod.M.)    ou    M^  + [a  — a,)  =  o  (mod.M,).' 

Si  le  plus  grand  commun  diviseur  lî  des  nombres  M 
et  M,  ne  divise  pas  a  —  a,,  le  problème  proposé  n'ad- 
mettra pas  de  solution  ;  dans  le  cas  contraire,  la  prëcé' 
dente  congruence  peut  s'écrire 

et  si  l'on  désigne  par  a  sa  racine,  cette  congruence  ne 
sera  satisfaite  que  par  les  valeobrs  de  x  données  par  la  for- 


_  ,i,z<,i:,.,  Google 


JSECTIOa    III.  —  CHAPITRE    I 


Xi  ^tant  une  indéterminée.  En  posant 

a  +  JAx^aC), 
on  obtient  cette  expression  de  N 

Si  l'on  veut  que    celle  valeur  de  N  satisfasse    à   la 
troisième  des  congrueuces  (i),  il  faudra  que  l'on  ait 

al')  H — --xi^fl,     (mnd.M,), 


^x,  +  (oCi)_„,)so     (mod.M,}; 


si  le  plus  grand  commun  diviseur  di  des  nombres  --—■ 

et  M»  ne  divise  pas  a'*'  —  a,,  la  précédente  congruence 
sera  impossible;  dans  le  cas  contraire,  elle  se  ramènera 
à  la  forme 

MM,  a("  — „,  /  MA 

et,  en  appelant  ai  sa  racine,  on  devra  poser 


Xt  étant  une  indéterminée.  Faisant  alors 
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l'expression  de  N  sera 

„        , .       MM.  M, 


On  peut  continuer  de  cette  manière  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  épuisé  toutes  les  congruences  proposées,  et  si  l'on  ne 
rencontre  aucune  congruence  impossiLle,  l'expression 
demandée  aura  la  forme 

X  étant  une  indéterminée,  et  ft  désignant  le  plus  petit 
commun  multiple  des  modules  M,  M,,  M,,. . . . 

291 .  Le  vas  d'un  nombre  m  de  congruences  du  premier 
degré,  à  m  indéterminées,  peut  être  résolu  au  moyeu  de 
ce  qui  précède.  Supposons  qu'on  demande  les  systèmes 
de  solutions  des  congruences 

l  a,x      ~i- l>,x     -i-c,z     -I-...+ *,a      -i- /,     aeo  i 
]  a,x      +  b.j-      -+-c,'l     -I-. ..+  *,«      -1-/,      ^O  f 


'  (mod.  M). 

Les  valeurs  de  l'une  quelconque  des  inconnues,  qui 
figurent  dans  les  systèmes  de  solutions  cherchées,  dé- 
pendent d'une  congruence  linéaire  qu'on  peut  facilement 
former.  Effectivement  on  peut  toujours  trouver,  par  la 
théorie  des  équations  du  premier  degré,  m  nombres  en- 
tiers Ço,  £i,.-.,  ^m-\  qui  n'aient  aucun  diviseur  commun 
avec  le  module  et  qui  satisfassent  aux  m  —  i  équations 

[  fi.Ç. -H  *,ï, +....+ 6-_,ï«-,  =  o. 


(  *.Ç.-t-X-,?,-(-...-l-X^,|^.=  o; 
alors,  si  l'on  ajoute  les  congruences  (i)  après  les  avoir 
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multipliées  par  Çoi  ^i)**-i  l»-)  reepectiTeDienl,  et  que 
l'on  fasse,  pour  abroger, 

<ï.  5.  +  «,  E,  + . .  .  +  a„_,  5„_,  =  a, 

/,  ï.  +  /,  Èi  -^ ^-  '«-.  E— .  =  ^ 

on  aura 

ax-i-  l^o     (mod.  M). 

On  peut  opérer  de  la  même  manière  à  l'égard  des  incon- 
nues _y,  z,- .  -,  et  on  formera  ainsi  m  congrue nces,  dont 
chacune  ne  contiendra  qu'une  seule  inconnue  et  qui  ad- 
mettront toutes  les  solutions  du  système  proposé.  Mais  la 
réciproque  de  cette  proposition  n'a  pas  lieu,  et  il  pourra 
arriver  que  diverses  solutionsdu  système  obtenu  par  notre 
méthode  ne  conviennent  point  au  système  proposé.  Dans 
la  pratique,  il  sera  en  général  plus  simple  de  procéder 
par  éliminations  successives  et  de  remplacer  le  système  (i) 
par  un  autre  dans  lequel  chaque  congruence  renferme 
,  une  inconnue  de  moins  que  la  précédente. 

Exemple.  —  Soient  les  congruences 

(i)  J  2:r-i-  3j--V-  21^'j  >  (mod.  12), 

que  Gauss  a  choisies  pour  exemple  dans  ses  Recherches 
arithmétiques.  Si  l'on  tire  de  la  première  la  valeur  de  z 
pour  la  porter  dans  tes  deux  autres,  on  aura  ce  i 
système  : 

/  ï=4~3.t— 3j'  j 
(2)  I  ^x  -f-  7j-^  I  \  (mod.  i2)î 

éliminaDt  ensuite  x  entre  les  deux  dernières, 
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troisième  système  : 

|z^4  —  3^  —  5j-  1 
4j:=i  —-jx  J  (mod.  12). 

La  dernière  coogruence  du  système  (3)  n'a  qu'une 
seule  racine,  qui  est — i  ou  11.  La  deuxième  des  cou- 
gruences  (3)  donne  ensuite  . 

4«^8    (mod.  13), 
ou 

x^n    (mod.  3). 

On  a  ainsi  quatre  valeurs  de  x,  saïoir  : 

'  .         .  x  =  2,  5,  8,  II. 

La  première  congruence  (3),  qui  se  réduit  à 
'  ■  ,  ^^9  —  3ar, 

à  catjKe  de^'  =  —  1  ^  donne  les  quatre  valeurs  correspon- 
dantes de  s,  savoir  : 

2=^  3,  6,  9,  o. 


Sur  le  nombre  des  racines  de  la  congruence 
X*  — 1^0     (mod.  M). 

292.  Pour  que  le  produit  [x-\-i)  [x  —  i)  soit  divi- 
sible par  M,  il  faut  et  il  sufBt  que  x  —  i  contienne  tous 
ceux  des  facteurs  premiers  de  M  qui  ne  figurent  pas 
■  dans  x-4-1  j'd'ailleurs  X  —  ï  etar  +  i  ne  peuvent  avoir 
que  les  diviseurs  i  et  a  communs,  puisque  leur  diOerence 
est  égale  à  3.  Donc,  pour  résoudre  la  congruence 
(i)  4^—1  =  0     (mod.M), 

il  suffira  de  poser  de  toutes  les  manières  possibles 
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A  et  B  étant  premiers  entre  eux,  ou  ayant  a  pour  plus 
grand  commua  diviseur,  puis  de  déterminer  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  congruences 

{2}      a-  +  i=o     (mod.  A),     a:— .1^0     (mod.B). 
On  tire  de  la  première 

(3)  .     ^  =  -i4-A/, 

t  étant  une  indéterniiiiée,  et  en  substituant  cette  valeur 
dans  la  Kconde  congrnence^  il  vient 

(4)  Aï  — 3  =  0     (mod.B). 

Comme  le  plus  grand  commun  diviseur  de  Â  et  B  est  t 
ou  a,  par  hypothèse,  la  congruence  (4]  sera  toujours  pos- 
sible. Si  A  et  Bsont  premiers  entre  eux,  cette  congruence.  - 
aura  une  racine  unique  et  la  formule  (3)  donnera  égale-  j 
lement  pour  x  une  valeur  unique.  Mais  si  A  et  B  ont  le 
diviseur  commun  a,  la  congruence  (4)  divisée  par  2 
deviendra  .■   '.  ■■■.-. 

(5)  —t  —  1^0     i  mod.  -)■  '         .-'■•■!J 

Les  va^rs  de  t  qui  satisfont  à  la  congruence  (5)  sont 
données  par  la  formule 


,U  étant  un  nombre, dé terfuiné  compris  entre  o  et  ~t 
et  M  désignant  une  nouvelle  variable.  Alors  )a  con- 
gruence (4)  a  les  deux  racines 


et  la  formule  (3)  donne  les  valeurs  correspoodaples  de  :v, 

M 

—  i  +  A/,,     ~t-i-Ai,-\ ■ 
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Il  importe  d'examiner  maintenant  si  l'une  des  racines 
de  la  congruence  proposée  peul  être  donnée  par  deux  dé- 
compositions distinctes  du  module  IVl  : 
M=.AB,     M  =  A'B'. 

Désignons  par  j  la  fraction  Irréductible  équivalente 
aux  deux  fractions 


Icsquellessoiit  égales,  en  vertu  de  l'hypothèse  AB^  A'B'; 
on  aura 

A  =ia,     A.'=fiay 

B'  =  Xè,      B  =  fi*, 
et,  par  suite, 

A'  =  eA,     B'  =  ^-B, 

X  et  f/  étant  des  entiers.  Mais  si  les  décompositions  con- 
sidérées fournissent  une  même  racine  X  de  la  con- 
gruence  (i),  les  nombres  A  et  B'  ou  Â'  et  B  diviseront 
respectivement  x-i-i  et  X  —  i,  donc  ils  ont  pour  plus 
grand  commun  diviseur  i  ou  a;  chacun  des  nombres  ^ 
et  fx  est  par  suite  égal  à  i  ou  à  a.  Il  résulte  de  là  que  les 
décompositions 

M  =  -^AXaB,     M  =  2AX^B 
a  2 

sont  les  seules  qui  puissent  donner  une  racine  X  déjà 
fournie  par  la  décomposition  M=  AB. 

Cela.posé,  il  est  facile  de  déterminer  le  nombre  N  des 
racines  distinctes  de  la  congruence  (i). 

Supposons  d'abord  que  le  module  M  soit  impair  et  dé- 
signons parn  le  nombre  de  ses  facteurs  premiers  inégaax. 
Dans  le  cas  dont  il  s'agit,  les  décompositions  M  =  AB 
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donnent  nécessairement  des  racines  distinctes,  et  il  sulBt 
d'avoir  le  nombre  de  ces  décompositions.  Or,  pour  for- 
mer A,  on  peut  n'employer  aucun  des  facteurs  premiers 
de  M,  CD  aura  alors  A  ^  i  ;  on  peut  introduire  dans  A 
un  seul  des  n  facteurs  premiers  de  M,  et  on  obtiendra 
ainsi  n  décompositions  distinctes;  pareillement,  on  aura 

— décompositions,  en  formant  A  avec  deux  des 

facteurs  prémices  de  M,  et  ainsi  de  sqite.  D'après  cela,  on 
aura 


Supposons  en  deuxième  lieu  que  le  module  M  soit 
double  d'un  nombre  impair,  et  désignons  par  n  comme 
précédemment  le  nombre  des  facteurs  premiers  impairs 

inégaux  de  M  on  de  — -  Considérons  la  décomposition 
,     M  =  AB , 

AélantpairetB  impair-,  parmi  les  autres  décompositions, 
la  seule  qui  puisse  fournir  la  même  racine  x  que  la  pre- 
mière est 

et  je  dis  qu'elle  la  fournil  effectivement.  Eu  effet,  la  ra- 
«ne  qui  répond'à  la  première  décomposition  est  déter- 
minée par  les  formules 

x:=~  i  -\-  AI,     Af  — 2^0    (mod.B)j 
or,  A  étant  pair  et  B  impair,  on  peut  écrire 

A  A  ,      „, 

X  =  —  1  -\ —  •  2t,  .  — -af  — .2^0.  (mod..2B), 
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ce  qui  montre  que  cette  valeur  de  x  répond  aussi  à  la  se- 
conde décomposition.  Il  résulte  de  là  que  N  est  le  nombre 

des  décompositions  de  —  en  deux  facteurs  premiers  entre 
eux,  et  on  aura  alors 


comme  dans  le  premier  cas. 

Supposons,  en6n,  que  M  soit  divisible  par  la  puis- 
sance 2''de  a,  p  étant  |>i,  et  désignons  encore  par  n  le 
nombre  des  facteurs  premiers  impairs  inégaux  de  M  ou 

1  peut  rejeter  toute  décomposition 


dans  laquelle  l'un  des  nombres  Â  ou  B  serait  impair.  En 
effet,  supposons  A  pair  et  B  impair-,  le  raisonnement  que 
nous  venons  de  faire,  à  l'occasion  du  cas  précédent, 
montre  que  la  racine  qui  répond  à  la  décomposition  AB 

sera  aussi  donnée  par  la  décomposition  -  X  2B.  Main-" 

tenant  une  décomposition  de  M  en  deux  facteurs  pairs 
donne  deux  racines  x  qui  sont  nécessairement  distinctes 
de  celles  fournies  par  une  autre  décomposition  de  la  même 
espèce  ;  car,  dans  chaque  aécomposition,  les  facteurs  doi- 
vent avoir  2  pour  plus  grand  commun  diviseur;  donc, 
pour  obtenir  toutes  les  décompositions  utiles  de  M,  il  faut 

former  celles  de  —  et  introduire  ensuite  a  dans  le  premier 

af 
facteur,  a**"'  dans  le  second,  puis  inversement  a'°~'  dans 
le  premier  facteur  et  2  dans  le  second.  Si  p  =  a,  ces  deux 
dernières  opérations  rentreront  évidemment  l'une  dans 
l'autre. 

Il  résulte  de  li  que  si  /s  =  a,  c'est-à-dire  si  M  est  divi- 
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«ble  par  4i  maû  non  par  8,  on  aura 

Si  p  est  ]]>  2,  c'est-à-dire  si  M  esl  divisible  par  8,  on 


Celte  conclusion  u'est  pQJnt  en  défaut,  quand  on  a  M^  2^  ; 
dans  ce  cas,  —  n'admet  que  la  seule  décomposition  txi> 

Il  faut  remarquer  que  les  racines  de  la  congruence  (2) 
sont  conjuguées  deux  à  deux,  de  manière  que  deux  ra- 
cines cof^ttgaées  soient  égales  et  de  signe»  conlraîres^ 
ou,  si  l'on  veut,  complémentaires  au  module.  11  est  évi- 
dent que  deux  racines  conjuguées  sont  fournies  par  deux 
décompositions  telles  que  AB,  BA. 

CoROLLAiBE.  —  La  congruetice 

x'—  1  ^o     (mod.  H) 

admet  un  couple  unique  île  racines  conjuguées  dans 
Fun  des  trois  cas  suivants  :  i"  si  M  est  une  puissance 
d'un  -nombre  premier  impair ^  2"  si  M  est  le  double 
d'une  telle  puissance;  3°  si  M  est  égal  à  4-  Dans  tout 
autre  cas  le  nombre  des  couples  de  racines  conjuguées 
de  la  congruence  est  un  nombre  pair. 

Ce  corollaire  résulte  immédiatement  des  formules  par 
lesquelles  nous  avons  exprimé  le  nombre  N  dans  les 
diETérenis  cas  que  nous  avons  examinés. 

Exemple.  —  Si  l'on  a  M  =  34.  on  a  ces  quatre  décom- 
positions utiles 

A=   2,   13,  4t  6, 
B=^i2.    3,  6,  4; 
la  congruence 

*' — 1^0    (mod.  a4} 
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=ines,  saToir  ; 

33. 

7. 
'7. 

i3  fournies  par  la  décomposition     a  X 

11                         n                                           .                             I2X 

■9         ■                ■            4x 

5           .                    .               6x 

6, 
4- 

Théorème  de  Fermât. 

293.  Le  théorème  de  Fermât  est  l'une  des  proposi- 
tions fondamentales  de  la  théorie  qui  nous  ociiupe  ;  aussi 
croyons-nous  utile  de  présenter  ici  les  démonstrations 
diverses  qu'on  en  a  données.  Ce  ilLéorème  célèbre  est  le 
suivant  : 

Théorème.   —  Si  le   nom.bre  entier  a  n'est  pas  divi- 
sible pae  le  nombre  premier  p,  la  différence  a''~' —  i  est 
divisible  par  p  ;  en  d^ autres  termes,  on  a 
of^'^i     (mod.  p). 

Première  démonsthjItion.  —  Gemme  a  et  p  sont  pre- 
miers entre  eus,  par  hypothèse,  les  nombres 
{!)  «,  2«,  3fl,...,  {p-i)a 

donneront,  relativement  à  p  [n"  283),  les  résidus 

M  ■.  =.  3 (/.-.),. 

abstraction  faite  de  l'ordre.  Le  produit  des  nombres  (■) 
est  donc  congru,  suivant  le  module  p,  au  produit  des 
nombres  (a),  et  l'on  a,  en  conséquence, 

1.2.5.  ..(p  —  i)  (nP-'  — i)^o     (mod.  p). 
On    peut    diviser    cette    congrnence    par  -  le,    produit 
t.a.3...(p  —  i)  qui  est  premier  avec  le  module,  et 
l'on  a 

aP~'  —  1^0     (mod.  p). 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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DecxiÈME  DE  MON  ST  RATIO  N .  —  Sî  l'ou  élkve  à  la  puis- 
sance/>  le  binôme 

dont  la  valeur  est  a,  on  aura 

I    P(/^  — ')-■■(/'  — ^  +  '),„       ,v-t   I  ... 

1 . 2 ...  A  '  -       -^  ■  ■  ■  -^   ' 

dans  le  sec«nd  membre  de  cette  formule  tous  les  termes 
soni  divisibles  par  p,  à  l'exception  du  premier  et  du  der- 
nier, car  le  coefficient 

p(p  —  ,)...{p  —  i-h,) 

1.1. ..i 

est  un  nombre  entier,  et  cet  entier  est  évidemment  divi- 
sible par  p  si  A  est  <^  p.  On  a  donc 

a^^iu-iy  +  i      {mofi.p}, 
el,  en  retrancbant  a,  de  part  et  d'autre, 

tiF  ^  a^la—i'f  —  ("—  i)     (mod.  p). 
Cette  formule  montre  que  la  différence  a''  —  a  n'est 
altérée  que  par  un  multiple  de  p,  quand  on  diminue  a 
d'une  unité;  il  en  est  donc  de  même  quand  on  diminue  a 
de  3,  3,. . .,  a  unités;  on  a,  en  conséquenre,     < 

aF  —  a^o     {moA.  p), 

et,  en  divisant  par  a,  nombre  premier  au  module,  il  vient 

aF~'  —  I  ^o     {mod. p). 

Troisième  niuoHSTRiTioK.  —  On  a,  quels  que  soient 

4es  entiers  *(  «t  y, 

{u  +  p]r  =«'•  +  —  uF-'  !■  +  . . . 

p(p  —  i)...(p  —  ^-hi)        ,   . 
_[.  Cil i a. ;  i4J'~'  r  -h, .  .-h  i^i 
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nous  avons  vu  que,  dans  le  second  membre  de  celle  foiv 
mute,  tous  les  termes  sont  divisibles  parp  à  l'exception  du 
premier  et  du  dernier  ;  on  a  donc 

[a  +  vy^  uf  -h  Vf     (mod.  />). 

Soient  maintenant  a  nombres  entiers  «i,  a,,. . .,  «„,  on 
aura,  d'après  la  formule  précédente, 


{a, +  a,-t-.  .  ,  +  a^l^-ssaP  +  («,  +  .  . 

■+'.y  1 

(.,  +  ..  +  ...  +  ..)'  =  .;+(«.  +  . 

(mod.,), 

(a.-, +  a,)'                    =»;_. +  a^ 

■) 

;l,  en  ajoutant, 

Silpposonsmaînten«et  que  les  nombres  cci,  «„. . .,  K„5e 
réduisent  tous  à  l'unité,  on  aura 

aP^a     [mod.  p), 

ou,  en  divisant  par  a, 

af~'  ^  I     (rood.  p). 

t     ' 

Théorème  de  Wihon. 

294.  Théorème.  — .Si  p  est  un  nombre  pt-emier,  ta 
somme  i.2.3,..(j7  —  i)"*"'  est  divisible  par  pf  en  d'autres 
termes,  on  a 

i.3.3...(/--i)  =  -i      (mod./i). 

Prehièhe  D£H0^STR1TI0^.  —  Soit  a  l'un  quelconque 
des  nombres 

(0  ..2.  3....,  {,.-,), 
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et  formons  les  ualtiples  de  a 
(2)  ■  a,   la,   3a,...,    {p  ~  i)". 

Dans  la  suite  (a),  il  y  a  un  terme  congru  à  i,  et  il  n'y  eu 
a  qu'un  seul  j  supposons  que  ce  soit  xa,  on  aura 
an^i     (mod.  ;>]. 

Les  nombres  a  et  a  sont  inégaux,  à  moins  que  a  ne  soit  égal . 
à  louà^ — I. Si,  en  effet, on  aa=a,a' — i^(ii — i)(a+i) 
est  divisible  par  p;orp  est  premier,  il  divise  donc  a  —  ■ 
ou  a-ht,  et,  comme  a  est  <ip,  on  a  nécessairement 
ii=ioua=p  —  I. 
Il  résulte  de  là  que  les  nombres 

2,  3,  4,...,  (/>  — 2)  -     . 

peuvent  être  associés  deux  à  deux^  de  manière  que  le  pro- 
duit de  deux  associé»  soit  congru  à  l'unité,  et,  en  multi- 
pliant entre  elles  les  congruences  9^i  obtenues^,  oa  aura 

î.3.4---(;' — 1)^1     {mod.^); 
multipliant  enfin  par  p  —  i ,  un  a 

1.2.3.4- •  ■{p-'i)^fi~  I     (mod.p), 
ou 

1.2. 3. 4.  ■  -{p  —  ')  •+■  »  ^à     (mod.  p). 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ce  théorème  est  surtout  remarquable  en  ce  qu'il  ex- 
prime une  propriété  qui  appartient  exclusivement  aux 
nombres  puaniers;  car,  si  p  est  un  nombre  composé,  et 
que  d  soit  un  de  ses  diviseurs,  0  divisera  le  produit 
i.3.3...(/>  —  i})  et,  par  conséquent,  il  ne  pourra  diviser 
ce  même  produit  augmenté  de  l'unité.  Il  en  sera  donc 
de  même  du  nombre  p. 

CoBOLLAisE.  —  Tout  nombre  premier  p  de  la  forme 
4r  -i- 1  est  la  somme  de  deux  carrés. 
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En  effet,  par  le  théorème  précédent,  p  divise  la  somme 
(..  =  .3... »»)[(=/.  +  !). ..4»]  +  "i 
mais  les  nombres 

2B  -l-i,  2«-l-  2,. . .,  4" 
sont  respectivement  congras  à 

suivant  le  module  p;  donc  le  produit  des  uns  est  congru 
au  produit  des  autres.  D'ailleurs  le  nombre  des  facteurs 
étant  pair,  on  peut  changer  leurs  signes,  et  l'on  a 

(i.î.3.  ..2/i)'-Hiso     [moà.  p); 

p  divise  ainsi  la  somme  de  deux  carrés,  et,  par  consé- 
quent, il  est  lui-même  la  somme  de  deux  carrés  (n°  15). 

Rehirqoe.  —  Uir  vombre  de  la  forme  4  "  +  3  ne  peut 
être  la  somme  de  deux  carrés.  Eu  eifel,  tout  carré  pair  a 
la  forme  4")  ^t  tout  carré  impair  est  de  la  forme  4n+  i; 
par  conséqueut,  la  somme  de  deux  carrés  premiers  entre 
eux  a  loujours  l'une  des  deux  formes  4i-(-i  et4'*-t-*' 

Decxièhe  démomstbatiom.  —  On  peut  encore  démon- 
trer le  théorème  de  Wilson  au  moyen  de  la  formule 

A"  «.  r=  u.  -  %._,  -I-  —^  «„-,  _...  +  (_,).„. 

que  nous  avons  établie  au  n"  152,  et  qui  exprime  la  dif- 
férenccn"*"  du  terme  Uo  de  la  suite 


1  suppose  généralement 
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on  aura 

A-«^  =  i.2.3...«, 

et  notre  formule  générale  deviendra 
..2.3...«..=(x+/,)"  -!L(^  +  n-,Y 

+  "-^T^  (^+  ->  -2)'-.  .  .  +  {-  l)"^. 

Soit  maintenant  x  =  j,  n  =  p  —  i,p  étant  un  nombre 
premier,  il  viendra 

..=.3...(,-i)=f--ii^(,.-,r' 
,  (p-i)fp-^i,_    ,„_, 


on  a 

dVil 

eura 

.= 

(■- 

y-  = 

.- 

i 

~ 

d'où 

..a 

3.. 

(,-, 

+ 

— 

pr- 
ie 

-Vp-'Y--']. 


-£^(ï.--,). 

* 
Dans   le  second  membre  de  cette  formule,   le  premier 
terme  est  une  puissance  de  p  et  tous  les  termes  qui  suivent 
sont  divisibles  par  p,  d'après  le  théorème  de  Fermât  -,  oa  a 
donc 

1.2.3. ..(/}  —  r)  +  i^o     [moA.  p). 

3. 
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Théorème  de  Fermât  généralisé . 

295.  Le  théorème  de  Fermât  est  susceptible  d'être 
étendu  aax  modules  composés;  il  n'est  effectivement 
qu'ûD  cas  particulier  de  la  proposiiion  suivante  : 

Théorème.  —  Si  a  et  M  sont  des  nombres  premiers 
entre  eux,  et  que  Cf  (M)  exprime  combien  il  y  a  de  nom- 
bres premiers  à  M  et  non  supérieurs  à  ce  nombre,  la 
différence 

sera  divisiblepar  M;  en  d'autres  termes,  on  aura 

„9(W)_,=o     (raod.M). 

La  première  des  démonstrations  dont  nous  avons  fait 
usage  au  u°  293  s'apjilique  au  cas  actuel,  avec  de  lé- 
gères modifications. 'Soient 


les  f  (M)  nombres  premiers  à  M  et  nou  supérieurs  à  M. 
Si  on  les  multiplie  par  le  nombre  a  qui  est  également  pre- 
mier à  M,  on  obtiendra  la  nouvelle  suite 

aucun  terme  de  la  suite  (a),  ax  par  eiemple,  ne  peut 
être  divisible  par  M;  car  M  est  premier  à  a  et  il  est  supé- 
rieur à  a  ;  pour  la  même  raison,  la  différence  a(S  —  a) 
de  deux  termes  de  la  suite  (s)  ne  peut  ètpe  divisible 
par  M,  d'où  il-  résulie  que  si  l'on  prend  les  résidus  mi- 
nimal relativement  à  M,  des  termes  de  la  suite  (a),  on 
obtiendra  f  (M)  résultats  différents.  £n  outre,  les  nom- 
bres (2)  sont  premiers  à  M,  et  en  conséquence  leurs  ré- 
sidus le  sont  aussi  j  ces  résidus  sont  donc  précisément  les 
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nombres  (i).  Les  nombres  (s)  étant  respectivement  con- 
grus aux  nombres  (i),  le  produit  des  ans  est  congru  au 
produit  des  autres,  et  l'on  a 

«Sy . . . «  [flf t  M)  _ ,]  =  o     (mod.  M) î 

en  divisant  par  le  produit  aëy . . .  o)  (pit  est  premier  avec 
le  module,  il  vient  enËD 

ap(")— ,so     {mod.  M). 

Théorème  de  JVilson  généralisé. 

396.  Le  ibéorime  de  Wilson  est  lui-même  susceptible 
d'èire  généralisé;  on  peut  effectivemeni  l'énoncer  comme 
il  suit  : 

TeÉOBÊME,  —  Si  P  désigne  le  produit  des  cf  (M)  nom- 
bres premiers  à  M  e(  non  supérieurs  à  M,  on  a 

P^zpi     (mod.  M)« 
savoir  : 

P  =  — i      (mod.  M), 

si  M  est  égal  à  une  puissance  d'un  nombre  premier 
impair,  ou  égal  au  double  d'une  telle  puissance,  ou  égal 
à  4;  et 

P  =  +  i     (mod. M), 

dans  tous  les  autres  cas. 

En  effet  soient,  comme  précédemment, 

(0  -  «,  e,  y,...,  0, 

les  nombres  premiers  à  M  et  non  supérieurs  à  M.  Si  a 
désigne  l'un  de  ces  nombres,  les  produits 

(î)  a^,  „e,  «V,...,  a^ 

donneront  comme  on  l'a  vu  des  résidus  mhiîraa  di£Ë- 
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rents,  relativement  au  module  M.  Parmi  ces  ré'ià^,  il 
j  en  aura  donc  un  égal  à  i,  et  un  autre  égal  à  M  — -i. 
Supposons  que  aa  donne  le  résidu  i  ;  si  a  et  a  sont  iné- 
gaux, je  dirai  que  ces  nombres  sont  associés  du  premier 
genre.  Si  a  =a,  le  produit  a'X.a  donnant  le' résida  i> 
le  produit  a  (M —  a)  donnera  le  résidu  —  i  ou  M  —  i; 
je  dirai  alors  que  a  et  M  —  a  sont  associés  du  second 
genre.  Il  résulte  de  cette  définition  que  deux  associés  du 
second  genre  constituent  un  couple  de  raciue.s  conjuguées 
de  U  congru eue e 

(3)  a^  — 1=0     (mod.M). 

Il  est  évident  que  le  produit  de  tous  ceux  des  nombres  (i) 
qui  composent  les  couples  d'associés  du  premier,  genre 
est  congru  à  i,  suivant  le  module  M,  tandis  que  le  pro- 
duit de  tous  ceux  qui  forment  les  couples  du  deuxième 
genre  est  congru  à  ( — i)'',  (i  désignant  le  nombre  des 
couples  de  racine*  conjuguées  delà  coogruence  (3).  Il 
résulte  de  là  que  l'on  a 

P  =  (— 1)''    (mod.M). 

Or,  si  l'on  a  M  =  p',  ou  M  =  ap",  ou  M  =  4ï  p  étant 
un  nombre  premier  impair,  le  nombre  n  est  égal  à  i, 
tandis  que  le  même  nombre  est  pair  dans  tous  les  autres 
cas  (n"  292).  Doue  on  a 

P  =  — 1     (mod.  M), 

dans  les  trois  cas  de  M  =  p",  =^  ap",  ^  4>  et 

P  =  -f-i     (mod.M), 

quand  le  module  M  n'est  pas  de  l'une  de  ces  trois  formes. 

RfiMAm^OB.  —  Si  l'on  veut  avoir  l'associé  d'ua  Dombre 
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a,  îk^Qîra  de  déterminer  la  racine  de  la,  congruence 

ax  —  1^0     (mod.  M), 
ou,  si  l'on  Teul,  de  résoudre  en  nombres  entiers  l'ëqua- 
lioii  indéterminée 

ax  —  M/^i. 

Au  snrplns,  comme  le  ihéorème  de  Fermât  gënéraiise 

donne  l       "   .• 

«f(M)^i     (mod.M),  :     -^  :. 

l'assosié  demandé  est  évidemment  le  résidu  de  la  puis- 
sance 

„?(«)-'. 

Des  congruences  dont  le  module  est  un  nombre 
premier, 

3Sn.  Etant  donnée  la  congruence 

A,a-"  +  A,j:"-'+...+  A«_.ar+ A„  =  0      {moA.  p), 

dont  le  module  p  est  supposé  premier,  et  dans  laquelle 
les  coefficients  Âg,  Â,,...,  sont  des  entiers  compris  entre 
oelp  oii  entre et  -f--i  on  peut  toujours  la  rempla- 
cer par  une  autre  dont  le  premier  terme  ait  pour  coeffi- 
cient l'unité.  Car  soit  A'  le  nombre  associé  de  A»,  c'est- 
à-dire  le  nombre  tel  que  l'on  ait 

A,Â'^i     (mod./i), 
et  désignons  par 

P.,  P»...,  P. 

les  résidus  des  produits 

A'A„  A'A,,...,  A'A.i 
si  Ton  multiplie  par  A»  A'  les  termes  de  la  congruence 
proposée,  à  partir  du  deuxième,  cette  congruence  prendra 
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la  forme 

A,(3-'  +  P,j-'-'  +  P,a^=4-..  .  +  P,^iJ:4-P«)=0  (tatid.p), 
et  en  divisant  par  Ao  qui  est  premier  avec  le  module,  il 
viendra 

«"  +  P,  x^' -h  P,  X"-' + .  ..+  P^,a;  +  P„so     (taod.p). 

298.  Les'congruénces  dont  le  module  est  prenjier 
jouissent  d'une  propriété  très -importante  et  qui  est  expri- 
mée par  la  proposition  suivante. 

TsÉoBÊME.  " —  Une  congruen'ce  non  identique  suivant 
un  module  premier  ne  peut  avoir  plus  de  racines  quUl 
rHy  a  (ïiaiités  dans  son  degré. 

Soit 
(0  /(^)^o'  (mod.p)     ' 

une  congnience  de  degré  m  suivant  le  module  premier  p, 
f{x)  désignant,  pour  abréger,  le  polynôme 

/[«),  =  A,  J^  +  A,  j:"-'  -)- .  .  .  +  A„_,  ^  ■+-  K, 
dans  lequel  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  com- 
pris entre  o  etp  ou  entre  —  -et  4-^- 

Si  l'on  désigne  par  a,,  ^t,.  ■  -,  a^  des  nombres  entiers 
quelconques  et  que  l'on  pose,  comme  au  n"  45, 

1/ (')  =  (*-".>/.(»)  +  »., 
(»)  i/,w  =  («-»,,)/.(*)  +  »„ 


l/_,(«)  =  (..-«.)/.(»)+B., 
R] ,  Ri  , . . . ,  R„  étant  indépendant»  de  x,  puis  que  l'on 
ajoute  toutes  ces  égalités,  après  les  avoir  multipliées  res- 
pectivement par  les  m  facteurs 
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il  viendra,  en  remplaçant  y™  (x)  par  sa  valeur  A*, 

(3)  +R,(:>r-«,)(x-«,)--(^-''--.)-<---- 
(  +  R,(:t~  «,)(*- a,) +  ».(-«-'».}  + B.- 

Supposons  maintenant  que  la  congruence  proposée  ait 
une  racine  et  prenons  «i  égal  à  cette  raffine;  on  aura 
alors 

Ri^o     (raod.  p), 

et,  d'après  les  égalités  (3),  la  congruence  (i)'pouTra  se 
mettre  sous  la  forme 

t»-«.)/W  =  <>     (mod.,). 

Le  module  p  étant  premier,  le  produit  {x  —  «^i)/!  (^) 
ne  peut  être  congru  à  zéro,  suivant  ce  module,  à  moins 
que  l'un  des  facteurs  ne  soit  divisible  par  p;  donc  si  la 
précédente  cengruence  admet  des  racines  distinctes  de  a,, 
ces  racines  appartiendront  a  la  congruence 

(4)  fiW^o     (mod.;,). 

Si  la  congruence  (4)  n'a  point  de  racines,  la  proposée 
n'aura  que  la  seule  racine  a,.  Si  au  contraire  cette  con- 
gruence a  des  racines  et  que  l'on  prenne  pour  a^  l'une 
de  ces  racines,  on  aura 

R,  =  o     (moil.^), 

et,  d'après  les  égalités  (2),  la  congruence  {4)  prendra  la 
forme 

(*  —  a,)  A  (■')  =  o     (mod.  p}- 

Le  HLâme  raisonnement  montre  que  si  cette  congruence 
a  des  racines  distinctes  de  a,,  ces  ractnes  appartiennent 
à  ta  congruence 

/,{x)^0     (mod./,). 
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On  voit  que,  généralement,  si  chacune  des  coDgruences 

/{x)  =  0,     /W  =  0,...,/„_^_,(;r)  =  o      (mod.p) 
aune  racine,  et  que  la  congruence 

n'en  ait  ancnne,  la  proposée  aura  m  —  fi  racines.  Si  l'on 
suppose  qae  a,,  «i,.--,  "„_„  soient  ces  racines,  on  aura 

B,^o,  B,^o,....  B„_^=o     {mod.;>}, 

et  la  formule  (3)donnera 

(5)  f[,]-{,-a.){i-a,  )..(:r-„„_^)FW  (mod. ,), 

F  [x)  désignant  une  fonction  entière  du  degré  ^,  telle  que 
la  congruence 

F(j}  =  o     (mod./») 

n'ait  aucune  racine. 

Si  le  nombre  /a  est  égal  à  zéro,  la  fonction  F  (x)  se 
réduit  à  la  constante  Âo,  et  la  formule  (3)  donne 

(6)  f[:,)^K,[^-n.)(x-^,)...{:r~a,)     {mod.^), 

d'où  il  suit  que  la  congruence  proposée  ne  peut  avoir 
pour  racines  que  les  m  nombres  ai,  a,,. . .,  d., 

CoBOLLAiRs.  — Si  la  congruence  f[x)^o  [moà.p) 
du  degré  m  est  satisfaite  par  plus  de  m  ■valeurs  de  jc, 
elle  est  nécessairement  identique. 

299,  Nous  présenterons  ici  une  conséquence  fort  im- 
portante du  théorème  que  nous  venons  d'établir. 

Théorème.  —  Si  fix)  et  F  (x)  sont  des  fonctions 
entières  à  coe^cients  entiers,  dont  les  degrés  soient  infé' 
rieurs  à  p,  et  que  f  [x)  soit  un  dwiseurdc  la  fonction 
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a^'  — H-pF  (a:),  p  étant  un  nombre  premier,   la 
congruence 

/{^)  =  o    {mod.p) 

aura  précisément  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  nombre  qui  exprime  son  degré. 

En  efTet,  d'après  le  tbéorème  de  Fermât,  la  congruence 

(i)  x**-'  — 1^0     [moA.  p) 

a  les  p  —  ï  racines 

.,  =,  3,...,  (;.-i). 

D'ailleurs  si  l'on  a 

f(^)  et/",  {x)  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers, 
la  congruence  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  chacune  de  ses  racines  appartient  à  l'une  ou  à  l'autre 
des  deux 

{3)  /W=o.    /(*)=o     (mod.p). 

Or  si  l'une  des  congniences  (3)  avait  moins  de  racines 
qu'il  n'y  a  d'unités  dans  son  degré,  il  faudrait  que  l'autre 
en  eût  plus  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  le  sien,  ce  qui  est 
impossible;  le  théorème  énoncé  est  donc  établi. 

300.  On  peut  déduire  du  théorème  précédent  un  pro- 
cédé très-simple  pour  déterminer  le  nombre  des  racines 
d'une  congruence  de  module  premier.  Démontrons  d'a- 
bord le  lemme  suivant  :  ' 

Lehhe.  —  Sif,  (x)  désigne  le  reste  de  la  division  des 
deux  polynômes  f  {^x)  etf^  [x)  dont  les  première  termes 
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ont  pour  coefficient  l'unité,  les  racines  communes  aux 
deux  congruences 

/{x)^o     {mod,p),    /,{x)  =  o     (mod.p) 
sont  les  mêmes  que  les  racines  communes  à 

/(*)^o     {mod.p),    /,(j:)  =  o     {mod.p). 
Soit  Q  le  quotient  de  la  division  de  f(x)  par  fi  (x], 
on  aura 

/(-)=/ W.Q+/.W. 
et  celte  égalité  fait  voir  que  si  fi  {x)  est  divisible  par  p 
en  même  temps  que  l'un  des  deux  polynômes /{x)  et 
Jt  (x),  l'autre  le  sera  nécessairement  aussi  ;  d'où  résulte 
la  proposition  énoncée.  , 

CokollAire.  —  Les  racines  communes  à  deux  con- 
gruences 

/W=o,    /,W^o     (mod.p) 

appartiennent  à  ta  congruence 

ç(jr)  =  o     [mod.p), 
(f  [x)  désignant  le  plus  grandcommun  diviseur  aux  deux 
polynômes  f{x)  et  f,{x).      ' 

Remarque.  —  Pour  trouver  ce  plus  grand  commun  di- 
viseur f  (x),  011  suivra  la  marche  ordinaire  ;  seulement 
on  négligera  tous  les  termes  qui  sont  mullipliés  par  p.  Il 
faut,  en  outre,  que  toutes  les  divisions  puissent  se  faire 
sans  écrire  de  coelBcienis  fractionnaires.  Pour  cela,  on 
peut  faire  en  sorte,  comme  il  a  été  indiqué  plus  haut,  que 
chaque  reste  soit  divisible  par  le  coefïïcient  de  son  pre- 
mier terme,  et  alors  on  fera  abstraction  de  ce  diviseur 
commun.  On  arrive  aussi  au  même  but  en  multipliant 
chaque-  dividende  par  un  facteur  convenable,  ou  même 
simplement  en  ajoutant  au  coefficient  du  premier  terme 
de  chaque  dividende  un  multiple  de  p. tel,  qu'après  cette 
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addition  le  premier  terme  du  dividende  en  question  soit 
divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur  correspondait. 

301 .  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  connaître  le 
nombre  des  racines  de  la  congruence 
(,)  /(x)=o     {mod.p). 

Ces  racines  appartiennent  toutes  à  la  congruence 
(2)  j^i—'  —  i^o     (mod./>); 

il  suffit  donc  de  chercher  les  racines  communes  aux  cod- 
gruences  (i)  et  (2).  Pour  cela,  on  déterminera,  comme  il 
vient  d'être  dît,  le  plus  grand  commun  diviseur  à/(x}  et 
à  X^~*  —  ï.  S'il  n'existe  pas  de  diviseur  commun,  la  pro- 
posée n'aura  aucune  racine;  si,  au  contraire,  on  trouve 
un  plus  grand  commun  diviseur  (f  (x)  de  degré  fi,  la  con- 
gruence proposée  aura  f^  racines,  qui  seront  celles  de  la 
congruence 

f  (x)  ^o    (mod.  p], 

laquelle  a  effectivement  p  racines,  puisque  tf  (x)  est  un 
diviseur  de  degré  fn  du  binôme  x**"'  —  i . 

Exemple.  —  On  demande  le  nombre  des  racines  de  la 
congruence  , 

/{x)  —  3^—î.z*  —  ^x'~-^,r'  +  x—ii^o     (mod.  7). 

Eu  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly-  • 
nomes  x'  —  i  ^/(x),  comme  on  l'a  indiqué  au  n''300, 
on  trouve  les  deux  restes 

—  3(j^-l-ax>  +  3j:'— 2a:  +3), 

2(j'+  3^'  — X  — 3); 

le  second  reste  étant  diviseur  du  premier,  la  congruence 
proposée  a  trois  racines  qui  appartiennent  aussi  à  If  con- 
gmence  du  troisième  degré 

x'  +  ix'  —  X —  3^o     (mod.  7). 
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Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Jf^iUon. 
302.  Si  p  est  un  nombre  premier,  la  coogruence 
(^_,)(^_3)(x-31...(^^/.+  .}-(-^-'-i)=o    (mod.^) 
admet  les  p  —  i  racines 

I,  2,  3,,..,  (/;-.); 
et  comme  elle  n'est  que  du  degré  p  —  a,  elle  doit  être 
identique.  Si  donc  on  désigne  par  S(  la  somme  des, nom- 
bres I,  2,...,  [p  — i),  par  S,  la  aomme  de  leurs  produits 
deux  à  deux,  etc.,  par  Sp_,  le  produit  de  tous  ces  nom- 
bres, on  aura 

suivant  le  module  p.  La  dernière  de  ces  congruences  con- 
stitue le  ibéorème  de  Wilson. 

Rehibqve.  —  Les  coefiîcients  de  l'équation 

ordonnée  par  rapport  à  x\  étant  des  multiples  de  p,  à 
l'exception  du  dernier  terme,  si  p  est  premier,  la  somme 
des  puissances  m'*""  des  p  —  i  racines 
I,  2,  3,  4,...,  {;j-i) 
sera  divisible  par/),  à  moins  que  m  ne  soit  un  multiple 
de  p  —  I .  Cela  résulte  immédiatement  des  formules  de 
Newton. 
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CHAPITRE  II. 

DES  RË9DUS  DES  PUISSANCES  ET  DBS  OONGRUENCES 
BINOMES. 


Des  nombres  qui  appartiennent  à  un  exposant  donné 
relativement  à  un  module  donné. 

303;  Le  nombre  a  étant  premier  arec  le  module  M, 
considérons  la  suite  indéfinie  des  puissances  de  a,  savoir 
(i)  I,  a,  a',  a',.  . .,  a",. . ., 

Comme  cette  suite  renferme  un  nombre  illimité  de  termes, 
et  qu'on  ne  peut  trouver  qu'un  nombre  limité  y  (M)  de 
résidus  distincts,  il  y  aura  nécessairement  deux  puis- 
sances telles  qiie  a"  et  a""^'  qui  seront  congrues  suivant 
le  module  M.  On  peut  diviser  ta  congruence 

(a)  <i"+'  =  a"    -(mod.  M) 

par  a'  qui  est  un  nombre  premier  an  module,  et  il  vient 

alors 

(3)  fl''  =  i     (mod. M). 

Réciproquement,  si  la  congruence  (3)  a  lieu,  la  con- 
gruence (a)  aura  lieu  aussi,  quel  que  soit  l'exposant  v. 

Il  résulte  de  là  que,  si  n  est  le  plus  petit  nombre  tel 
que  la  congruence  (3)  ait  lieu,  les  résidus  de  la  série  (i) 
formeront  une  suite  périodique  dont  la  période  com- 
prendra n  termes  incongrus  suivant  le  module  M,  et 
qui  seront  les  résidus  des  puissances 
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Ceux  des  termes  cle  U  série  (i),  autres  que  l'unité,  qui 
donnent  le  résidu  i,  soàt,  d'après  cela, 

or,  d'après  )e  théorème  de  Fermât  généralisé,  on  a 

afW^i     (mod.  M), 

donc  tf  (M)  est  un  molliple  de  n. 

Lorsque  n  désigne  le  plus  petit  nbml»%  poùtif  tel 
que  a"^i  (mod  M),  on  dit  que  le  nombre  a  appartient 
à  Vexposant  n,  relalifement  au  module  M.  On  peut 
alors  énoncer  cetie  proposition  : 

Théorème.  —  L'exposant  auquel  appartient,  relati- 
vement au  module  M,  un  nombre  quelconque  premier 
avec  ce  module,  est  un  diviseur  de  <f  {ti) . 

30-4.  On  peut  encore  arriver  à  ce  résultat  par  une  autre 
méthode  qui  ne  suppose  pas  le  théorème  de  Fermât  et 
qui  conduit  même  à  une  détapifstration  nouvelle  de  ce 
théorème. 

Quel  que  soit  l'entier  a  premier  avec  le  module  M,  la 
suite  des  puissances 

donne,  comme  nous  venons  de  le  dire,  un  certain  nom- 
bre re  de  résidus  distincts  qui  sont  ceux  des  puissances 

et  n  est  le  plus  petit  nombre  tel  que  l'on  ait 

(3)  a'=ï     (mod.  M). 

:  Si  la  suite  des  résidus  des  nombres  (s)  embrasse  tous 
les  nombres  premiers  et  non  supérieurs  à  M,  on  aura 

ç(M)  =  «i 
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dans  le  cas  contraire,  soit  b  l'un  des  nombres  premiers 

à  M,  qui  ne  soQt  cougrus,  suivant  ce  module,  à  aucun 

des  termes  de  la  suite  (3).    En   multipliant   par  b  les 

termes  de  cette  suite,  on  en  obtient  une  deuxième 

(4)  t,  ba,  ha',...,  bt^-^ 

doDt  tous  les  termes  sont  distincts,  car  si  l'on  avait 

ba''=ba'     (mod.M), 
il  en  résulterait 

'  a/^^a'     (mod.  M), 

ce  qui  est  contre  l'hypotbèse.  On  voit  aussi  que  les  lerioes 
de  la  suite  (4)  sont  incongrus,  suivant  le  module  M,  aux 
termesdelasuîte  (3);  car  st  l'onavait 

ba^'^a"    .(rasd.  M), 
il  en  résulterait 

fi=a'-''     ou     =<i''+''-''     (mod.M), 

ce  qui  est  encore  contru  l'bypotbèse.  Ainsi,  l'on  a 

ç(M)^2n     qu.   y(M);>2n. 

Si  ç  (M)  est  ^  271,  soilc  l'un  des  nombres  premiers 
et  non  supérieurs  à  M  qui  ne  sont  pas  compris  parmi  les 
résidus  des  suites  (3]  et  (4)>  ^n  multipliant  la  suite  (a) 
par  c,  on  obtient  une  nouvelle  suite 
(5)  «,  «.,  t^,...,  m", 

dont  les  termes  sont  incongrus  à  ceux  de  la  suite  (a],  d'a- 
près ce  qui  précède,  et  j'ajoute  qu'ils  le  sont  aussi  aux 
termes  de  la  suile  (4)  ;  car  si  l'on  avait 

ea''^ba'     (niod.  M), 
on  en  conclurai  t 

enba'-''     ou     séa"-^""''     (mod.  M), 

n.  4 
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et  le  nombre  c  serait  compris  parmi  les  résidus  de  la 
suite  (4)i  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  D'après  cela, 
OD  a 

f[M]  =  3n     011     f  (M)>3ff. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  l'épuisement  complet 
des  9  (M)  nombres  premiers  et  non  supérieurs  à  M,  et  on 
voit  que  l'on  a  nécessairement 

m  étant  un  nombre  entier;  ce  qui  est  le  théorème  dé- 
montré au  numéro  précédent- 
Mais  la  congruence  (3)  entraîne  nécessairement 
Q«^,     ^mod.  M), 
on 

fl«>(")^,     (mod.  M), 

ce  qui  est  précisément  le  théorème  de  Fermât  généralisé. 

Des  racines  primitives, 

3U5.  D'après  le  théorème  de  Fermât  généralisé,  la 
congruence 

*?(")=  I     {mod.  M) 

admet  pour  racines  les  f  (M)  nombres  premiers  et  non 
supérieurs  à  M,  Ceux  de  ces  nombres  qui  appartiennent, 
suivant  le  module  M,  à  l'exposant  f  (M)  sont  dits  racines 
primitives  de  la  précédente  congruence,  ou  simplement 
racines  primitives,  relativement  au  module  M. 

Ainsi,  le  nombre  a,  premier  à  M,  sera  racine  primi- 
tive si,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  inférieures  ù  if  (M), 
M"  est  incongrue  à  l'unité,  suivant  le  module  M.  Dans  co 
cas,  la  série  des  résidus  des  puissances 

1,  «,  a',..  ,  «r(M)-' 
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embrasse  les  If  (M)  nombres  premiers  à  Met  non  supé- 
rieurs A  M. 

On  peut  établir  de  suite  qu'il  n'existe, de  racines  pri- 
mitives que  dans  des  cas  peu  étendus. 

Le  module  M  ëlant  décomposé  en  facteurs  premiers, 


p,q,r,...  étant  des  nombi-cs  premiers  inégaux.  Tout 
nombre  a,  premier  à  M,  sera  premier  avec  chacun  des 
facteurs  p",  ç'',  r  , . . . ,  et  on  aura,  par  le  théorème  de 
Fcrmnt  généralisé, 

apU")^,  [moA.p'), 
aî'(î'")  =  i  (mod.y''), 
af{ri)  =  ,     {mod.r>), 


St  s  désigne  le  plus  petit  des  nombres  divisibles  par 
chacun  des  suivants, 

^{p")  =/'""'  (p—  i), 
nU'^)  —  Q""' (l ~  <). 


on  aura  aussi 

o*=i  (mod./)"),  <i^=i  (mod.ç"),  0^=  i  {mod. '■^},.... 

La  diOcrence  a  —  i  étant  ainsi  divisible  par  chacun  des 
nombres ;>', ç**,  r**,..,,  elle  le  sera  par  le  produit  M  des 
mêmes  nombres,  et  l'on  aura 

a^  =  l     [mod.  M). 

^^y  Y  {.P'  ^3'  i"i  nombre  pair,  sauf  le  seul  cas  où  l'on 
4. 
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a  p  ^  2,  y  =  1  ;  de  même  tf  {g")  esl  pair  à  moins  que 
^  =  3,  ft  ^  I ,  et  ainsi  de  suite.  Donc,  si  M  renferme  plus 
d'un  facteur  premier  impair,  où  si,  ne  contenant  <|u'un 
seul' facteur  premier  impair,  il  renferme  le  facteur  2  à 
une  puissance  supérieure  à  la  première,  deux  au  moins 
des  nombres 

'  ,{/■') ,     »(7').     I.('').... 
auront  un  diviseur  commun,  et,  par  conséquent,  le  plus 
petit  commun  multiple  de  ces  nombres  sera  inférieur  à 
leur  produit.  Ainsi,  l'on  aura 

S<?(M), 
et  le  nombre  a,  pour  lequel  on  a  a^^i  (mod.  M),  ne 
sera  pas  racine  primitive  relativement  au  module  M. 

Il  reste  à  examiner  le  cas  où  M  ne   renferme  aucun 
facteur  premier  impair;  on  a  alors 

M  =  2',     i.(M)  =  2'-'. 

etje  dis  qu'il  n'y  a  pointde  racines  primitives,  si  v  est  su- 
périeur à  a.  ~        ■ 

En  eOet,  tout  nombre  impair  a  peut  être  représenté 
par  la  formule 

fl  =  ±i:-t-2'^, 

et,  par  des  élévations  au  carré  successives,  ou  en  déduit 

a'  ±=  I  -4-  2'  i, , 


k,,ki,...,  ftg^,  étant  des  nombres  entiers.  La  dernière  de 
ces  égalités  peut  s'écrire 
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si  yest  ^  2,  ei  en  conséqaencâ  a  n'est  pas  racine  prî- 
milive- 

n  rétulte  de  là  qu'il  ae  peut  exister  de  racines  primi- 
tives que  dans  les  trois  cas  suivants  : 

i"  Si  le  module  M  est  un  nombre  premier  impair  ou 
une  puissance  d'un  nombre  premier  impair; 

a"  Si  le  module  M  est  égal  au  double  d'une  puissance 
d'un  nombre  premier  impair^ 

'i°  Si  le  module  M  est  égal  à  4, 

Dans  le  cas  de  M  =  4i  on  a  <f  (M)  =  3,  et  le  nom- 
bre —  I  ou  3  satisfait  évidemment  à  la  définition  des  ra- 
cines primitives.  Le  cas  où  M  est' une  puissance  de  3 
supérieure  à  4  mérite  une  attention  particulière,  bien 
qu'il  n'y  ait  point  de  racines  primitives,  dans  le  sens  que 
sous  attachons  â  ce  terme. 

Des  racines  primitives,  dans  le  cas  où  le  module 
est  un  nombre  premier  impair. 

306.  Lorsque  le  module  M  se  réduit  à  un  nombre  pre- 
mier impair  /;,  on  a  ^  (M)  ^;'  —  i.  Dans  ce  cas,  il 
existe  toujours  des  racines  piimitives  et  il  est  facile  d'en 
déterminer  le  nombre  par  le  théorème  suivant,  dont  nous 
empruntons  la  démonstration  à  Gauss. 

Théobèhe.  —  Si  le  nombre  p  est  premier,  et  t/ue  n 
désigne  un  diwiseiir  quelconque  de  p  —  1 ,  ïly  a  précisé- 
ment <^[n)  nombres  qui  appartiennent  à  l'exposant  n  ; 
le  symbole  (^[n)  exprimant  combien  il  j  a  dénombres 
premiers  et  non  supérieurs  à  n. 

Supposons  qu'il  existe  un  nombre  a  appartenant   i 
l'exposant  n,  suivant  le  module  /?;  les  résidus  des  puis- 
sances 
(0      '  I,   a,a',...,    a"-' 
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seroni  distincu  et  chacun  d'eux  sera  racine  de  la  con- 
grue uce 
(a)  X"  — i^o     (mod./j); 

car  l'hypothèse 

(i°^i     (moU./') 
entraîne 

(3)  û"=.     [inod.p),     ou      («')"-, =o     (mud./.), 
tf  étant  l'un  quelconque  des  nombres 

o,  1,  2,.  -  - ,  «  —  i; 
donc,  d'après  le  théorème  du  ii"  298,  la  congruence  {3) 
n'a  pas  d'autres  racines  que  les  résidus  des  puissances 
contenues  dans  la  suile  (1).  Par  conséquent,  s'il  existe 
des  nombres,  autres  que  a,  qui  appartiennent  à  l'expo- 
sant n,  chacun  d'eux  doit  i?lre  congru,  suivaut  le  mo- 
dule p,  à  une  puissance  telle  que  a'. 

Désignons  par  m  l'exposant  auquel  appartient  a'j  d'a- 
près la  congruence  (3),  n  sera  un  multiple  de  m;  on  a 
d'ailleurs 

(4)  («•)-  =  ■     {•««à-J'}     "u     "--'     {<ncd.p}, 

et  comme  a  appartient  à  l'esposanl  n,  il  en  résulte 
<jue  moesl  un  multiple  de  n.  Cela  exige  que  m  soit  un 
multiple  de  n,  quand  e  est  premier  à  ?i  ;  les  nombres  m 
et  n  étant  alors  divisibles  l'un  par  l'autre,  ils  sont  égaux 
entre  eux.  Donc  a'  appartient  à  l'exposant  n,  si  e  est  pre- 
mier avec  n;  mais  si  tes  nombres  ^  et  n  ont  un  diviseur 
commun  9  supérieur  à  1,  la  congruence 

[j)  E=i     (nml.;.} 
peut  s'écrire 

(a-f^,      (mod./,), 
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ce  qui  moDtre  <jue  a'  appartient  à  un  esposant  moindre 
que  n. 

On  peut  conclure  de  là  que  s'il  existé  un  nombre  ap- 
partenant à  l'exposant  n,  suivant  le  module  p,  il  y  a  pré- 
cisément 9(''}  ;]ombres  qui  appartiennent  à  cet  exposant. 

Cela  posé,  l'exposant  auquel  appartient  l'un  quel- 
conque des  nombres 

(5)  .,«,  3,...,   (,-.), 

relativement  au  module  p,  est,  comme  on  sait,  égal  à 
l'un  des  diviseurs 

(6)  rf,  d',  d",  d",... 

du  nombre;»  —  i.  Si  l'on  emploie  le  symbole  '\'{fl)  pour 
eitprimer  combien  il  y  a,  dans  la  suite  (5),  de  nombres 
qui  appartiennent  à  l'esposant  d,  on  aura,  d'après  ce  qui 
précède, 

^{d)^^(d)     ou     +(rf)^o. 

Pareillement '|;(fi'),  ((i(ii"), ,,.  exprimeront  combien  il 
y  a,  dans  la  suite  (3),  de  nombres  qui  appartiennent  aux 
exposants  d',  d",...  respectivement.  L'unité  fait  partie 
de  la  suite  des  diviseurs  (6),  et  comme  i  est  évidemment 
le  seul  nombre  qui  appartient  à  l'exposant  i,  on  a 

♦(■)=■■ 

EnCn  le  nombre  des  termes  de  la  suite  (5)  étant  jy  —  i, 
et  chacun  d'eux  appartenant  à  l'un  des  exposants  conte- 
nus dans  la  suite  (6),  on  a  l'identité 

^(d]+^(d')  +  ^d")+...T=p~,. 

Maison  a  aussi  (n^SSB) 

ç(rf)  4-  fld')  +f(d")  -\-...  —  p-t, 
donc 
[',)^d)-t-^(d')+i[d-')+...=f{d)+f{d')  +  ,{d'')+:... 
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Dans  le  premier  membre  de  cette  égalité,  ceux  des  termes 

qui  ne  sont  pas  nuls  sont  respectivement  égaux,  d'après 

ce  qui  précède,  aux  termes   qui    occupent  les    mêmes 

membre;  on  peut  donc  supprimer 

ermes  égaux.  Maïs  après  cette  sup- 

dans  le  premier  membre  de  l'éga- 

rien  rester  dans  le  second  membre. 

iression  a  porté  sur  tous  les  termes, 

etque  l'on  a 

quel  que  soit  le  diviseur  ci, 

CoROLLiiiiE.  —  Il  y  a  <^{p  —  I )  nombres  (fui  appar- 
tiennent A  V exposant  p  —  i ,  relativement  au  module 
premier  p;  en  rVauirea  termes,  il  y  a,  relativement  à  ce 
module,  ^[p  —  i)  racines  primitives. 

Remarque.  —  Les  nombres  qui  appartiennent,  suivant 
le  module  premier  p,  à  un  exposant  n  égal  à  un  diviseur 
quelconque  de  p  —  i,  sont  dits  quelquefois  racines  primi- 
tives pour  la  congruence  x"^t  (mod.p).  Alors,  d'après 
ce  qui  précède,  cetie  congruence  a  n  racines,  parmi  les- 
quelles il  yena(^(M)qui  .sont  prîmilives. 

307.  ISous  établirons  encore  ici  une  proposition  fort 
importante  qui  trouvera  plus  loin  sou  application. 

Théorème.  —  Si  deux  nombres  a  et  b  appartiennent, 
relativement  au  module  premier  p,  à  deux  cxppiants  m 
et  n  premiers  entre  eux,  le  produit  ah  appartient  à  l'ex- 
posant mn. 

En  effet,  soit  *  un  exposant  tel,  que 

(<iA)'  =  <i't'=i  ..(mod./.), 
on  aura,  par  l'élcvaùou  à  la  puissance  m, 
a"'b""^i     (mnd.  p); 
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mais  a  appartenant  à  l'exposant  m,  on  a 

a""^i     [mod.p), 
donc 

6™si     (m 

et,  par  conséquent,  ms  est  un  n 

auquel  b  appartient.  D'ailleurs .  Lre 

eux;  donc  i  est  un  multiple  de  r.  ne 

que  s  est  un  multiple  de  m,  et  il  en  résulte  que  s  est  di- 
visible par  le  produit  mn.  Or  on  a,  par  hypothèse, 

(i"^i,     6"^i     (mod./i), 
d'où 

o-"i'""=(afi)"-  =  i     {mod.p), 

donc  le  produit  mn  est  bien  l'exposant  auquel  ab  appar- 
tient. 

Corollaire  I.  —  Si  les  nombres  a,  b,  r , . . .  appar- 
tiennent respectivement,  par  rapport  au  module,  p,  aux 
exposants  m,n,r,...,  premiers  entre  eux  deux  à  deux, 
le  produit  abc. ..  appartient  à  l'exposant  mnr..,. 

Corollaire  II.  —  Si  le  nombre  p  —  i  est  égal  au  pro~ 
dmfîfq^r'^,. ., ,  q,  r, ...  étant  des  nombres  premiers 
impairs  inégaux,  et  si  a,  h,  c,...  désignent  des  nom- 
bres qui  appartiennent  respectivement  aux  exposants 
a*",  q^,  rf, . . .,  le  produit  abc...  ou  son  résidu  appar- 
tient à  l'exposant  p  —  I,  e(  il  esc  en  conséquence  racine 
primitive,  relativement  au  module  p. 

Autre  manière  de  présenter  les  résultats  qui  précèdent. 


308.  Les  propriétés  que  nous  venons  d'établir,  à  l'é- 
gard des  modules  prein te rs,  peuvent  encore  être  démon- 
trées, Gomme  nous  allons  le  faire  voir,  par  une  méthode 
identique  à  celle  dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  Cha- 
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pitre  V  de  la  Section  I",  en  nous  occnpaut  des  racines 
des  équations  binômes  ;  il  y  'a  quelque  avantage  à  faire 
ressortir  le  lîen  qui  existe  entre  tes  deux  théories. 

Théorème  I.  —  Les  racines  communes  à  deux  con- 
gruences  binômes  de  module  premier  p, 

«■^i     (aiod.p),    «"^1     (mod.^), 
sont  également  racines  de  la  congruence 

j:*  =  i     (mod./'j, 
0  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  de  n. 

X  — I  est,  en  eflet,  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
x" —  I  et  de  j:"  —  i .  Ce  tWorèmeesi,  par  suite,  une  coa- 
séquence  do  corollaire  démoulrë  au  n"  300. 

Il  est  évident  que,  ré  cl  ji  roque  meut,  chaque  racine  de  la 
congruence  X  — i^i  salisfait  aux  deux  proposées. 

ConOLLiiRE.  —  Si  9  désigne  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  nombres  m.  et  p  —  i,  la  congruence  binôme 
de  module  premier, 

«■^  I     (mod.  p) , 
aura  Q  racines  qui  appartiendront  à  la  congruence 
X  ■^  I     (mod.  p). 
En  effet,  les  racines  de  la  congruence  proposée  appar- 
tiennent aussi  à  la  congruence 

a#-'  —  1  ^  o     (mod.  p  ) . 
D'ailleurs,  la  congruence 

x'— i^o    (mod./j) 

a  fl  racines  (n°  299}  puisque  son  premier  membre  est  un 
diviseur  de  x^"'  —  i  ;  la  proposée  a  doQC  elle-même  ô  ra- 
cines. 
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Si  m  est  premier  avec  p  —  i,  on  a  6  =  i,  et  dans  ce 
cas  la  congruence  af  ^  i  n'a  pas  d'autre  racine  que  l'u- 
nité. 

D'api«s  ce  qui  précède,  on  peut  borner  l'étude  des  con- 
graences  binômes  de  la  forme 

jf  ^i     (mod.  p) 
'à  celles  dont  le  degré  m  est  un  diviseur  de  p  —  i. 

Théohème  II.  —  Si  a  désigne'  une  racine  quelconque 
de  la  congruence  de  module  premier 
sf^i     [mad.p) 

dont  le  degré  m  est  un  diviseur  dep  —  i ,  toute  puissance 
de  a  ou  son  résidu  minimum  est  également  racine. 

La  congruence 

^"^31     (mod.p) 
entraine,  en  effet, 

et  si  h  désigne  le  résidu  minimum  de  a*,  par  rapport  à  p, 

a*^è,     d'où     É"si; 
par  conséquent,  tous  les  termes  de  la  série 

ou  leurs  résidus  miniuia,  sont  racines  de  la  même  con- 
gruence. Or,  à  cause  de  «"^1,003  aussi 

La  série  précédente  contient  donc  au  plus  m  termes 
ayant  des  résidus  différenls,  et  ces  résidus  se  reprodui- 
sent périodiquement  de  m  en  m.  Si  les  m  premiers  termes 
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sont  ÎDGODgrus  suivant  le  module  p,  leurs  résidus  sont 
les  m  racines  de  la  congrùence  proposée.  Dans  le  cas  con- 
traire, si  l'on  a,  par  exemple, 

a"+»'^fl«'     (mod.;>), 
a  étant  premier  avecp,  il  vient,  en  divisant  par  a'^, 
a'^i     {mad.  p), 


par  conséquent,  a  est  racin 

e  d'une  congruence  binôme 

X'=l 

(mod.p) 

de  degré  n  inférieur  a  m 

.  De  là  résulte  cette  proposi 

tion: 

Théorème  III.  —  Si  a  est  nne  racine  de  la  congruence 
x^^i  (mod.  p  ) ,  qui  n  appartienne  à  aucune  congruence 
■  de  degré  moindre  :r"^i  (mod,  p),  les  m  racines  de  la 
proposée  seront  les  résidus  des  m  puissances  de  a 


L'analogie  de  la  théorie  que  nous  exposons  avec  relie 
des  équations  binômes  conduit  naturellement  à  appli- 
qiier  la  dénomination,  de  racines  primitives  d'une  con- 
Eimence  binôme 

^=1      (mod./,) 

dont  le  degré  m  divise  p  —  i,  à  celles  des  racines  de  cette 
congruence  qui  n'appartiennent  à  aucune  congruence  de 
même  forme  et  de  degré  moindre.  Comme  dans  le  cas 
des  équations  binômes,  chaque  racine  primitive  jouit  de 
la  propriété  de  donner  toutes  les  autres  racines  par  ses 
diverses  puissances. 

Il  faut  remarquer  que  chaque  racine  non  primitive 
de  la  congruence  x"^i  (mod.  p)  appartenant  à  une  con- 
gruence de  même  forme  et  de  degré  moindre,  elle  appar- 
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tientaussî  à  une  troisième  congruencede  même  forme, 
et  dont  le  degré  divise  celui  de  la  proposée. 

309.  Voici  maintcnaDt  comment  on  peut  établir  l'exis- 
tence des  racines  primitives. 

CoDsidérbns  la  congruence 
(0  *"  =  '      (mod./>), 

et  supposons  d'abord  que  m  ne  contienne  qu'un  seul  fac- 
teur premier  q,  que  l'on  ail 

toute  racine  non  primitive  de 

(,)  «.'=.,     (mod.,,) 

apparlient  à  une  congruence 

«•-,     (n.od.,), 

dont  le  degré  9  est  un  diviseur  de  y'' et  même  de  ç'"'';  et, 
par  conséquent,  celte  racine  appartient  aussi   à  la  con- 
gruence 
(31  W"-'^i     (m»i.,). 

D'ailleurs  les  racines  de  (3)  son\  aussi  racines  de  (a); 
leur  nombre  est  ç'"""',  par  conséquent  celui  des  racines 
prin^itives  de  la  proposée  est 

r-i'-.  o»  î''('-^)- 

Supposons  maintenant  m  quelconque,  et  soit 

ij,  r, . . . ,  J  désignant  des  facteurs  premiers  inégaux. 
Considérons  les  congruences 

(4)  'f'^BBi  (mod.  p),  «'"^i  (mod. />],...,  x*^^t  (mod./)), 
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et  désignons  par  a  une  racine  primitive  de  la  première, 
par  h  une  de  la  deuxième,  etc.,  par  /  une  de  la  deroière. 
Il  résulte  du  tHéorème  démontré  au  n°  307  que  le  résidu 
du  produit 

ab..A 

est  une  raciae  primitive  de  la  proposée 
(5)  3^''""''^\     (mod.^). 

Mais  on  peut  aussi  établir  ce  point  de  la  manière  sui- 
vante :  il  est  d'abord  évident  que  ai. . ,/,  ou  son  résidu, 
est  racinej  car  on  a 

a^ ^\,     A'"^!,...,     /'  ^1      (mod./)), 
et,  par  suite, 

{ab...l)i^'''—'^^\.     (niod.p). 

Maintenant,  si  ce  produit  n'est  pas  une  raciue  primitive 
<   de  la  proposée,  il  sera  racine  d'une  congruence 

X  ■^  I     {mod.  /i), 

dont  le  degré  9  sera  un  diviseur  de  m,  et  il  y  aura  au  moins 
un  Facteur  premier  de  m,  qui  entrera  dans  6  moins  de 
fois  que  dans  m.  Admettons  que  le  facteur  q  soit  dans 
ce  cas }  alors 6 divisera  ç''"'  r", ,  .j  ,  et,  par  suite,  ab. . ,  l' 
sera  racine  de  la  congruencc 

ay""  '"■■■'  ^i     (mod./)); 
on  aura  donc 

{ab.  . .  /)f^-'  '".-.'s  ,     (mod.  p); 
mais  on  a  aussi 

(fc...^/"''"-  -^=1     (mod./»), 
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et,  par  la  division, 

ai^~^r^.../^,     (raod./)). 
On  voit,  par  là,  que  a  est  racine  des  dcitx  congruences 
x^~    '*■-•  ^1     et     xî^'^i     {moii.  p), 
et,  par  suite,  de 

;r*''~  ^  I      (mod.p), 

puisque  q''~'  est  le  plus  grand  couimun  diviseur  entre 
les  degrés  des  précédentes  ;  a  n'est  donc  pas,  comme  on  l'a 
supposé,  une  racine  primitive  de  x^''^  i  (mod.  p). 

Il  est  ainsi  démontré  que,  s'i  a,  b,. . .,  c  désignent  des 
racines  primitives  respectivement  de  la  première,  de  la 
deuxième,  etc.,  de  la  dernière  des  congruences  (4)i  l6 
produit  a£. .  .c,  ou  son  résidu,  est  une  racine  primitive 
de  la  congruence  proposée  (5).  En  outre,  en  répétant  ici 
le  raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  n°  iO'i, 
à  l'occasion  de  l'équation  binâme,  on  prouvera  que 
toutes  les  racines,  tant  primitives  que  non  primitives,  dé 
la  congruence  (5),  sont  représentées  par  la  foimule 


où  Von  doit  prendre  pour  a,  b,.  . .,  l  toutes  les  racines 
respectivement  de  la  première  des  congruences  (4)i  de  la 
deuxième,  etc.,  de  la  dernière;  et  que  la  même  formule 
donne  toutes  les  racines  primitives,  en  prenant  pour 
a,6,. . .,  l  les  diverses  racines  primitives  des  congruences 
auxquelles  elles  appartiennent.  Comme  le  nombre  des 
racines  primitiVes  a  est  ^''  1 1 ],  que  celui  des  racines 

i  et  r"  1 1 )  )■••!  celui  des  racines  l,  *'  (i 1» 
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on  en  conclura  que  le  nombre  des  racines  primitives  de 
la  proposée  est 

ce  qui  est  le  résultat  déjà  obtenu. 

*  •Theoiimc  relatif  aux   résidus  de  puissances  dont  le 
degré  est  un  diviseur  de  p  —  i. 

310.  Théorème.  —  Le  module  p  étant  supposé  pre- 
mier et  6  étant  un  diviseur  de  p  —  i ,  soient  Xi  et  Ç  deux 
■    nombres  compris  entre  o  et  p;  iil  'on  a 

ar*^Ç     (mod. /)), 
on  a  aussi 

F-< 
Ç  *  ^I      (motl./>]; 

et,  réciproquement,  sil'gn  a 

Ç  "  Éi     (mod.  ^}, 
la  congruence 

.r^sï     (mod.p) 
a  0  racines. 

La  première  partie  du  théorème  est  évidente;  car,  si 
l'on  a 

«t^Ç    (moà.p), 

en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  ^-- — »  ou  a 

arf~'^6  *      (mod./j), 
~  et,  i  cause  du  tbéorème  de  Fermât, 

Ç*si     (mod.^î). 
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Ci 
Réciproquemenr,  supposons  que  l'on  aït  Ç  *  ^i,  on 

f-' 
5  "  ~i  =  p<ii 

retraocliaDt  chaque  membre  de  celte  égalité  de  x*^*  —  i , 
il  vient 

Oi,  le  second  membre  admet  pour  diviseurs:^  —  g}  il  en 
est  donc  de  même  du  premier  membre  x*"'  —  i  —  pQ, 
et,  par  conséquent,  en  vertu  du  théorème  démontré 
au  a"  299,  la  congruencc 

j:' — ç^o    [moà.  p) 
a  6  racines.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

CoROi.i-tiBB.  —  Si  p  est  un  nombre  premier,  et  t}itea 
décomposant  p  —  i  en  facteurs  premiers  on  ait  trouvé 

les  racines  non  primitives  de  la  oongruence 

xF-'  —  i^o     (mod. /)), 

racines  qui  appartiennent  toutes  à  l'une  au  moins  des 
congruences 

sont  des  résidus  de  carrés,  ou  de  puissances  ç,  oudepuis- 
sances  r,  etc.,  ou  Je  puissances  s;  et,  réciproquement, 
tout  nombre  résidu  d'un  carré,  ou  d'une  puissance  q, 
ouetc,  est  racine  de  l'une  des  congruences  précédentes  ■ 
et  n'est  pas  racine  primitive  du  nombre  premier  p. 
Ce  corollaire  résulte  immédiatement  du  théorème  qui 
II.  5 
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précède;  on  peut  ajouter  que,  parmi  les  nombres 

1,2,3,...,^  —  I , 

il  yen  a  la  moitié  qui  soûl  des  carrés  (résidus  de  carrés), 
la  ç'*"*  partie  qui  sont  des  puissances  q,  la  /■'*""  partie 
des  puissances  r,  etc.,  la  s"^'  partie  des  puissances^;  et, 
plus  généralement,  si  l'on  ne  considère  parmi  ces  nom- 
bres que  ceux  qui  sont  à  la  fois  des  puissances  a,  ^ ,  r, . . . , 
la  j''°"  partie  de  ces  derniers  sera  en  même  temps  des 
puissances  s.  En  eiTel,  les  nombres  qui  sont  à  la  fois  des 
résidus  de  carrés, de  puissances f,  de  puissances  r,  etc., 
satisfont  aux  congruences 

£-.  P-.  £-■ 

et,  par  conséquent,  sont  racines  de 

x'vi-^t     {mcid.p): 

leur  nombre  est  donc  — ;  pareillement,  le  nombre 

de  ceux  qui  sont  en  même  temps  des  puissances  s  est 
— 5  il  est  donc  la  5*"  partie  du  premier. 

311.  La  congruence 
(i)  rf-' — i^o     (mod.^) 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

(x~^  — i)U~-Hi)  =  o     {mad.p), 
et  chacoDe  des  deux  congnienccs 

(a)  X  *  — i^o     (mod.  ^), 

(3)  a:   '   -Hl^O     (mod.^). 


^laiiizodbvGoogle 


SECTION    III,  CHAPITRE   II.  67 

dans  lesqattlles  elle  st  décompose,  a      -  —   racines.   En 

outre,  d'après  le  théorème  du  n°  3)0,  chaque  racine  de 
la  congruence  (3)  est  un  résidu  de  carré,  ou  un  résidu 
quadratique;  au  contraire,  aucune  des  racines  de  l'équa- 
tion (3)  ne  peut  être  le  résidu  d'un  carré,  et  ces  racines 
soutdites  non-résidus  quadratiques,  on  simplement  non- 
résidus. 

Le  nombre  a  sera  donc  résidu  ou  non-résidu  quadra- 
tique, relativement  au  module  premier  p,  suivant  qu'il 
satisfera  à  la  congruence  (a)  ou  à  la  congruence  (3), 

c'est-à-dire  suivant  que  la  division  de  a  ^  par  p  don- 
nera le  reste  -t-  i  ou  le  reste  —  i .  Legendre  a  proposé 
de  représenter  ce  reste  par  le  symbole  (  -  U  en  sorte  que 


quand  a  est  résidu  quadratique,  et 


qaand  a  est  non-résidu. 

Il  est  évident  que  si  p  est  de  la  forme  4'  +»,  les  deux 
nombres  a  et  —  a  sont  en  même  temps  résidus  ou  non- 
résidus.  Au  contraire,  si  p  est  de  la  forme  4' +  3,  l'un 
des  deux  nombres  a,  — a  est  résidu,  tandis  que  l'autre 
est  Don-résidu. 

Si  les  nombres  a  et  J  sont  tous  deux  résidus  ou  tous 
deux  non^rësidus,  on  a 

o  '  ^±1,     b   '  ^±1,    d'où    [ab)  '  ^+  t     (mod./'); 

par  conséquent,  le  produit  ab  est  résidu.  Si,  au  contraire, 
5. 
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l'un  de»  nombres  a  ei  h  esl  résidu  et  que  l'auire  soîl non- 
résidu,  on  a 

«^^±1,     i   '  =:pi,     d'où     (o&)~r=_,     [mod.p], 

le  produit  ab  est  donc  non-résidu. 
Ou  exprime  ce  résultat  par  la  formule 


et  il  est  évident  qu'on  aura  généralement 

/fi\    /c\    fd\ 


^-^>m 


On  trouvera  plus  loin  un  beau  théorème  de  Legendre 
qui  permet  de  déterminer  très-facilement  le  signe  des 

expressions  (  —  )  ■ 


Recherche  des  racines  primitives  ttun  nombre  premier. 

312.  Le  théorème  du  n°  310  fournit  un  moyen  de 
trouver  les  racines  primitives  d'un  nombre  premier. 

Soient  y^  un  nombre  premier;  a,  ç,  r,...,  j  les  facteur» 
premiers  inégaux  de  p —  i,  et  écrivons  les/»  —  i  nombres 

1,  =,  3,  4 p-<i 

si  l'on  enlève  de  cette  suite  tous  los  résidus  de  carrés,  de 
puissances  q,  de  puissances  r,  etc.,  il  ne  restera  plus  que 
les  racines  primitives  de  p. 

Au  moyen  des  carrés,  on  exclut  d'abor^l  U  moitié  des 
nombres  ;  au  moyen  des  puissances  ç,  on  exclura  la  ç**"" 
partie  de  ceux  qui  restent,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  trouver  les  ra- 
cines primitives  de  3 1 . 
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Écrifons  les  trente  nombres 

(     I,     fl,     3,     4,     5,    6.     7,     8,     9,.  10. 

(1)     I  II,   la,   i3,   t4t  i5,   16,   17,   18,   19,  20, 

(  21,  22,  23,  24,  25,  26,  27,  28,  29,  3o; 

Gomme  les  facteurs  premiers  de  3o  sont  a,  3  et  5,  il  suf- 
6ra  d' ente  ver  de  la  suite  (i)  les  résidus  des  carrés,  des 
cubes  ei  des  cinquièmes  puissances. 

Pour  exclure  les  carrés,  nous  élèverons  les  nombres  (i) 
au  carré  ;  les  carrés  des  quinze  premiers  sont 

i,4i9i  16,  25,  36, 49i  ^,  Bi,  100,  121 ,  i44>  169,  196,  225; 

et  ils  ont  pour  résidus 

(î)    I,  4,  9,   16,  25,  5,   18,  2,   19,  7,  28,  20,   14,   10,  8; 

les  carrés  des  quinze  derniers  nombres  de  la  suite  (i)  don- 
neraient les  mêmes  racines,  car  on  a 

(3i~A)'  =  A'    (motl.  30- 

Ountces  quinze  nombres  (2]  de  la  suite  (1),  il  restera  les 
quinze  que  voici  : 

(3)  3,6,  II,  12,  i3,  i5,  17,  21,  22,  23,  24,  26,  27,  29,  3o, 

donl  il  faut  maintenant  supprimer  les  cubes  et  les  cin- 
quièmes puissances.  Chaque  nombre  déjà  supprimé  (2) 
saiisfaità  la  congrue n ce 

x"^i     (mod.  3i]; 

dooc  sa  puissance  troisième  et  sa  puissance  cinquième  y 
Mliifont  aussi,  et,  par  conséquent,  font  partie  des  nom- 
bres déjà  supprimés.  D'après  cela,  les  nombres  de  la 
suite  (3)  qit'il  reste  à  rejeter  sont  des  résidus  de  puis- 
sances troisième  et  cinquième  de  ces  mêmes  nombres  (3). 
Ponr  avoir  les  résidus  des  cubes  de  la  suite  (3),  il  suffit 
de  multiplier  les  premières  puissances  par  les  r«sidus 
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quadratiques  que  la  suite  (3)  fait  connaître,  et  qui  sont 

g,  5,  28,  20,  i4,  8,   10,  7,  19,  2,   18,  25,   16,  4i   t; 

on  aura  ainsi  les  résidus  cubiques  suivants  : 
1-j,  3o,  3o8, 1^0,  182,  120,  170,  147,  4i8,  46,  432,  65o,  432,  116,  3o, 

dont  les  résidus  minima  sont 

(4)     37,  3o,  29,  23,  27,  27,  i5,  25,  i5,  i5,  29,  3o,  29,  23,  3o. 

Il  n'y  en  a  que  cinq  de  diUérents,  comme  nous  le  sa¥ions 
d'avance;  ce  sont 

(5)  i5,  23,  27,  29,  3o, 

'        et  en  ôlant  ces  nombres  de  la  suite  (3),  il  ne  restera  plus 
que  les  dix  suivants  : 

(6)  3,  6,   II,   12,   i3  17,  21,   22,  24,  26, 

dont  il  n'y  a  plus  à  rejeter  que  ceux  qui  sont  des  cin- 
quièmes puissances.  Chacun  des  nombres  déjà  exclus 
satisfait  à  l'une  des  congruences 

x'^^i  (mod.  3i),     .r"^i  (mod.  3i). 

Il  en  est  donc  de  mètne  de  sa  cinquième  puissance,  qui, 
par  conséquent,  fait  partie  des  nombres  exclus  :  un  nom- 
bre de  la  suite  (6)  ne  peut  donc  èire  la  cinquième  puis- 
sance que  d'un  nombre  de  la  même  suite.  Pour  avoir  lea 
résidus  des  cinquièmes  puissances  des  nombres  (6),  il 
suffit  de  multiplier  les  résidus  cubiques  déjà  formés  par 
les  résidus  quadratiques  correspondants,  et  de  prendre  les 
résidus  minima  des  produits.  Les  résidus  cubiques  sont 

27,  3o,  ag,  23,  517,   i5,  23,   i5,  29,  3o, 

les  quadratiques 

9,  5,  38,  20,   14,   lo,  7,   ig,   18,  25; 
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les  produits  soDt 

243,   i5o,  813,  460,  378,   i5o,  161,,  285,  522,  7S0, 
et  l'on  trouve  pour  résidus  des  cinquiènies  puissaoces 
26,  26,  6,  26,  6,  26,  6,  6,  26,  6- 

II  n'y  a  ainsi,  dans  la  suite  (6),  que  deu^c  cinquièmes 
puïssancGs,  comme  nous  le  savions  déjà,  savoir  : 


en  supprimant  ces  deux  nombres,  il  ne  restera  plus  que 
les  huiiracines  primitives  de  3i,  savoir  : 

3,   )i,   12,   i3,   17,  21,  22,  24> 

313.  La  recherche  des  racines  primitives  nepeot  guère 
s'efTectuer  que  par  tâlonnements  ;  le  procédé  que  nous  ve- 
noQS  d'indiquer  est  presque  impraticable  dès  que  le  mo- 
dule est  UD  peu  considérable  ;  aussi  croyons-nous  utile  de 
faire  connaître  une  autre  méthode  due  à  Gauss,  et  par 
laquelle  on  peut  obtenir  assez  facilement  une  racine  pri- 
mitive; les  autres  racines  primitives  pourront  être  déter- 
minées ensuite,  comme  uous  l'avons  indiqué  précédem- 
ment (d*  306). 

On  prendra  arbitrairement  un  nombre  a  dans  la  snile 
a,  3,...,(/T  —  i),  2,  par  exemple,  et  on  déterminera  sa 
période,  c'est-à-dîre  la  période  des  restes  fournis  par  les 
puissances 

Si  cette  période  a  p  —  i  termes,  a  sera  une  racine  primi- 
tive; mais  si  la  période  a  moins  de  ^— i  termes,  on 
prendra  un  autre  nombre  b  qui  ne  soit  pas  compris  parmi 
les  restes  delà  suite  (i),  et  l'on  cherchera  de  même  la  pé- 
riode de  b.  Si  cette  période  de  B  ap  —  i  termes,  6  sera 
racine  primitive;  mais  supposons  qu'il  n'en  soit  pas 
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ainsi.  Désignons  par  n  l'exposant  auquel  a  appartient,  et 
par  m  celui  auquel  appartient  b;  comme  les  restes  de  la 
suite  (i)  comprennent  tous  les  nonibrus  qui  appartiennent 
à  l'exposant  n,  et,  pour  ta  même  raison,  ceux  qui  appar- 
tiennent à'  un  exposant  sous-multiple  de  n,  le  nombre  m 
ne  sera  pas  un  diviseur  de  n.  Mais  il  peut  être  un  mul- 
tiple de  n,  et,  quand  ce  cas  se  jH'éseDie,  la  couoaissance 
de  b  aura  avancé  la  solution  de  la  question,  car  ce  nombre 
appartient  à  un  exposant  plus  élevé  que  celui  auquel  a  se 
rapporte.  Supposons  que  m  ne  soit  égal  ni  à  p  —  i  ni  à 
un  multiple  de  n  ;  désignons-  par  s  le  plus  petit  commun 
multiple  de  n  et  m,  et  décomposons  ce  nombre  s  en  deux 
facteurs  premiers  eJitre  eux  n',  m,  qui  divisent  respec- 
tivement les  nombres  n  et  m.  Voici  comment  celte  dé- 
composition peut  être  eâectuée  :  on  décomposera  les  nom- 
bres n  et  m  en  leurs  facteurs  premiers  ;  soit  c  l'un  de  ces 
facteurs  premiers  destiné  à  entrer  dans  s  avec  l'exposant  y. 
Si  c-*  est  diviseur  de  n  seul,  on  fera  iigurer  c^  dans  n';  sî 
c'  est  diviseur  de  m  seul,  on  introduira  au  contraire  c*' 
dans  m'  ;  enSu,  si  c'-'  est  diviseur  commun  de  m  et  de  n, 
on  introduira  c^  à  volonté,  soit  dans  m',  soit  dans  n'  ;  ou 
agira  de  même  à  l'égard  des  autres  facteurs  premiers  de  f . 
On'  aura  ainsi  s  ^  n'm',  avec  n  =  n'e,  m  =  m' J\  e  elf 
étant  des  entiers.  Cela  posé,je  dis  que  le  nombre  a' appai^ 
tient  à  l'exposant  n',  relativement  au  diviseur  p  ;  en  effet, 
la  puissance  «'■'"'  de  a'  est  a",  et  elle  donne  en  consé- 
quence le  reste  i  ;  il  n'y  a  pas  d'ailleurs  d'exposant  »  in- . 
férieur  à  n'  tel  que  {a')'  ou  a"  dontie  le  reste  i ,  puisque 
ve  est  inférieur  à  n  et  que  a  appartient  à  l'exposant  n. 
On  ferait  voir  de  même  que^i-'^ appartient  a  l'exposant  m', 
et  il  en  résulte  (n"  307)  que  le  produit  a'.b^ oa.  le  résidu 
de  ce  produit  appartient  à  l'exposant  m'n'  =  s. 

La  métliode  que  nous  venons  d'exposer  conduit,  dans 
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tous  les  cas,  à  un  nombre  qui  appariieDt  à  un  exposant 
plus  élevé  (jue  celui  auquel  appartient  le  nombre  a  duquel 
on  est  parti.  En  poursuivant  ta  même  marche,  on  arri- 
vera donc  cenainement  à  un  nombre  appartenant  à  l'ex- 
posant p  —  i;  ce  nombre  sera  une  racine  primitive  de  p. 
Mais,  dans  la  plupart  des  cas,  il  se  présente  des  circon- 
stances particulières  qui  permettent  de  simplifier  Vappli- 
cation  de  la  méthode. 

3U,  pREifiËB  EXEMPLE.  —  On  demande  une  racine 
primitive  du  nombre  premier  yi. 

Prenons  le  nombre  a  et  cherchons  sa  période.  A  cet 
effet,  on  formera  la  série  des  puissances  de  2;  chacune 
d'elles  s'obtient  en  multipliant  la  puissance  précédente 
par  a,  mais,  avant  de  faire  cette  multiplication,  il  faut 
avoir  soin  de  retiancher  71  de  la  puissance  qui  sert  de 
multiplicande,  lorsque  celle-ci  est  supérieure  à  71.  On 
trouve  que  la  période  de  a  a  35  termes  qui  sont 

(     2,  4,     8,  16,  32,  64,  57, 

\  43,  iS,  3o,  60,  49,  27,  5^, 

(î)                 {  37,  3,     6,  12,  24,  48,  j5, 

I  5o,  29,  58.  45,   19,  38,  5, 

1   10,  50,  4o,  9,   18,  36,  I. 

Le  nombre  2  n'est  donc  pas  racine  primitive  de  71,  et  il 
appartient  à  l'exposant  33  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que 
le  complément  de  a  à  71,  c'est-à-dire  69,  est  racine  pri- 
mitive. En  effet,  de  l'ideutitt; 


d'où  it  résuite  que  la  suite  des  restes  fournis  par  les  puis- 
sances de  69  pourra  se  déduire  de  la  suite  des  restes  des 
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1  suffira  effectivement  de  remplacer, 


puissances  c 

dans  cette  dernière  suite,  tes  restes  de  rang  impair  par 
leurs  compléments  à  71,  sans  rieu  changer  aux  restes  de 
rang  pair.  Dans  la  suite  des  restes  fournis  par  les  puis- 
sances de  (3)  et  dont  la  première  période  est  l'ensemble 
des  nombres  (i),  le  reste  i  occupe  les  rangs  35,  70,.. .;  ce 
reste  i  n'apparaîtra  donc  qu'au  •jo'  rang,  dans  la  pé- 
riode de  69,  et  en  conséquence  69  est  racine  primitive. 
Formons  la  période  de  69  en  suivant  la  marche  que  nous 
venons  d'indiquer,  c'est-à-dire  en  prenant  deux  fois  la 
période  (■)  du  nombre  3  et  en  remplaçant  les  termes  de 
rang  impair  par  leurs  compléments  à  71 ,  on  trouvera  : 
,  69,    4,  63,  16,  39,  64,  i4, 
43,  56,  3o,   II,  49,  44,  54, 
l  34,     3,  65,   12,  47,  48,  46, 
I  5o,  42,  58,  26,   19,  33,     5, 
,  ,  I  61,  20,  3i,     g,  53,  36,  70, 

a,  67,  8,  55,  32,  7,  57, 
28,  i5,  4't  6'')  *2,  27,  17, 
37,  68,  6.  59,  24,  23,  25, 
21,  29,  i3,  45,  52,  38.  66, 
10,  5i,  40,  62.   18,  35,     I, 

et  cens,  des  nombres  du  tableau  (2),  dont  les  rangs  sont 
marqués  par  des  nombres  premiers  à  70,  seront  les  racines 
primitives  de  71.  Les  24  racines  primitives  de  71,  dans 
l'ordre  oit  elles  se  présentent  comme  restes  des  puissances 
de  69,  sont  ainsi  : 

69,  63,  55,  II,  44,  65,  47,  41, 
33,  61,  3i,  53,  67,  55,     7,   28, 
22,  68,  59,  21,  i3,  52,  62,  35; 
la  plus  petite  de  ces  racines  primitives  est  7. 

3IS.  Secosd  exemple.  —  Oft  demande  une  racine 
prùnitive  du  nombre  premier  73. 
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On  formera,  comme  précédemment,  la  période  du  nom- 
bre a  ;  OD  trouve  ici  que  cette  période  n'a  que  g  termes  et 
qu'elle  se  compose  des  nombres 

a,  4,  8,   i6,  32,  64,  55,  37,   1; 
le  uombre  2  appartient  donc  à  l'exposant  9,  relativement 
à  73.  Comme  3  ne  fait  pas  partie  de  la  suite  précédente, 
nous  formerons  de  même  la  période  de  3  ;  celle-ci  se  com- 
pose des  12  termes  suivants  : 

3,  9,  27,  8,  24,  72, 
70,  64,  4^1  65,  49i  ' j 
en  sorte  que  3  appartient  à  l'exposant  la.  Le  plus  petit 
multiple  commun  des  nombres  9  et  la  étant  36,  la  mé- 
tbodedu  n°  307  fera  connaître  un  nombre  appartenant  à 
l'exposant  3â.  Cet  exposant  36  est  le  produit  des  facteurs 
9  et  4  qui  sont  premiers  entre  eux  et  qui  divisent  respec- 
tivemeut  9  et  12;  les  quotients  de  ces  divisions  sont  i 
et  3 }  par  conséquent  le  nombre  a  X  3'  ou  54  appartient 
à  l'exposant  36.  Formons  la  période  de  54,  ou  trouve  les 
36  termes  suivants  : 

54,     69,       3,     16,     61,      9,     48,    37,     27, 
71,     38,      8,     67,    4i,     34,     55,     5o,     72, 

idt     4>   T>t   ^7>    1^1   ^4)   ^^>   ^^'   4^> 

a,     35,    65,      6,     32,     49,     18,     a3,       1, 

qu'on  obtient  très-facilement  en  remarquant  qu'un  terme 
quelconque  se  forme  en  multipliant  par  3  celui  qui  le 
précède  de  3  rangs  et  en  prenant  le  résidu  du  produit 
obtenu,  relativement  à  yS;  ceci  résulte  de  ce  que  3  est  le 
cube  de  54  diminué  d'un  multiple  de  y3.  Maintenant  le 
nombre  5  ne  fait  pas  pariip  du  tableau  précédent,  mais 
son  carré  5*  ou  aS  s'y  trouve  et  il  y  occupe  un  rang  mar- 
qué par  le  uombre  a5  qui  est  premier  à  7a.  Il  résulte  de 
là  que  S'  appartient  à  l'exposant  36;  l'exposant  auquel  5 
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appartîeal  est  donc  égal  à  36  X  2  ou  à  73;  en  d'autres 
termes,  5  est  une  racine  pnmiiîve  de  jZ. 

316.  Nous  donnons  ici  une  table  dans  laquelle  ou 
trouve  la  plus  petite  racine  primitive  pour  chacun  des   ' 
noitibres  premiers  inférieurs  à  100. 


Piambres  promiBra.      3 

5 

7 

[3 

'7 

'9 

=3    33    3.1  3,1  4. 

Racines  primiliïes.      5       ^      3 

' 

3       3 

' 

j      î      3 

3         6 

Nombres  premiers.    .13    /,-j    J3  .  jg 

c; 

^- 

,3    79    K3 

89    Q7 

■"■--•— h  ■■IH' 

7 

.3      .],|. 

El  à  cette  occasion  nous  présenterons  les  remarques 
suivantes  : 

1"  Si  p  est  de  la  forme  4^  +  i  et  que  a  soit  racine  pri- 
mitive, —  a  est  aussi  racine  primitive. 

a"  Si  p  est  de  la  forme  4^  -t-  3 ,  o  et  —  a  ne  peuvent 
être  en  même  temps  racines  primitives. 

En  effet  tout  nombre  qui  n'est  pas  racine  primitive,  par 
rapport  à /7,  satisfait  à  une  congruence  telle  que 


X  ^i  (mod.;>), 
B  étant  un  diviseur  premier  de  p  —  i.  Lorsque 
/ï  =  4^H-i,  ^-T — estun  nombre  pair  et  les  racines  de 
la  précédente  congruence  sont,  deux  à  deux,  égales  et  de 
signes  contraires,  ou  complémentaires  an  module.  En 
second  lieu,  lorsque^  ==  4^  +  3,,si  a  satisfait  à  la  cou- 

grueuce  X  *  ^àzi  (mod. p),   le  nombre —a  satisfait 
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à  X~^  ^1:^1   (mod.  p)  ;  donc  l'un  aa  moins  des  nombres 
a  et  —  a  n'est  pas  racine  primitive. 

Des  racines  primilivas  dans  le  cas  où  le  module  est  égal 
aune  puissance  d' un  nombre  premier  impair,  ou  égal 
au  double  d'une  telle  puissance. 

317.  Théorème  I.  —  Si  p  est  un  nombre  premier  im- 
pair jet  que  g  soit  une  racine  primitive  pour  le  module  p^, 
g  ou  son  résidu  minimum^  relativement  à  p,  sera  égale- 
ment  racine  primitive  pour  le  module  p. 

En  eflet,  désignons  par  n  l'exposant  auquel  appar- 
tient^, relativement  à  p,  on  aura 

£•=1     (mod.^), 
ou 

S'=i  +  Ap, 

A  étant  un  entier.  En  élevant  cette  égalité  à  la  puissance/;, 
il  vient 

dans  le  second  membre  de  cette  formule,  tous  les  termes, 
à  res.ception  du  premier,  sontdîvisiblespar^'^onadonc 


A]  éiant  un  nombre  entier.  On  trouvera  de  même,  par 
des  élévations  successives  à  la  puissance  p. 


g"-    '  =  •  +  *,_,/'". 
Al, ... ,  l!^_,  étant  des  entiers.  La  dernière 
liiés  peut  être  mise  sons  la  forme 

g"P'~'^i     {mod.p'). 
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et  plie  montre  que  g  ne  peut  être  racine  primitive,  pour 
le  module  p",  que  si  n  =  p  —  i,  et  dans  ce  cas,  g  est 
racine  primitive  de  p. 

318.  Théorbmk  II.  —  Une  racine  primiu'fe  g  du  mo- 
dule premier  impair  p  est  racine  primitive  pour  le  mo- 
dule p',  V  étant  ^  1 ,  lorsque n'est  pas  divisible 

par  p.  j4u  contraire,  g  n'est  pas  racine  primitive  pour  le 


En  eOet,  désignons  par  I  l'exposant  auquel  g  appar- 
tient relativement  au  module  p'\  on  aura 

g>^i     (mod.p"), 
et  par  conséquent 

^'  =  1     [moà.p). 

Comme  g  est,  par  hypoiLèse,  racine  primitive  de  p,  la 
congruence  précédente  exige  que  t  soit  un  multiple  de 
p  —  1  ;  d'ailleurs  t  est  un  diviseur  de 

t[p")  —  p""[p-~i), 
donc  on  a 

•    '  =  p\p-'), 

1  étant  un  nombre  inférieur  ou  égal  à  v  —  i. 

Cela  posé,  désignons  par  i  l'exposant  de  la  plus  haute 
puissance  de  p  qui  divise  ^~*  —  t ,  on  aura 

h  étant  un  entier  non  divisible  par  p;  on  a  ensuite, 
comme  au  numéro  précédent,  par  des  élévations  succes- 
sives à  la  puissance  p,  et  en  remarquant  que  i  ne  peut 
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fil,  k,, ... ,  hj^  étant  des  entiers  non  divisibles  par  p. 

On  voit,  par  ces  formules,  que  la  plus  petite  des  va- 
leurs de  >  telles,  que  l'on  ait 

gp  ii—<)^i     [mod.p'), 


SI  I  est  >•  I . 

Dans  le  premier  cas,  g  appartient  à  l'exposant  f  (p"), 
relativement  à  p'i  en  d'autres  termes,  g  est  une  racine 
.  primitive.  Dans  le  second  cas,  g  appartient  à  un  expo- 
sant inférieur  à  f{p'}  et  il  n'est  pas  en  conséquence  racine 
primitive. 

319.  Théosème  m.  —  ji  chaque  racine  primitive 
pour  le  nomhre  prenuer  p,  correspondent  p^~^  {p  —  i) 
racines  primitives  pour  le  module  p*. 

Soit  a  une  racine  primitive  de  p,  prise  entre  oet 
p  —  i;  l'expression  des  racines  primitives  congrues  k'a 
sera 

g  =  a  +  ip, 

k  étant  an  entier  quelconque  ;  on  tire  de  U 
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Supposons  d'abord  que  af~^  —  i  ne  soii  pas  divisible 
par  p*  ;  g*""'  —  i  sera  divisible  ou  non  divisible  par  p*^ 
suivant  que 


sera  divisible  ou  non  divisible  par  p.  Si  donc  on  désigne 

par  a  le  résidu  minimum  de  par  rapport  à  p, 

et  que  l'on  fasse 

h  étant  un  noiubre  non  divisible  par  p,  tnus  les  nombres 

g  compris  dans  la  formule 

(i)  g  =  a  +  [a.-\-h)p 

seront,  d'après  le  tbéorème  II,  des  racines  primitives  pour 

le  module  p'. 

Supposons  en  second  lien  que  o)^'  —  i  soit  divisible 
par  p*;  dans  ce  casgP"'  —  i  ne  sera  divisible  par  p*  que 
si  k  est  divisible  par  p,  d'où  il  résulte  que  la  formule 
(2)  s  =  a-\-hp, 

•  où  h  désigne  un  nombre  non  divisible  par  p,  ne  donnera 
que  des  racines  pritaitives  de  />*. 

Si  l'on  ne  veal  avoir  que  les  valeurs  de  g  distinctes  sui- 
vant le  module  p",  on  ne  devra  donner  à  h  dans  les  for- 
mules (i)  et  (a)  que  tf(p'~')  =  P'~"(/'  — •)  valeurs  dif- 
férentes, et  il  en  résultera  un  pareil  nombre  de  racines 
primitives  pour  le  module  />*. 

ItKxfcKQUE.  —  Comme  a  est  racine  primitive  de  p,  le 
nombre   a'~*  —  i=(a  '  — i}(a~^4-i)  ne   peut  être 
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difisible  par  p*  qne  si  I'od  a 

a'    +1^0     (mod,  p'}. 

Corollaire.  —  Le  nombre  des  racines  primitives,  pour 
le  module  p^,  est  égal  à  nj  [p'''  {p  —  i}]  ou  à  ff{p'). 

Eu  eSet,  d'après  le  théorème  I,  chaque  racine  prîmi- 
û\e  de  p'  est  racine  primitive  de  p  ;  d'ailleurs,  d'après 
le  précédent  ihéorèDie,  chacune  des  v[p — i)  racines 
primitives  àep  donne  p(p''~'}  racines  primitives  de  p'. 
Le  nombre  total  de  ces  dernières  est  donc 

fip'  ~')  tiP  —  ')=f  ip""'  (p  —  ')]  f=  T  î  [p")  ■ 
320.  Théokehe.  IV,  —  Le  nombre  premier  p  étant 
impair,  toute  racine  primitive  impaire  de  p'  est  en  même 
temps  racine  primitive  pour  le  module  ip' ■■,  et  récipro- 
quement, toute  racine  primitive  de  a/»'  est  racine  pri- 
mitive pour  le  module  p'. 

Soît  g  un  nombre  impair  non  divisible  par  p,  et  de- 
mignons  par  n,  n'  les  exposants  auxquels  g  appartient 
relativement  aux  modules  respectifs  p',  ^p"  ^  on  aura 

(i)        ^=1     {mod.p'),  ^"'  =  1     fmod.ap"). 

La  seconde  de  ces  congruences  donne 

'»  f'=>     (mod.p'), 

el,  par  conséquent,  n'est  un  multiple  de  n.  En  outre, 

géunt  impair,  on  ag^^  i  {mod.  a);  par  conséquent  la 

première  des  congruences  (■}  donne  aussi 

g*^  I      (mod,  2p'),  r 

d'où  il  suit  que  n  est  un  multiple  de  «'.  On  a  donc  m=  n', 

n.  6 
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et  le  nombre  g  apparticat  au  même  exposant  suivant  les^ 
modules  />*,  ap". 
Enfin,  comme  on  a 

f  (v")  =  f  (/"')  =i>'~'  (/>  —  0 . 

si  le  nombre  g  est  racine  primiûve  ponr  l'un  des  mo- 
dules, il  l'est  aussi  pour  l'autre. 

CoBOLLAiRE.  —  H  J  o  autant  de  racines  primùwes 
pour  le  module  np'  que  pour  le  module  p". 

En  effet,  si  l'on  prend  les  racines  primitives  impaires 
de  p"  et  qu'on  leur  adjoigne  les  racines  primitives  paires 
augmentées  chapune  dep^on  obtiendra  <f<f(p''}  racines 
primitives  de  a/»». 

321 .  EXEMPLE.  —  Considérons  le  cas  de  p  ^  7.  Les 
racines  primitives  de  7  sont  3  et  5  ;  on  a 

3>  =  27 ,        5'  =  1 25  ^  27     (  mod,  49)  ; 
doue  3  et  5  sont  racines  primitives  pour  les  modules  7' 
et  a  X  7',  quel  que  soit  l'exposant  v. 

Supposons  v  =  3,  et  considérons  d'abord  le  cas  du 
module  49-  Comme  on  a 

— '■ — =^3i2a^4i     i=:iii6o^2    (mod,  7), 

1  7 

le  nombre  désigné  par  a  au  n°  319  a  respectivement  les 
valeurs  4  et  a.  Les  racines  primitives  de  49  seront  donc- 
données  par  les  formules 

g^3-(-7(A  +  4),     ff:^5-(-7(A  +  2}, 

où  h  est  premier  avec  7;  en  donnant  à  cette  indéter- 
minée les  valeurs 
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dans  la  première  formule,  et  les  valeurs 

.      —a,  —I,  +1,  -+-2,  +3,  -(-4 
dans  la  seconde,  on  obtient  lea  deux  séries  suirantes,  com- 
posées chacune  de  six  racines, 

3,     lo,   17,  24,  38,  45, 

5,     IX,  36,  33,  4^1  4?» 

3,     3",  3»,  3",  3",  3", 

3",  3",  3",   3",  3",  3>. 

Quant  au  module  aXig  ou  98,  ses  douze  racines  pri- 
mitives seront 

3,   .7,  45^59,  73,  87 
S,  33,  47,  61,   75,  89. 

De  la  congruence  x' —  1^0  (mod.  M),  dans  le  cas 
où  M  est  égal  à  une  puissance  d'un  nombre  premier 
impair  ou  égal  au  double  d'une  telle  puissance. 

323.  Le  nombre  p  étant  premier  et  impair,  soit  a  une 
racine  de  la  congruence 

(1)  x' — 1^0     (inod./j"  ou  2p'), 

on  aura,  à  la  fois, 

a'^i,     aP      tP~0^i      (mod.  n'  OB  2/)"). 
Si  doDc  B  désigne  l'exposant  auquel  appartient  a,  relati- 
remeot  an  module  M  =  p"  ou  =  ap",  le  nombre  B  sera 
DQ  diviseur  commun  des  nombres 

par  sniie  il  divisera  le  plu^  grand  commun  diviseur  n  de 
ces  mêmes  nombres.  D'après  cela,  comme  on  a 

fl*^i     {mod.  p'  on  2/t"), 
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on  aura  anssi 

a'^i      (mod./>"  oaip'jt 

ce  qui  montre  que  toutes  lés  racines  de  la  coagraence 
proposée  appartiennent  aussi  k  la  suivante  : 

(2)  x" — 1^0     (ttiod. p'  ou  2p'), 

dont  ledegrën  est  un  diviseur  de  p""'  (p  —  i). 

Lorsque  n  est  égal  k  p"'  {p —  i),  la  congrucnce  (2) 
devient 

(3}  jrP'"'Cr-')_,  =  o     (mod.p- OH  2/»"), 

et  nous  savons  qu'elle  a  pour  racines  les  p'~'  (p  —  1) 
nombres  premiers  au  module  et  non  supérieurs  à  ce  mo- 
dule^ en  outre,  parmi  ces  racines,  il  y  eu  a  (f  [p"~' (p — 1)] 
de  primitives,  et  nous  avons  fait  connaître  un  procédé 
pour  les  obtenir.  Si  a  désigne  une  de  ces  racines  primi- 
tives, les  résidus  minîma  des  puissances 

(4)  '.'.  '•,'• .''"'c-') 

seront  précisément  les  racines  de  la  congruence  (3).         ' 
Supposons  que   n   soit  un   diviseur  quelconque   de 
p'"~'  (p  —  i)  ;  posons     ■ 

p'[p—i)  =  ne, 

et  considérons  un  terme  quelconque  u"  de  la  suite  (4). 
Pour  que  l'on  ait 

^    (rt")"^  I  ou  d"""^!     (mod.  p"  ou  2p'), 

il  faut  et  il  suffit  que  mn  soit  divisible  par  nô,  c'esl-à- 
dire  que  m  soit  uu  multiple  de  6.  Donc,  la  congruence  (a) 
a  précisément  n  racines  qui  sont  les  résidus  des  pais- 
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sauces 

\S)  ««,  a=* a-O, 

suivant  le  module  p"  ou  ap'.  On  a  ainsi  ce  théorème  : 

Th£or£Iiie  I.  —  La  congruence  af  —  i^o  (mod./»' 
ou  2p")  a  autant  de  racines  <ji^il  j  a  d' unités  dans  le 
flus  grand  commun  diviseur  des  nombres  t  et  p'^*  {^p — i). 

Ensuite  soit  a  un  quelconque  des  termes  de  la  suite  (5) . 
Pour  que  l'on  ait 

(n'')*=i  bu  fl*'*^i     [moà.p'  ou  2p'), 

ilfautet  il  suffit  que  A:id  soi  [divisible  par  nd,  ou  A/ par  n. 
Si  l'est  premier  à  n,  cette  condition  équivaut  à  celle  de  la 
diTisibilité  de  k  par  nj  dans  ce  Cas,  a'^  appartient  évi- 
demment à  l'exposant  n.  Mais  siiet  n  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  d  supérieur  à  i ,  on  aura 

-    i  -Y 

(0'*)'*=:;  \ii  /    ^i     {moA.  p'  ou  3/>"), 

et  a'  appartiendra  à  l'exposant  -■  On  conclut  de  là  cette 
autre  proposition. 

TaËOREME  II.  —  La  congruence  Jtf^i  (mod.  p"  ou 
2p'),  dont  le  degré  n  est  un  diviseur  eîe  />""'  {p  — i)j 
a  autant  de  racines  primitives,  c'est-à-dii-e  de  racines 
<}ui  appartiennent  à  l'exposant  n,  qud  y  a  d'unités 
dans  le  nombre  y  (n)  des  nombres  premiers  et  non  supé- 
rieurs à  n. 

Du  modale  2". 

323.  On  a  vu,  au  n"  305,  que  si  v  est  >■  a,  la  puis- 
sance de  degré  a'"^  d'un  nombre  impair  quelconque  est 
congrue  à  l'unité,  suivant  le  module  3".  Le  seul  cas  de 
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V  =  2  fait  esception  ;  il  y  a  eiFectiTcmeut,  pour  le  mo- 
dule 4i  une  racine  primitive  ^ale  à  3,  ainsi  que  non» 
l'avons  déjà  dit. 

Supposons  donc  v  ^  2  ;  alors  l'exposant  auquel  appar- 
tient, relativement  au  module  2",  an  nombre  impair 
quelconque,  est  une  pais9ai)ce  de  3  dont  le  degré  est  égal 
ou  inférieur  à  v  —  a. 

Le  nombre  i  est  le  seul  qui  appartienne  à  l'exposant  i  ; 
occupons-nous  des  nombres  impairs  supérieurs  à  1.  Cha- 
cun d'eux  peut  être  représenté  par  la  formule 

où  h  désigne  un  nombre  impair  et  i  un  exposant  qui  peut 
être  nul.  Par  des  élévations  successives  au  carré,  on  dé- 
duit de  cette  formule 


Al,  ht,, . .,  kg  étant  des  nombres  impairs. 

Supposons  que  a    soit  l'exposant  auquel  appartient  le 
nombre  a  ;  on  aura 

(  -h  -î-hS  ^  OU  >v; 
l'inégalité  ne  peut  avoir  lieu  si  ^  est  ^  1 ,  car  autrement 
a*      —  1  serait  divisible  par  2",  d'après  les  formules  (3], 
et  l'exposant  auquel  a  appartient  serait  inférieurà  2  .  On 
a  donc 

J4-2  =  ii  — 3, 

«  la  formule  (i)  devient       r 

(3)  a^i'-^Adci. 
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On  peul  donner  à  A  les  2        valeurs 

.,3,5 (t>'-,), 

et,  à  cause  du  signe  ambigu  ±,  il  en  résultera,  pour  a, 
deux  séries  composées  chacune  de  a'~'  valeurs  ;  on  con- 
clut de  là  cette  proposition  : 

Théobème.  —  tS'i  â  désigne  l'un  des  nombres  a,  3, 
4,-  ■ . ,  [v  —  2),  Sjr  a  a  nombres  qui  appartiennent  à 
l'exposant  3   suivant  le  module  a". 

Si  le  nombre  a  déjà  considéré  appartient  à  l'exposant  3, 
la  première  des  formules  (a)  nous  donne 

i-(-3=ou  >»,     (-+-a:=  ou  ]>Ti  —  i; 
mais,  si  l'on  prend  1  +  a  =  v ,  comme  a  est  supposé 
moindre  <jue  le  module  a',  il  faut  faire  k  =t  dans  la  for- 
mule (1)  et  remplacer  le  signe  ambigu  ±  par  —  ;  il  y  a 
donc  trois  nombres  qui   appartiennent  à  l'exposant  a, 

(4)  2— -I,    »■-  +  ■,    a--.. 

Les  nombres  qui  appartiennent  à  l'exposant  v  —  a,  le 
plus  élevé  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  s'obiiennent  en 
faisant  lî  =  w  —  2  dans  la  formule  (3),  et  si  l'on  rem- 
place, en  même  temps,  A  par  aX:  -f-  i,  on  obtient  les  deux 
formules 

qû  donnent  tous  les  nombres  appartenant  à   l'expo- 
sant a*"^.  Cela  suppose  cependant  que  v  soit  supérieur 
à  3,  car  dans  le  cas  de  V  =  3,  les  nombres  qui  appar- 
■iennent  à  l'exposant  a  sont,  d'après  les  formules  (4), 
•     3,^5,  7. 
Laissant  ce  cas  de  c6té«C  su]^posant  v  ]>  3,  désignons 
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par  b  un  nombre  quelconque  de  la  forme  8  A  +  3  et  par  c 
on  nombre  quelconque  de  la  forme  8k  ■+■  5.  Chacune  des 
deux  suites 

b,  b',...,  b'"-', 

c,  €>,...,   e'"', 

donnera  ;i'~^  résidus  distincts,  puisque  h  et  c  appar- 
tiennent à  l'exposant  a'"';  en  outre,  les  puissances 
impaires  de  fi  et  de  c  sont  respectivement  des  formes 
SA  H-  3,  SA  +  5,  tandis  que  les  puissances  paires  de  l'un 
et  de  l'autre  nombre  sont  de  la  forme  8A  +  i^  il  y  a 
d'ailleurs  a"'  nombres  de  chacune  des  formes 
8A+I,  8*4-3,  8/ +  5,  8A-I-7 

entre  les  limites  i  et  a" —  i.  Donc  la  série  des  puissances 
de  fi  donnera  tous  les  nombres  8A  +  3  avec  les  nombres 
8A  +  i;  pareillement,  on  retrouvera  les  nombres  8A-I-I 
dans  la  sérïedes  puissances  de  c,  avec  les  nombres  8A-J-5. 
Mainienanl  si  l'on  change  les  signes  des  nombres 
8'A:-i-i  et  8%+ S  ou  qu'on  prenne  leurs  compléments  au 
module  a",  il  est  évident  qu'on  obtiendra  tous  les  nombres 
8A  -I-  7  et  SA  +  3  i  on  a  donc  la  proposition  suivante  : 

ThéOUêhs.  —  Si  Von  choisit  un  nombre  quelconque 
de  la  forme  8A-J-3  ou8A+5,  qu'on  prenne  les  résidus 
de  ses  a"'""  premières  puissances  par  rapport  au  mo- 
dule a",  et  qtHon  joigne  à  ces  résidus  leurs  compléments 
au  module^  on  obtiendra  la  suite  de  tous  les  nombres 
impairs  inférieurs-  au  module. 

De  la  congruence  x'  —  i  ^  o  (mod.  a"), 
3â4.  Considérons  la  congruence 
(i)  *■ — i^o*  (mod.  a'),- 
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V  âant  ^  a.  Chacune  de  ses  racines  a  est  telle  que  l'oa  a 

«'=1,     a'""'^!     (mod.  2"), 
l'exposant  auquel  a  appartient  divise  donc  les  nombres  t 
et  3'^^,  ainsi  que  leur  plus  grand  commun  diviseur; 
nous  désiguerons  par  a   ce  plus  grand  commun  diviseur, 
et  alors  a  sera  racine  de  }a'coDgruence     - 

(2)  ..'-,  =  0    (mod.î-)i 

réciproquement  la  proposée  admettra  toutes  les  racines  de 
la  congruence  (2).  D  est  évident  que  celles-ci  ne  sont 
autre  chose  que  les  nombres  qui  appartiennent  à  l'un  des 
exposants 

I,  2,  3',...,  2^. 

Si  t  est  un  uombre  impair,  on  a  d^o  et  les  con- 
gruences  (i)  et  (a)  n'admettent  pas  d'autre  racine  que  i. 
Supposons  £^o-,  nous  avons  vu  que  si  fi:  est  ]>  i ,  il  y 
a  2''  nombres  qui  appartiennent  à  Tesposant  2'^,  et  qu'il 
y  a  3  nombres  appartenant  à  l'exposant  3  ;  le  nombre  des 
racines  de  ta  congruence  (3)  est  donc 

ou  2  "*"'.  On  a  ainsi  cette  proposition  : 

TaÉORtuB.  —  Si  t  est  un  nombre  pair,  le  nombre  des 
racines  de  la  congruence  x'  — 1^0  (mod.  3")  est  égal 
au  double  du  plus  gfand  commun  diviseur  des  nombres  t 
et  a"~'. 

Ces  racines  formeront  deux  périodes;  car  désignons 
parc  un  nombre  appartenant  à  l'exposant  a' ^'^et  posons 

a^c'"""  .    {mod.  2"), 
il  est  évident,  d'après  les  développements  qui  procèdent. 
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que  les  racines  des  coDgniences  (i)  et  [2)  pourront  être 
représentées  par 


De  la  congruence  x'^i,  dans  le  cas  d^un  module 
quelconque. 

325.  La  congruence 

(1)  j:*— .=0     {mod.  M), 

dans  le  cas  d'un  module  composé  quelconque,  se 'ramène 
facilement  aux  cas  que  nous  venons  de  considérer. 
Soit,  en  effet, 

p,  t)^  r,. . .  étant  des  nombres  premier;  inégaux.  Il  est 
évident  que  toute  racine  de  la  congruence  proposée  doit 
satisfaire  à  la  même  congruence 
(a)  x--,  =  o, 

suivant  chacun  des  modules  p",  q'^,  r  ,. . . ,  Réciproque- 
ment, sia,  £,  c,.. .  désignent  des  racines  de  la  précédente 
ctmgruence  suivant  les  modules  respectifs  p*,  q'^  r  ,..., 
et  que  l'on  détermine  le  nombre  x  de  manière  que 
l'on  ait 
•"  ^^a     {mod.  p"), 

x^b    (mod,  5''), 

x^  c     (mod.  r^), 
ce  nombre  x  satisfera  à  la  congruence  (2)  suivant  chacun 
des  modules  />",  q^,  r*, . . . ,  et,  par  conséquent,  il  satis- 
fera aussi  à  la  même  congruence  prise  suivant  le  mo- 
dule M. 
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D'après  cela,  la  reclierche  des  racines  de  ta  congruence 
proposée  est  ramenée  à  la  résolution  de  congruences  dont 
le  module  est  une  puissance  iTua  nombre  premier  et  au 
problème  dont  nous  avons  donné  la  solution  au  n**  290. 

Des  indices. 

3â6.  L'esïstence  des  racines  primitives,  pour  un  mo- 
dule M  égal  à  une  puissance  d'un  nombre  premier  impair 
ou  égal  au  double  d'une  telle  puissance,  entraine  des 
conséquences  très-importantes  que  nous  devons  présen- 
ter ici. 

Soit  a  l'une  quelconque  des  racines  primitives;  les 
puissances  de  a  donneront  tous  les  nombres  preniterB  au 
module.  Si  donc  N  désigne  l'un  quelconque  de  ces  nom- 
bres, on  aura,  pour  certaines  valeurs  de  n, 

<j"^N     (mod.  M). 

Chacun  des  nombres  n  ainsi  déterminés  prend  le  nom 
i'indice  du  nombre  N,  ei  la  racine  primitive  a  est  dite 
la  base  des  indices. 

Un  nombre  a  une  infinité  d'indices,  mais  tous  ces  in- 
dices sontcougrussuivant  lemodulecf  (M);on  peut  donc 
se  borner  à  considérer  Vindice  miaimum  qui  est  l'un  des 
nombres 

O,  'l,   2,.,.,    ,(M)-I. 

n  est  évident  que  l'indice  minimum  de  l'unité  est  zéro.» 
Si  l'on  a  calculé  les  indices  des  nombres  N  premiers 
à  M,  au  moyen  de  la  base  a,  et  que  l'on  veuille  prendre 
pour  base  une  autre  racine  primitive  a',  on  pourra 
obtenir  facilement  les  indices  qui  se  rapportent  k  cette 
base.  Car  soit  e  l'indice  de  la  nouvelle  base  a'j  dans  le 
premier  syitÀpte;  on  aura  ,      ^ 

.a'^a'     {mod.  M), 
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et  si  n  et  n'  sont  les  iDdices  d'un  même  nombre  relatifs   , 
aux  bases  respectives  a  ei  a',  oa  aura 

f^n'^gi    ^oiod.  M), 
on 

<i"''  =  <ï*     (mod.M); 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

n'e^n     aa     n'^-     [mod.  (p(M}],  ' 

puisque  e  est  premier  avec  <f  (M). 

Par  conséquent,  les  nouveaux  indices  s'obtiendront  eu 
divisant  les  anciens  par  l'indice  de  la  nouvelle  base  relatif 
au  premier  système. 

327.  Les  propriétés  des  indices  sont  analogues  à  celles 
des  logarithmes;  elles  découlent  toutes  de  la  proposition 
suivante  : 

Théorèxe.  —  V indice  d^ un  produit  àe  plusieurs  f€K- 
teurs,  pris  suivant  le  module  M,  est  congru,  suivant  le 
module  ij  (M),  à  la  somme  des  indices  des  fadeurs. 

£n  elTet,  soient  a,  Z,y,. . .  les  indices  des  nombres  A, 
B,.C,. . .,  dans  le  système  dont  la  base  est  a.  On  aura 

0"  =  *,     a^  =  ^,     <i'  =  C.,..     (mod.M), 
etf  en  m\iltipliant  toutes  ces  congruences,  il  vient 

fl«-»-'-^i'-*-  ■  =  ABC. . .     (mod  M), 
ce  qui  montre  que  l'indice  minimum  du  produit  ABC... 
est  le  résidu   de  «1  +  6  +  74-...  rtlaiivement  à  (f  (M). 
On  a  donc 
iDd.{ABC...)^ind.A+îndtB-l-ind.C  +  ...  [mod.  f(M)]. 

CoKOLLliBE  I.  —  L'indice  d'une  puissance  d'un  nom- 
bre, suivant  le  module  M,  est  congru,  suivant  le  module 
<f(M),  au  produit  du  nomî>re  par  l'exposant  de  la 
puissance. 
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CoBOtLAïaE  II.  —  Vindice  du  quotient  de  deux  nom- 
bres, suivant  le  module  M,  est  congru,  suivant  le  mo- 
dule if  [M),  à  l'excès  de  l'indice  du  premiernombre  sur 
Vmdice  du  second . 

En  effet,  l'égalité 

entraîne 

înd,-  +ind.B^ind.  A    [mod.  ^(M)], 

OD 

înd.  ~  ^ind.  A  —  ind.  B     [mod.  ^  (M)]. 

On  voit,  d'après  cela,  <jue  si  l'on  a  deux  ubles  dont 
l'nne  donne  les  indices  des  nombres  pour  chaque  module, 
et  dont  l'autre  fasse  connaître  les  nombres  qui  répondent 
à  des  indices  donnés,  on  pourra  résoudre  facilement  les 
congruences  du  premier  degré,  puisqu'on  peut  les  ramener 
à  d'autres  dont  les  modules  soient  des  nombres  premiers 
OD  des  puissances  de  nombres  premiers. 

Usage  des  indices  dans  la  résolution  des  congruences 
binômes. 


328.  Les  racines  de  la  congruence  binôme 
(i)  i'  =  A     (mod.M) 

peuvent,  si  l'on  vent,  être  représentées  par  la  formule 
(2|  x^^k     (mod.M); 

le  module  M  est,  comme  précédemment,  une  puissance 
d'un  nombre  premier  impair  ou  le  double  d'une  telle 
puissance.  Il  s'agit  de  déterminer  les  nombres  compris 
ainsi  dans  le  symbole  yÂ  (mod.  M). 
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La  Gongruence  (i)  «quÎTSUt,  d'après  ce  qui  précède,  à 
U  suÎTante 

(3)  r.iad.2  =  ind.  A     [inod.f(H)l; 

on  est  doDC  ramené,  si  l'on  possède  une  table  des  indices, 
h  la  résolution  d'une  congruence  du  premier  degré. 

Lorsque  (  est  premier  avec  ^{M),  la  congruence  (3) 
donne  pour  ind.  x  une  valeur  unique,  et  par  suite  la 
proposée  {i)  n'a  qu'une  seule  racine.  Mais  lorsque  t  et 
f(M)  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  d  supérieur 
à  1,  la  congruence  (3)  n'est  possible  que  si  ind.  A  est 
divisible  par  $,  et,  dans  ce  cas,  la  congruence  (i)  a  â  ra- 
cines. 

Supposons  par  exemple  A  =  i,  la  proposée  devient 

x*^!     {mod.p'  ouxp"), 
et  l'on  en  tire 

(.  ind.  x^o     [mod.p' ~'  {p  —  i)]. 
Si  donc  B  est  le    plus   grand  commun  diviseur   des 
nombres  t  et  p''"(p  —  i),  on  aura  ces  valeurs  de  înd.x: 

M.x=l''-'j^'~',    ^fP-'^''— jf'—f", 

desquelles  on  conclura  ensuile  les  5  valeurs  de  x. 

Démonstration  d'un  théorème  de  Lagrango. 

329.  Nous  ne  pourrions,  sans  Sortir  des  limites  que 
noui  nous  sommes  Gxéès,  développer  ici  toutes  les  con- 
séquences de  la  théorie  qui  vient  d'être  exposée.  Mais 
nous  en  ferons  cependant  deus  applications  dont  la  pre- 
mière a  pour  objet  la  démonstration  d'un  tbéorème  im- 
portant de  Lagrange.  Cette  démonstration  est  fondée  sur 
le  lemme  suivant  :  .  , 


^laiiizodbvGoogle 


SECTIOH    in.   —   CHÂPITHZ   II.  ^5 

LsiufE,  —  Si  le  nombre  premier  p  est  supérieur  à  5, 
on  trouve  dans  ta  suite 

.,   2,   3,...,  (,-■): 

l'un  résidu  quadratique  suivi  d'un  non-résidu;  a"  un 
non-résidu  suivi  d'un  résidu;  3°  deux  résidus  consécutifs; 
4°  deux  non-résidus  consécutifs. 

i*>  Le  premier  terme  t  étant  résidu  et  le  nombre  des 
noD-résidus  étant  égal  à  celui  des  résidus,  il  y  a  néces- 
sairement un  résidu  suivi  d'un  non-résidu. 

a"  S'il  n'existait  aucun  non-résidu  suivi  d'un  résidu, 
les premiers  termes  seraient  résidus  et  les  — 

derniers  non-résidus;  mais  a  et^ étant  ainsi  résidus, 

leur  produit  p  —  i  serait  aussi  résidu,  ce  qui  implique 
contradiction  lorsque /ï  est>5. 

3°  Il  y  a  deux  résidus  successifs.  On  constate  immé- 
diatement ce  fait,  dans  le  cas  de  p  =  7;  car,  i  et  2  sont 
alors  l'un  et  l'autre  résidas;  nous  pouvons  donc  supposer 
p  ^  ou  ^  1 1 .  Comme  i  et  4  sont  résidus,  si  l'un  des 
nombres  t,  3,  5  est  lui-même  résidu,  la  proposition  est 
démoDtrëe  ;  mais  si  ces  trois  nombres  sont  non-résidus, 
le  produit  a  X  5  ou  ïo  sera  résidu  ainsi  que  g,  qui  est  ' 
un  carré. 

4°  Il  y  a  deux  non-résidus  successifs.  Eu  effet,  nous  ve- 
nons de  voir  qu'il  y  a  ^eux  résidus  successifs  ;  soit  a  leplue 
petit  des  résidus  qui  soit  suivi  d'un  résidu  a -{-t.  S'il  n'y 
a  pas  deux  non-résidus  successifs  de  i  à  a,  les  ternies  de 
la  suite  considérée  seront  alternativement  résidus  et  non- 
résidus  jusqu'à  celui  qui  précède  a.  En  outre,  a  et  a  -I-  i 
étant  tous  deux  résidus,  il  faut  qu'à  partir  de  a  -|- 1  il  y 
ait  deux  non-résidus  de  plus  que  de  résidus,  ce  qui  exige 
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nécessairement  que  deux  termes  cotisécucifs  an  moins 
soient  non-résïdos. 

Remlrqcb.  —  La  proposition  ne  peut  pas  subsister 
dans  le  cas  de  ^  =  5  ;  dans  la  suite  i,  a,  3,  4,  '^^  résidus 
sont  1  et  4)  les  non-résidus  2  et  3. 

Corollaire.  —  Si  C  désigne  un  nombre  queîconqup 
non  divisible!  par  p,  la  proposition  précédente  su$sisle 
■  quand,  à  la  suite 

(0  ■,  =.  3 (;>-■), 

on  substitim  la  suivante, 

(2)  C,  2C,  3C,...  [p~i)C. 

En  effet,  si  C  est  résidu,  deux  termes  correspondants 
des  suites  (i)  et  {2)  sont  à  la  fois  résidus  ou  non-rési- 
dus. Au  coDtraire,  si  C  est  non-résidu,  les  résidus  de  la 
suite  (a)  correspondent  aux  non-résidus  de  1^  snite  (i), 
et  inversement. 

330.  Tbéobêhb.  —  Sip  est  un  nombre  premier  supé- 
rieur à  5,  A,  B,  C  trois  entiers  positifs  ou  négatifs  non 
divisibles  par  p^  on  peut  toujours  trouver  deux  entiers  t 


et  u  inférieurs  à  ~,  tels  que 

Al'-hBu^  +  C 
soit  divisible  par  p. 

1°  Si  B  et  —  C  sont  tous  deux  résidus,  ou  tous  deux 
non-résidus  quadratiques  par  rapport  à  p,  on  peui 
prendre  î  =  o;en  effet,  il  ne  restera  plus  alors  qu'à  satis- 
faire à  la  congruence 

Bu'-j-C^o     (moà.p),  ou  Bit' 4- {C -i-)i/>)^o    (mod.;;}, 
X  étant  un  entier  quelconque.-  Si  Ton  détermine  cet  entier 
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de  manière  qne  l'on  ait 

C-\-\p_ 

Il  éunt  an  entier,  notre  congruence  deviendra 

u'^ft    (aiod./>), 

et  il  sera  possible  d'y  «atisfaîre,  car  B  et  —  C  étant  l'un 
et  l'antre  résidus  ou  non-résidus,  {j.  est  nécessairement 
résidu. 

Pareillement,  si  A  et  —  C  sont  tous  deux  résidus  ou 
Ions  deux  non-résidus,  on  pourra  salisfaîreà  la  condition 
énoncée,  en  prenant  u  ^  o,  quel  que  soit  le  nombre 
premier  p. 

3°  Si  p  est^5,  on  peut  toujours  satisfaire  à  la  con- 
gruence 

AC  +  Bu'  +  C^o     {mod.p), 

en  prenant  pour  t  et  u  des  valeurs  positives  inférieures  à 

-•  En  effet,  soient  a  et  êdeux  nombres  qui  soient respec- 

livrment  de  même  espèce  que  +  Aet  —  B;  je  disque 
deux  nombres  sont  de  même  espèce  quand  ils  sont  l'un  et 
l'autre  résidus  ou  non-résidus.  D'après  le  lemme  qui. 
précède,  je  puis  choisir  les  nombres  a  et  €  de  manière 
que  l'on  ait 

6  —  BisC     {mod.p), 

et  si  l'on  désigne  par  X  el  ft  des  nombres  entiers  tels  que 

A      '        — B 

soient  des  entiers ,  ces  entiers  seront  nécessairement  ré- 
sidus^ on  aura  donc 

—J—st\     --^=u^    (moA.p), 
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ou 

a  ^A*",     e  =  — Ba'     {moA.p), 

et  comme  ê  —  ot  ^  C,  on  aura  aussi 

Ai'  +  Bit'-t-C^o    (taod.p), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Rbmâkqde.  — >  D'après  ce  théorème,  la  formule 
(•  +  u*-)-i  comprend  des  nombres  divisibles  par  p, 
quand  p  est  ^5.  Mais  la  même  chose  a  lieu  encore  dans 
lecasde;7  =  5,pour  r  =  o,  u=3-,  dans  le  cas  dep=-  3, 
pour  (  =  u  =  I ,  et  dans  le  cas  de  p  =  a,  pour  (  ^  Oj 
u=  t.  D'ailleurs  la  formule  t*-f-u'+  i  est  comprise 
dans  cette  autre  plus  génêralei  P'+Q*  +  R'-f-S*,  d'où 
il  résulte  que  tout  nombre  premier  divise  une  somme 
de  quatre  carrés  premiers  entre  eux. 

331 .  Celte  conclusiou  va  nous  conduire  à  une  consé- 
quence importante  qui  se  présentera  comme  corollaire  de 
la  proposition  suivante  : 

Tbéokèhe.  —  Tout  nombre  çui  divise  la  somme  de 
quatre  carrés  premiers  entre  eux  est  lui-même  la  somme 
de  quatre  carrés. 

Supposons  que  p  divise 

A'  -I-  B'  +  C  +  D", 

et désif^nons par  ± a,  ±bf±c,  ±d  les  résidus  miaima 
des  nombres  A,  B,  C,  D,  de  manière  que  a,  b,  c,  d  soient 

compris  entre  o  et -;  alors  p  divisera 
Posons 
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d, S, c, t/eUntmoÎDâresque—i  onaura^^'<^4( ')  >  ou 

P'<P- 

Si  l'on  avait  p'  ^i,p  serait  la  eomme  de  quatre  carrés, 
et  le  théorème  serait  démontré  ;  supposons  donc  ^'  ]>  i . 
Comme  p'  divise  a*  +  6*  4-  c*  +  </*,  il  divisera  aussi  la 
somme  des  quatre  carrés 

[a  _  a/)-  +  (i  -  6/)'  +  (^  -  tpj  ^id-  S,/)', 

et  si  l'on  détermine  a,  S,  y,  S  de  manière  que  chacun 

de  ces  carrés  soit  moindre  que  ^j  on  pourra  écrire 

avec 

Multipliant  ensemble  les  équations  (i)  et  (s),  et  faisant 
usage  de  la  formule  établie  au  n°  245,  il  vient 

(ai  —  b-^  -h  et  —  daYp''  -+-  (ay  +  63  —  ca.  —  i/S)'//' 

+  {aS  —  ba—  cS  +  djYp" 

4-[fl'  +  6'  -I-  c=  +  <f '  —  (act  -i-be-t-ej-h  dS)i/]'=pp'^p"i 

divisant  par  p'*,  et  ayant  égard  à  l'équation  (i),  on  a 

(ai—  fiy  -t-  ce  —  daY  -i-[ai-\-b3^ea  —  dS)' 
+  {06— fia  —  ci-^diY-i-{p  —  aa—  ltt  —  tj  —  dS)'j=pp'', 

OD,  pour  abréger, 

(3)  a''  +  b"  -{-  ç"  +  d''  =  pp". 

Cette  équation  (3)  a  la  même  forme  que  (i),  seulement 
p'est  <p'.  Sil'on  a /^^^i, l'équation  (3)  montre  que/) 
eit  la  somme  de  quatre  carrés,  et  le  théorème  eA  dé- 
montré. Sinon,  en  opérant  sur  l'équation  (3)  < 
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nous  avons  fait  sur  l'équation  (i),  on  obtiendra  une  non-^ 
velle  équation  de  la  forme 

a"  +  6''  -I-  c"'  +  (/"'  =  pi>', 
où  l'on  aura  > 

et  l'on  peut  continuer  de  celle  manière  jusqu'à  ce  qu'on 
obûenne  une  équaiion  de  la  forme 

«(')>  -t-  AW  +  c«"i>  +  rf(""  =  p, 
oe  qui  arrivera  nécessairement,  puisque  les  nombres 
p',  ^,  p-,... 

sont  des  entiers  qui  vont  eu  dtkroîssant  ;  d'oà  il  suit  en6n 
que  le  nombre  p  est  la  somme  de  quatre  carrés. 

CoROLLiiRB.  —  Tout  nombre  entier  est  la  somma  Je 
quatre  ou  d'un  moindie  nombre  de  carrés. 

Eu  effet,  tout  nombre  premier  (n°  330)  divise  la  somme 
de  quatre  carrés  premiers  entre  eux  ;  il  est  donc  lui-même 
la  somme  de  quatre  ou  d'un  moindre  nombre  de  carrés. 

En  second  lieu,  un  nombre  entier  quelconque  est  le 
produit  de  plusieurs  facieurs  premiers;  chacun  de  ces 
fa4;teurs  est  la  somme  de  quatre  carrés,  donc  leur  produit 
(n"  245)  est  lui-même  la  somme  de  quatre  carrés. 

Théorème  de  Legendre  sur  la  loi  de  réciprocité  qui 
existe  entre  deux  nombres  premiers. 

332.  La  loi  de  réciprocité  découverte  par  Legendre 
consiste  dans  le  tbéoriime  suivant  : 

Théobèhe.  —  Si  p  et  q  sont  deux  nombres  premiers 
impairs  quelconques,  on  a 
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à  moins  que  p  et  q  ne  soient  tous  deitx  d»  la  forme 
4i  4-  3  ;  dans  ce  dernier  cas,  on  a 


(?)-«)• 


La  démonstration  que  nons  allons  présenter  est  duc  à 
Gauss,  et  elle  a  été  reproduite  par  Legendre  dans  le 
tome  H  de  sa  Théorie  des  nombres.  Nous  éiablirdns  d'a- 
bord le  lemme  suivant  : 

Soient  p  un  nombre  premier  positif  autre  que  2,  et  q 
un  entier  quelconque'  non  divisible  parp;  les  produits 

(i)  q,  2q,  37,,..,  '^-^q 

donneront,  suivant  le  module  p, restes  différents 

compris  entre  les  limites  — et  ■+■ j  et  si  l'on 

désigne  par  (i  le  nombre  de  ceux  de  ces  restes  qui  sont 
négatifs,  on  aura 

(?)  =  '-''• 

En  effet,  soient 

les  1  = a  restes  positifs,  et 

(3)  -»,,-»., S, 

les  fi  restes  Dégatifs. 

Il  est  évident  que  l'un  des  restes  ne  peut  élre  zéro  ;  de 
pins,  deux  résidus  de  l'une  des  euilei  (3)  et  (3)  ne  peuvent 
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être  ëgaux  entre  eux  ;  mais  je  dis,  eu  outre,  qu'on  ne  peat 

avoir  a„=  &„.  Eflèctivement,  soient  etq,ëq  les  multiples 

de  q  qui  om  fouroi  les  restes  a„  et  —  b„  ;  régalilë  a„  =  b^ 

entraînerait 

aq^  —  69      OU      (a-l-6)9^0      [moil.  p),- 

ce  qui  est  impossible,  puisque  q  n'est  pas  divisible  par  p 
et  que  la  somme  a  +  6  est  inférieure  à  p.  Il  résulte  de  là 
que  la  suite  formée  des  nombres  a  et  i  comprend  les 
mêmes  nombres  que  la  suite 

.,  »,  3 i^. 

2 

Les  nombres  de  la  suite  (i)  étant  respectivement  con- 
grus aux  nombres  compris  dans  les  suites  (2)  et  (3), 
le  produit  des  uns  est  congru  au  produit  des  autres,  et 


et  en  divisant  les  deux  membres  respectivement  par  les 
Hfoduils 


qui  sont  égaux  entre  eux,  comme  on  vient  de  le  dire,  on 
aura 


(4)  (!-)=(-)'. 


ce  qui  est  le  résultat  a 

Maintenant  il  est  aisé  de  trouver  nue  expression  ana- 
lytique du  nombre  [t..  Dans  ce  qui  va  suivre  nous  déaigne- 
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rons  par  E(x}  le  plus  grand  entier  coatenu  dans  une 
quantité  quelconque  x,  de  manière  que  la  différence 
X  —  E  [x]  soit  une  quantité  positive  inférieure  à  i .  Cela 
posé,  soient  et  g  et  ëq  les  produits  qui  fournissent  les 
restes  a  et  —  &,  on  aura 

p      \p/    p    p      \p /      p 

ou,  en  multipliant  par  a, 

p         \p J     p       p  \p J  p 

Comme  sa  et  ai  sont  inférieurs  à  p,  on  voit  que 


m- 


sont  respectivement  les   plus   grands  entiers   contenus 
dans  — -  et  — i;  on  a  donc 


ÉP^    ->E 


Donnons  à  a  et  à  €  toutes  les  valeurs  dont  ces  nombres 
«ont  susceptibles;  les  formules  précédentes  fouraiiront 
1  +  fx  équations  distinctes,  et,  en  ajoutant  toutes  ces 
^nations,  il  viendra 


'=^7)- 
~'^(i] 


Mais  comme  on  n'a  besoin  de  la  valeur  de  jx  que  pour 
uvoir  si  elle  est  paire  ou  impaire,  ou  peut,  dans  cette 
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formule,  supprimer  tous  les  termes  de  la  seconde  U^Cf 

lesquels  sont  des  nombres  pairs,  et  nous  ëcriroDS  simi 

pletnent 


(!) 


-[^^]-4- 


-ihl 


on  aura,  en  retranchant  de  q  chaque  membre  de  cette 
formule, 

(£^  =  (,_„_p.(^)^(,_., 

ifaà  il  résulte  que  l'on  a,  quel  que  soit  n, 

en  ajoutant  au  second  membre  le  nombre  pair  aE  (  ~]> 
oft  obtient  celte  congruence 

(6,       e[<£^]  =  (,-.)+e(^)     («od.=.). 

Posons  p  =  4i=^'i  c^  donnons  à  n  les  valeurs  i^  3, 
5, . . . ,  (ai — i),  la  congruence  (5)  deviendra,  ^  faisant 
usage  des  résultais  ainsi  obtenus, 


(-'■('-'-a)-nF)-(r)^ 


Celle  formule  (7)  a  lieu,  quel  que  soit  le  nombfe  q^ 
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poonu'^u'îl  ne  soit  paa  divisible  par  p,  et  velte  remarque 
n«us  sera  utîleplus  lois  ;  si  q  est  impair,  q  —  i  est  un 
nombre  pair  et  la  formule  (y)  se  rédait  à 

(8)  )'^'  ^'   '  ^^  '  .'  (mqd.  a)j 


cette  valeur  de  ;*  peut  être  mise,  comme  on  va  le  voir, 
sous  Qne  autre  forme.  Nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  . 
suivre,  q<C^p;  alors  le  premier  terme  du  second  membre 

de  la  formule  (8)  est  zéro,  et  le  dernier  terme  est  i 

car  on  a 

p—_\  y  _,?  —  '  _^  p—n_ 

Cela  pos^,  sbit  n  un  entier  donné  égal  oU  inférlenr 

à 1  et  désignons  par  m  le  nombre  des  termes  de  la 

précédente  valeur  de  (i  qui  eoBt  inférieurs  k  n.  Le  noiii~ 

bre  m4-i  étant  inférieur  à  p,  l'expression  -^e 

poDira  jamais  se  réduire  à  un  entier,  et  on  aura,  en  cou- 
séquence, 

■=(?)<".  4'-=T^^]>- 

d'où 

.         P         '  P 

ou 

«es  inégalités  expriment  que  m  est  le  plus  grand  entier 
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contenu  dans  —  ;  on  a  donc 


Pareillement,  le  second  membre  de  la  formule  (8)  con- 
tiendra E I I  termes  inférieurs  à  n  +i,  si  n  -J-  i 

L       î        J 


Dans  cette  hypothèse,  notre  expresdion  de  fx  contiendra 
d'après  cela 

4'^]-(f) 

termes  ^gaux  à  n.  En  outre,  le  nombre  total  des  termes 
de  l'expression  de  (j.  est  ^- 1  et,  comme  le  nombre  de 

ceux  qui  sont  inférieurs  à est  E  ( )  »  il  V 

ertra,  dans  ft, 

(,c)  d3i_E(l^£\ 


Si  l'on  multiplie  l'expression  (9)  par  n,  qu'on  i 
place  ensuite  n  par  chacune  des  valeurs 


qu'on  ajoute  enfin  tous  les  résultats  avec  le  produit  de 
l'expression  (10)  par j  il  est  évident  qu'on  repro- 
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duira  la  valeur  de  ft.  On  a  donc 

-[K¥)-(f)] 


\  (m'od. a). 


ou,  en  réduisant, 

La  formule  (8)  s'applique  à  un  nombre  premier  im- 
pair/>  et  à  un  nombre  impair  quelconque^;  si  donc  on 
«oppose  9  premier  et  que  l'on  fasse 

H  (^)  =(-..-, 

le  nombre  v  sera  donné  par  la  formule  (8)  en  permutant, 
dans  celle-ci,  les  lettres  p  et  q-,  on  aura  ainsi 

•    La  comparaison  des  formules  (it)  ei  (i3)  donne  , 

, d'ailleurs  on  a,  par  les  formules  (4)  et  (la), 
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dpQC 

ce  qui  est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

Remarque.  —  Il  faut  remarquer  que  le  nombre  —  i 
est  résidu  de  tous  les  nombres  premiers  4'  ■+■  ii  et  qu'il 
est  non-rcsidu  des  nombres  premiers  4'~f-3. 

On  a  etTectivement,  par  la  définition  du  n"  311, 

cette  égalité  est  d'ailleurs  comprise  dans  notre  for- 
mule (8)  ;  car,  si  i/  =  —  i ,  chacun  des  termes  du  second 
membre  de  cette  formule  se  réduit  à  —  i ,  et  on  a 

11^=  — ^ (mod.  i). 

'^  2  a  *  ' 

On  conclut  de  là  que  la  congruence 

j'  +  i  ^o     {iHod.  //) 

,  es 'possible  ou  impossible  suivant  quep  a  Uforme4'-f- 1 
ou  la  forme  4'  4-  3.  Si  le  premier  cas  a  lieu,  le  nombre /> 
divise  la  somme  de  deux  carrés,  et  il  est,  par  suite,  la 
gpmme  de  deux  carrés,  résultat  auquel  nous  a  déjà  con- 
duit le  tbéorème  de  Wilson. 

333.  LaformuIe(7)  du  numéro  précédrat  exige  seu- 
lement, comme  nous  l'avons  déjà  dit,  que  q  ne  soit  pas 
divisible  par  p.  Si  l'on  y  suppose  ^  =  a,  lès  etpressibns 

£  (-}>'"  qui  7  figurent  se  réduiront  toutes  &  zjéro;  on 

aura  donc 
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d'ailleurs,  est  un  nombre  impair,  et  on  peut  écrire 

Si,  en  second  lieu*,  on  pose  g= — a,  les  expressions 
E(-U  EJ  —  |i>--  de  la  formule  (7)  se  réduiront  tontes. 


t  —  I,  et  on  aura 

„  =  ;         /'—  '  _  (/'  +  0(P- 


(inod.  2), 


D'après  cela^  on  a,  pour  tout  nombre  premier  impair/i, 

(p+Ofp-0  0—0(^-3) 

formules  qui  expriment  le  théorème  suivant  : 

TbéObshe.  —  Le  nombre  4-2  &st  résidu  quadratique 
de  tout  nombre  premier  de  l'une  des  formes  8A;  -j-  ^, 
8i-Kjt;  il-est  non-résidu  de  tout  nombre  premier  de 
Vune  des  formes  8ft  -!-  3,  8A  +  5. 

Le  nombre  —  2  est  résidu  <]uadratique  de  tout  nombre 
premier  de  Vune  des  formes  8t-f-i,  8A  +  3;  il  est 
non-résidu  de  tout  nombre  premier  de  Vune  des  for-  ' 
mw8A"+5;  8* +  7. 

334.  Il  ne  ££ra  pas  inutile  de  présenter  ici  quelques- 
unes  des  applications  du  théorème  de  Legendre. 
On  a,  lïlativementanx  nombres  premiers 3 et ^=:3n±  1 , 
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d'ailleors,  relaUveraent  aa  modale  3,  + 1  est  résida  et  ^  i 
Don-résîda^  si  donc  on  distingue  les  nombres  premiers 
en  quatre  classes,  savoir  : 

i2*-(-i,   ia*+5,   121H-7,  iaA-(-ii, 

on  anra  cette  proposition  : 

Le  nombre  +3  est  résidu  quadratique  de  tous  les 
nombres  prenu'ers  lak-hi  et  iik-{-ii,  et  il  est  non~ré- 
sidu  de  tous  les  nombres  premiers  la/t  +  S,  laÀH-y. 

Et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n°  3)  1 ,  on  peut  ajouter  : 

Le  nombre  —  3  est  résidu  quadratique  de  tous  tes 
nomhres  premiers  lat-f-i,  12^+7,  et  il  est  non-résidu 
de  tous  les  nombres  premiers  iat-(-5,  laiH-n. 

Ces  deux  propositions  ont  été  démontrées,  pour  la 
première  fois,  par  Enter,  dans  le  tome  Vm  des  iVouf^aux 
Commentaires  de  Saint-Pétersbourg. 

Relativement  aux  nombres  premiers  S  et  p,  on  a 


©^ 


mais  on  a 


suivant  qne  p  est  de  la  forme  5n±i  ou  de  la  forme 
5n  d=  a;  si  donc  on  disûngne  les  nombres  premiers  dans 
les  huit  classes 

aoif+i,     20X--1-3,     iai-h-],     ao*  +  9, 

aO<-1-II,    not-hli,    20A+17,    Mi-i-tQ, 

suivant  le  reste  que  donne  leur  divisîon'par  ao,  on  aura 
cette  pivposition  : 

Le  nombre  +5  est  résidu  quadratique  de  tous  les 
nombres  premiers  ds  l'une  des  formes  aoA+i,aoi  +  9, 
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ao^+ii)  iok-i-iQ,  et  il  est  non-résidu  Je  tous  le» 
nombres  premiers  de  l' une  des  formes  noh  -hi,  soft -h  7) 
30*4- 13,  2oft-+-i7. 

Et,  conséqu^nmem  : 

Le  nombre  — 5  est  résidu  quadratique  de  tous  les 
nombres  premiers  de  l'une  des  formes  aok-i-i,  aoA-+-3, 
aoi-(-7,  aoft +  9,  et  il  est  non-résidu  des  nombres  pre- 
miers de  l'une  des  formes  3ok-\-ii,  aoÂ:-t-i3,  20A-+-17, 
iok-\-iQ, 

De  la  congruence  x*  —  N:=o  (mod.  p),  p  étant 
un  nombre  premier. 

335.  Le  théorème  de  Lt^endre  fournit  le  moyen  de 
reconnaître,  par  un  calcul  facile,  si  la  congruence 
j?' —  M  ^o     (mod.  p) 

est  soluble  ou  non;  car  la  condition  de  résolubilîté  est 
nprimée  par  l'égalité 


Tout  revient  donc  à  déterminer  le  signe  du  symbole  (  —  )  * 

Le  nombre  N  peut  toujours  être  rabaissé  au-dessous  de  p  \ 
en  outre,  si  l'on  a 

N  =  a«6*c''..., 
1)  b,  c  étant  des  facteurs  premiers  in^aux,  on  aura 

;.     (?)  =  (?)©©- 

mais  on  a  évidemment 
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si  a  est  pair,  et 

si  a  est  impair;  la  détermination  de  (  — |  est  donc  ra- 
menée k  celle  des  symboles  plus  simples 

©•  fâ 

a  et  £  étant  ceux  des  facteurs  premiers  de  N  qui  figurent 
dans  œ  nombre  avec  des  exposants  impairs. 

Considérons  l'un  de  ces  symboles,  |-j  par  exemple. 

Sa  valeur  sera  immédiatement  connue  (n"  333),  si  a  =  2. 

Dans  le  cas  contraire,  ta  rechercbe  de  (  -)  est  r 


par  le  théorème  dé  Legendre,  à  celle  de  (  -  \  •  On  opérera 
alors  à  l'égard  de  I  -  j  comme  nous  venons  de  le  faire  re- 
lativement à  (—Il  et,  en  continuant  ainsi,  on  tombera 

\P/ 
nécessairement  sur  des  symboles  dont  la   valear  sera 
connue. 

ExEUFLE.  —  Soit  la  congruence 

;r'  +  i45g  =  o     (mod.  23366891), 

qui  est  l'une  de  celles  que  Legendre  a  cousîdérées  dans  sa 
Théorie  des  nombres. 

Le  module  est  ici  un  nombre  premier  4^-t-3,  et  1439 
est  lui-même  un  nombre  premier  de  cette'  Rirnie;  on  a 
donc  .     ■'"         . 

/^A  -  (   -'^Sg  \  __  /     .459     \  _  /aa36689.\ 
\;-;       V"3t)6"89.^  V22366tf9iy  ^  ^     1469     )' 
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Le  reste  de  la  dWisioD  de  33366891  par  14S9  eBt-4sM 
donc  • 

\p)  =  (459)  ' 

4ai  est  un  nombre  premier  4^  + 1  ;  p&r  conséquent, 

puisque  4x49  est  un  carré. 
La  congnience  proposée  admet  donc  deux  racines. 

336.  La  congruence 

*' — S^o    [moA.  p) 

ayant  é\é  reconnue  pouible,  supposons  qu'on  veuille  la 
résoudre.  Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  le 
module  ;>  est  de  la  forme  4^4- 3  ou  de  la'forme  4^+i' 
Supposons  d'abord 

^  =  4X-  +  3,  .    ■ 

la  congruence  proposée  éuat  possible,  on  a 

p—' 
H  ■>    _,so.      ou       N'*+i  — 1=0     {moA.p), 

et,  en  multipliant  par  N, 

Krf+>_N  =  o     [vaôA.p), 

d'oàil  suit  qse  les  racines  de  notre  cougruence  sont 

Soit'  actuellement  le  cas  où  p  est  de  la  forme  4^  +  i  ; 
les  nombres  4^  +  1  comprennentlesd^oxformesSA-f- 1, 
SI:  +  5i  que  nous  allons  considérer  l'une  vfsH  l'autre. 
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Supposons 

U  congrueoce  proposée  étant  possible,  on  a 

Hif+i_,^o     (mod.p), 
on 

(n"^-'  +i)(N>'-'  — i)  =  o     (mod.p); 

on  a  donc 

N***'  — 1^0     [mod.p), 

H'»*'  +  i  =  o     (mod.p). 
Si  Vest  le  premier  cas  qui  a  lieu,  on  aura 

«■*+'  — Hso    (mod.p), 
et  les  racines  de  la  proposée  seront  en  conséquence 

a:  =  ±N*+'     (mod./j). 

Si  au  contraire  le  deuxième  cas  se  présente,  posons  - 

e  =  N*-^'  (mod.p),     d'où     a'  =  lS'*+'=  — N  (mod.p), 

la  congruence  proposée  deviendra 

x'  +  fl'  ^  o     (mod,  p). 

Or  le  nombre;»,  qui  est  delà  forme  4f^-hi,  est  la  somme 
de  deux  carrés  premiers  entre  eux.  On  peut  donc  poser 

d'où,  (  et  u  étant  des  indéterminées, 

(a'+ 6')  {('+«')  =  (*'  + Sa)' +  {a«  —  6()'  =  o  (niod.p). 

On  peut  déterminer  t  et  u  par  la  condition 

au  — et  =  6, 
et  il  est  éridenl  que  la  congruence  prc^atfe  lera  vérifiée 
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en  posant 

x^ii:(«*-i-  3«J     [mod.p). 

Il  nous  reste  à  exaniin«rleca8oùp  a  la  forme  8A-hi< 
Alors  il  n'est  pas  possible,  en  général ,  de  résoudre  la 
coDgruence  proposée  sans  titonnements,  et  l'on  est  obligé 
de  calculer  les  termes  de  la  suite 

p  +  S,  ap  +  ti,  3f +  N,... 

jusqu'à  ce  qu'on  en  trouve  un  qui  soit  un  carré  parfait. 
Cela  ne  peut  manquer  d'arriver  lorsque  la  congrueuce 
proposée  est  possible,  et  comme  le  carré  que  l'on  cherche 


ilaus  la  suite  précédente,  ne  pourra  jamais  excéder  y  p. 

Il  peut  arriver  cependant,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 
que  l'on  puisse  trouver  directement  les  racines  deman- 
dées. Soi  t  eu  elTet  '2^  la  plus  haute  puissance  de  a  conte- 
nue dans  p  —  1  et  posons 


a  étant  un  nombre  impair  et  p  étant  an  moins  égal  à  3. 
La  congruence  proposée  étant  possible,  on  a 

B*'^'"  =  i     (niod.p), 

et  il  se  peut  que  l'on  ait  aussi 

B«  =  ±i     {mod.p). 

Admettant  cette  hypothèse,  on  aura 

If"-^'  =  ±N     {(Dod.p), 

et  comme  a  est  impair,  on  pourra  procéder  exactement 
comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  de  p  ^  8A+  3. 
8. 
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De  la  congruence  x*  —  W  ^  o,  dans  te  cas  d'un  module 
quelconque, 

337.  Supposons  d'abord  que  le  module  soîl  une  puis- 
sance p"  d'un  nombre  premier  impair  p  \  la  congruence 
proposée  sera 

(l)  ;<:'  — N  =  0       {mod.p').    ■ 

Commençons  par  résoudre  celle  congruence,  suivant  le 
module  p,  d'après  la  méthode  du  n"  336;  si  l'on  désigne 
par  ±  ^  les  racines,  on  aura 

{2)  ï'-N  =  o     {mod.p), 

et,  par  suite, 

(5'-Nf=o     (moA.p"). 

Or,  en  développant  la  puissance  (^  +  ^N)",  on  trouve  on 
résultat  de  la  forme 

(3)  (s  +  v«)'  =  «  +  6,/5, 
a  et  S  étant  des  entiers,  et  il  en  résulte 

(4)  (i-v^)''==^-e,/N, 

par  suite 

(5)  a'  — N6'=(5'-N)='  =  o     (njod./>''). 
La  formule  (3)  ou  (4)  donne  aussi 
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on,  à  Ganse  de  la  formule  (a), 

i.sç'[i  +  :^i^^+...]=2'-'5'  [mod.p], 

ce  «jui  montre  que  p  ne  peut  diviser  aucun  des  nombres 
a  et  c.  Alors  on  pourra  trouver  deux  entiers  £  et  u  tels 
que  ['ou  ait 

(6)  «  =  61 +/>'«, 

eieu  substituant  cette  valeur  de  a  dans  la  formule  (5), 
il  viendra 

e'(r— H)=o    {moâ.p"), 
on 

(7)  ï'—  N^o     {mod.  p'), 

d'où  il  suit  qu'on  aura  les  deux  racines  de  la  congruence 
proposée  en  prenant 

x  =  ±(. 

Remauque.  —  Lorsque  le  nombre  N  est  un  multiple  de 
p,  cas  que  nous  avons  exclu,  la  congruence  proposée 
fiïigequej:  soit  divisible  par  p.  SoitN  =  p*"N',  n  étant 
le  degré  de  la  plus  haute  puissance  de^'  qui  divise  N;  la 
coiigruence  proposée  ne  pourra  être  satisfaite  que  si  or  est 
dimible  par  p".  Posant  donc  x  ^  p"z,  elle  se  réduit  à 

z' — W^o     [mod.  p'^^") , 

a  celle-ci  sera  impossible  ou  n'aura  que  la  racine  z^o, 
il  N'  contient  encore  le  facteur  p. 

338.  Considérons  maintenant  la  congruence 

**  —  N^o    (mod.  2''). 
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Soit  1*"  la  plus  haute  puissance  de  a*  qui  divise  ]V,  il  est 

évident  que  a;  doit  avoir  le  diviseur  a";  posant  donc 

mitro  congruence  deviendra 

z'-M'^o     (mo.i.2""^"). 

D'après  cela  on  peut  supposer  que  N  soit  impair  ou  double 
d'un  impair.  Si  N  est  double  d'un  impair,  il  est  évident 
que  la  proposée  n'est  résoluble  que  dans  le  seul  cas  de 
V  =  I ,  et  ou  peut  faire  abstraction  de  ce  cas. 

Soit  donc  N  impair;  si  v^  2,  la  congruence  proposée 
se  réduit  à 

;c'  — 1^0     ou  à     :c'  +  l  =  0      (nioil.4)> 

la  première  est  seule  possible  et  n'a  que, les  racines  ±  i . 
Lorsque  v  est  ^  a,  la  congruence  proposée  n'est  possible 
que  si  N  est  de  la  forme  8A"  -)- 1 ,  et  on  obtient  facilement 
une  solution  par  des  substitutions  successives.  Il  faut 
remarquer  qu'une  solution  particulière  conduit  à  la  so- 
lution générale.  Car  soit  Xa  une  racine  de  la  proposée, 
celle-ci  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(^-x.)(^  +  =:.)^o     (mod.  2'1; 
d'où  '  ■ 


[  u  étant  deux  indéterminées.  On  tire  de  là 


u  est  arbitraire  et  les  racines  demandées  sont.donoéçâ  par 
la  formule 

a'^dlxj-i-  a'''"'  a     (mod.  2^). 
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ExEKPLE.  —  Soit  la  congraence 

*'-i-i5^o     (mod.  2"), 

la  valeur  x=:i  satisfait  à  la  cODgruence  prise  suivant  le 
module  a*;  on  posera  duuc 


et,  en  substilaant,  il  viendra 

1  +  Xi  +  4-^î  ^  o    (mod.  2'). 

On  voit  que  i  -+■  x,  doit  être  divisible  par  4  «'  on  fe"  en 
conséquence 

^.  =  -"-t-4^.. 

ce  qui  donnera 

I  —  7^:, M-.tSjtJ  ^o     (mod. a'), 
ou 

I  —  731,^0    (mod.  2'); 

cette  dernière  congruence  est  du  premier  degré  et  elle  a 
la  racine  j  j  on  fera  donc 

et  on  en  conclura  jr,  ==  27 ,  x  =  2 1 7 .  Les  racines  de  la 
proposée  seront  ensuite  données  par  la  formule 

«^±217  -h5t2lt, 

qui  comprend  les  quatre  nombres 

217.  395,  729,  807- 

339.  Le  cas  général  de  la  congruence 

x'  — H^o     (mod.  M), 

suivant  un  module' composé  quelconque,  se  ramène  aux 
cas  précédents  par  on  raisonnement  déjà  employé  ;  car  il 
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est  évident  que  tout  no[nl>re  qui  aatisfaîl  à  la  précédeote 

congrueoce  suivant  le  module 


p,  (],  r, . . .  étant  des  nombres  premiers  inégaux,  satisfera 
à  la  même  congruence  suivant  les  modules  p''  ,q'^^r  ,.... 
Ensuite  si  a,  b,  c,,..  désignent  des  racines  de  ces  con- 
.  gruences  respectives,  on  aura  l'une  des  solutions  deman- 
dées, comme  nous  l'avons  dit  an  n"  325,  à  l'occasion 
d'un  cas  semblable,  en  déterminant  le  nombre  x  de 
manière  que  l'on  ait 

x^a  {mad.p'),     x^b  (mod.  y^),     x^c  (mod.  r^),..., 

problème  que  nous  savons  résoudre. 
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CHAPITRE  m. 


PROPRIÉTÉS  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES  D'UNE  VARIABLE, 
BELATIVEHENT  A  VU  UODULE  PREMIER. 


Des  Jonctions  entières  irréductibles ,  suivant  un  module  . 
premier.  » 

340.  Je  me  propose  de  présenter  ici  avec  des  dévelop- 
pements entièrement  nouveaux  une  théorie  importante 
que  j'ai  déjà  exposée  dans  la  pi'écédeoie  édition  de  cet 
ouvrage,  en  me  plaçant  à  un  point  de  vue  un  peu  difTé- 
rent.  Cette  théorie  se  rapporte  CTcIusivement  aux  modules 
premiers;  elle  a  été  l'objet  d'un  Mémoire  présenté  à 
l'Académie  des  Sciences  le  4  décembre  i865. 

Soient  p  un  nombre  premier,  (^  (x)  et  F  (x)  deux  fonc- 
tions entières  de  x  à  coefficients  entiers  ;  si  l'on  peut  trou- 
ver deux  fonctions  entières  ({«(x),  xi-"^)  à  coefficients  en- 
tiers et  qui  soient  tdiçs  que  l'on  ait  identiquement 

/.,>)  + W=r(.)+fzW. 

et,  par  suite, 

■V(*I^W  =  FW     (mod./.), 

noiis  dirons <|«e  la  fonction  F  (x)  est  divisible  par  <f  {x) 
suivant  le  module  p\  ou  qu'elle  est  égale,  suivant  le  mo- 
dule p)  au  produit  des'fonclions  (f  (x),  tp  (x). 

Supposons  qu'une  fonction  entière  (j  (x)  soit  ordonnée 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x  ;  si  tous  les 
coefficients  sont  divisibles  par  p,  la  fonction  sera  nulle 
Kiivant  le  module  p  ;  dans  le  cas  contraire,  soit  a  le  pre- 
nuepdes  coefficients  qui  ne  sont  pas  nuls  siùvant  le  mo- 
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daiep,  on  pourra  trouver  un  entier  et  tel  que 
aa^^i      (mod.  p), 

et  par  conséquent  le  produit  «y{ar)  pourra  se  mettre 
soua  la  forme 

F(j;)  désignant  uae  fonction  entière  dans  laquelle  le 
coefficient  delà  plus  haute  puissance  de  a;  est  l'unité;  on 
peut  évidemment  supposer  que  tous  les  autres  coefficients 
soient  rabaissés  au-dessous  de  p. 

Une  fonction  entière  F(x)  à  coefficients  entiers  sera 
àîte  irréductible  suivant  le  modale  premier  p,  si  elle  n'est 
divisible^  suivant  ce  module,  par  aucune  fonction  entière 
d'un  degré  inférieur  au  sien,  et  si,  en  outre,  le  coefficient 
de  la  pbis  Haute  puissance  de  x  est  égal  à  l'unité. 

341 ..  TsÉCHiMB  I.  —  Si  les  deux  fonctions  <^  (x)  et 
iji  [x)  n'dfînfettent  aucun  diviseur  commun,  suivant  le 
module  premier  p,  on  pourra  trouver  deux  Jonctions 
entières  U  et  V  telles  que  ton  ait  idenliguenwnt 

En  elTet,  désignons  par  a  et  h  les  coefficients  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  dans  if  (x)  et  dans  '^i  (x),  on  pourra 
poser  ■■■'■       ■'■'.  . 

f(x)^aA.     ^{^)^1>R     (Mr/*).-; 

A  et  B  éunt  des  fonction^  entières,  daas  truelles  la  plus 
haute  puissance  de  x  a  pour  eoeffit^eut  L'unité. 

Celïi  posé,  exécutons  sur lies  polynômes  A  et  B  l'opéra- 
tion par  laquelle  on  détefn^ine  lé.  plus  grand  commun 
diviseur,  eu  n^ligeant  les  termes  mulli^ti^  par  p  etai 
ayant  soin  d'ajouter  à  chaque  reste  un  polynôme  de  la 
forme  p^  [x),  choisi  de  manière  qu'après  celte  addition 
le  reste  en  question  soit  divisible  par  le  coefficicst  du 
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terme  le  plus  élevé;  en  outre,  avant  de  prendre  ce  ceste 
pour  diviseur,  nons  supprimerons  le  facteur  commun  à 
tous  ses  termes.  Comme  nous  admettons  que  les  poly- 
nômes Â  et  B  n'ont  point  de  diviseur  commun,  suivant  le 
modale  p,  on  arrivera  nécessairement  à  un  reste  numé- 
rique r„  qui  ne  sera  pas  nul  suivant  le  module  p.  Et,  si 
l'on  suppose,  pour  fixer  les  idées,  cpie  le  degré  de  B  ne 
soit  pas  inférieur  i  celui  de  A,  on  aura  cette  suite  d'éga- 
lités ou  de  congruences  : 

A  =  B  Q, +7-,R,  \ 
B  =  R,Q,  +  r,R,  i 
H,;sR,Qj-f-r,Rj   >   (mwl. />). 


B^.=  R^,  Q„-l-r.    I 

r, ,  Ti, .  .  .,  »■„  sont  des  entiers  qui  ne  sont  pas  nuls  sui- 
vant le  module/7',  et  Bf,K,,. . .,  Q,,  Q,,<.'-.  sont  des 
foncUons  entières  de  x  dans  lesquelles  la  plus  haute  puis- 
sance de  :r  a  pour  coefficient  l'unité.  De  ces  relations  on 
tire 

»-,R,=  A— Q,B  \ 

r,.,R,^(.,-HQ,Q.)B-:Q,A  ( 

etla'demîèi^  deces  relatiolis  aura  évidemment  la  forme 

r,  r,v  ':  '.Q^  MA  —-SB     (mod.  p), 

mn  entières.  Soil  a  le  nomlire  par 
.le  produit  flir,  r^.  ..r„  pour  ob- 
k  à'i  suivant  le  module/);  si  l'on 
;e  précédente  par  abx  et  qu'on 
H,  V  au  Heu  de  oaN,  on  aura 
.■..-.,■..         ,    i=Uy(«)  — V  +  («)     (mod.^), 
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"+/'Z(^)  =  UtW-V+(*), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

342.  Tbéorèiie  II.  —  Si  la  Jonction  entière  F  (x)^ 
irréductible  suivant  le  module  premier  p,  divise,  suivant 
ce  module,  le  produit  y  (x)  <Ji  [x)  des  fonctions  entières 
Eji(x)  elij'  [x),  elle  divisera  l'un  au  moins  des  deux  fac~ 
leurs. 

En  effet,  si  la  foncdon  i^  [x)  n'est  pas  divisible  suivant 
le  module  p  par  la  fonction  F  (x),  comme  celle-ci  est  ir- 
réductible, elle  n'admet  aucun  des  diviseurs  que  ^{x) 
peut  avoir.  On  pourra  donc  trouver  trois  fonctions  en- 
tières P,  Uet  V  telles  que  l'on. ait 

on  a  d'ailleurs,  par  hypothèse, 

f(x)  et  y^  [x)  désignant  des  fonctions  entières,  et  il  vient, 
en  multipliant  les  deux  égalités  précédentes  l'une  par 
l'autre, 


«x)|,w+/,[p,H+vxH]]=FMl/H+,[p/(x)+uzW]|. 

Le  polynôme  F  {x)  divise  dooc  algébriquement  le  pre- 
mier membre  de  l'égalité  précédente.  Or,  par  notre  hy- 
pothèse, ce  polynôme  ne  divise  point.^  (x),  et  il  n'a  ea. 
conséquence  aucun  facteur  commun  avec  ^  [x),  puisqu'il  -' 
est  irréductible  i  donc  il  divise  la  fonction 
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et  on  a 


ou 

,i:r]^V{x)Mx)      [moii.p], 

fi  [x)  étant  une  fonction  entière. 

CoBOLLintE.  —  Si  la  fonction  entière  P  {x),  irréduc- 
tible suivant  le  module  premier  p,  ne  divise  suivant  ce 
module  aucune  des  fonctions  cf,  (j;),  tf,  (a;), . .  .,  ^„(x}, 
elle  ne  peut  diviser  la  fonction 

■       ^[x)=^,[:t).^,(x)...^^{^)-^-px[x) 

congrue  par  rapport  à  p  auproduit  des  fonctions  <fi, 

Cette  proposition  se  déduit  immédiatement  du  théo- 
rème qu'on  vient  d'établir. 

Remarques  sur  la  décomposition  d'une  fonction  entière 
en  facteurs  irréductibles. 

343.  Si  une  fonction  entière  9  (x),  non  congrue  à  zéro 
suivant  le  module  p,  n'est  pas  irréductible,  elle  sera  dé- 
composahle  en  facteurs  irréductibles  ;  en  d'autres  termes, 
on  aura 

F  W  F,  W  F,  (x) . . .  F_,  {:t^)  =  «?  (*)  + /.;t  W. 
F(x],^Fi  (jt),  etc.,  étant  des  poljnàmes  à  coefficients 
eniierà,  irréductibles  suivant  le  module  ^,^(0:)  une  fonc- 
tion entière  et  a  le  nombre  par  leijuel  il  faut  multiplier 
<f  [x)  pour  i^uiré  à  l'unité  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  x. 

Il  résulte  du  corollaire  du  théorème  précédent  que  la 
fanciion  a<f(^)  n'est  décomposable  suivant  le  module  p 
■  qu'en  un  seul  système  de  facteurs  irréductibles  ;  car  sup- 
[posons  que  l'on  ait 
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les  facteurs  F  ety  étant  supposés  irréductibles.  Le  facteur 
irréductible  F  divise  suiyaut  le  module  p  l'un  des  facteurs 
du  premier  membre,  y  par  exemple,  d'après  le  corollaire 
cité,  et  en  conséquence  il  est  congru  à  ce  facteur,  puisque 
celui-ci  est  lui-même  irréductible.  Kemplaçant  doue  y 
par  F4-/';((x},  notre  égalité  prmdra  la  forme 

F//,.,.  =  FF,F....  +  /.zWi 
lafoQcUon  x(^)  ^oî'  être  nécessairement  divisible  par  F, 
et,  en  faisant  la  division,  il  vient 

En  poursuivant  ce  raisonnement,  on  voit  que  les  fac- 
teurs F,  Fi,  Fi,...  sont  respeclivement  égaux  à  f, 
ftifii  ■  -  ■  suivant  le  module  p. 

ZU.  Il  peut  arriver  que  plusieurs  des  facteurs  irré- 
ductibles de  la  fonction  a<f  [x)  = 'P  (x)  soient  égaux 
entre  eux;  dans  ce  cas,  la  fonction  0(x)  a  un  diviseur 
commun  avec  sa  dérivée.  Supposons  que  l'on  ait 

x7x:-...x:;r^*(^)4-/.zW. 

Xi,  X,,. . .,  X„  désignant  des  polynômes  irréductibles 
suivant  le  module  p  et  différents  entre  eux  suivant  ce 
module.  Si  l'on  prend  les  dérivées  des  deux  membres  de 
cette  égalité  et  qu'on  représente  par  Xî  la  dérivée  de  X; , 
on  aura 

x;'~'x;'~'...x;;,"'~'{/ï.x;x,x,...x.+...+n.x;.x,x,..-.x^,) 

si  aucun  des  exposants  n^,  r,,.  . .,  n.  n'est  un  multiple 
de  p^  le  facteur  entre  parenthèses  n'est  divisible,  suivant 
le  module  p^  par  aucun  des  facteurs  irréductibles  X,, 
X],...,X„*,  car  pour  qu'il  fût  divisible  par  X,,  par  exem- 
ple, il  faudrait  que  Xi  divisÂt  l'un  de*  acteurs  dn  pro-  ' 
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X',X,Xj...X«; 
or  cela  est  impossible,  puisque  X,,  Xi, . . .  ,X„sont  irré- 
ductibles et  diSërenls  de  X,,  et  que  le  degré  de  X',  est 
inférieur  à  celui  de  X,.  Le  produit  des  facteurs  irréduc- 
tibles communs  à  4>  (j^)  et  à  sa  dérivée  est  doue 

X*'"'X^"'...X^"^'; 

c'est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces, fonctions, 
stiÎTant  le  module  p,  et  pour  l'obtenir  on  suivra  la  règle 
ordinaire  en  négligeant  dans  chaque  division  les  multiples 
de  p  qui  se  présenteront,  et  en  ayant  soiu  de  ramener  à 
l'unité  le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  de  chaque 
reste,  avant  de  prendre  celui-ci  pour  diviseur, 

Si  l'un  des  exposants,  rii  par  exemple,  est  multiple  de  p, 
le  facteur  X,  entrera  à  la  puissance  ni  dans  le  plus  grand 
commun  diviseur. 

Désignons  par  V,  le  produit  de  ceux  des  facteurs  X, , 
X,,...,  qui  figurent  dans  4>(x)  avec  un  même  expo- 
sant n,,  par  V|  le  produit  de  ceux  qui  ont  l'exposant  n^, 
et  ainsi  de  suite;  on  aura 

et,  paj-  un  raisonnement  identique  à  celui  dont  nous  avons 
fait  usage  au  n°.50,  on  prouvera  que  les  facteurs  Vi,  V„ 
V],.. .  peuvent  être  obtenus  au  moyen  de  simples  divi- 
sions sigébriques. 

Des  fonctions  entières  iTune  variable,  réduites  suivant 
un  module  premier  et  suivant  une  fonction  entière 
inédite fible. 

345.  Si  l'on  divise  «ne  foncti<Mi  entière  0  {x)  par  on 
polynAme  irréductible  F  (x)  d'un  degré  quelconque  v, 
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OD  obtiendra  un  quotient  <f{x)  et  un  reste  qui  pourra 
être  représenté  firf(x)  +  Px{^),f{^)  éuntune  fonc- 
tioo  en^Ai^  du  degré  v  —  i  an  ploa  dans  laquelle  les  coef- 
ficients peaveat  être  pris,  à  volonté,  entre  les  limites  o 

et  p  on  entre  — et  H •  On  aura  ainsi 

^(*)=/(^)+F(x)f(^)+^Z(*). 
on 

La  fonction /(jc)  sera  dite  !a  valeur  réduite  de  S{x), 
suivant  le  module  p  et  suivant  la  fonction  irréduc- 
tible F  {x). 

L'expression  générale  des  fonctions  réduites  est 

cKacun  des  coefficients  a^,  a,,...,  étant  snscepUble  de 
recevoir  p  valeurs  difEérentes,  par  exemple 

o,  ..  2.  3.....  ip-,], 

la  fonction /{jî)  peut  avoir  p'  valeurs  distinctes.  Parmi 
ces  valeurs  il  y  en  a  p  qui  sont  indépendantes  de  la  va- 
riable X,  ce  sont  les  p  nombres 

o,  I.  2,  3,...,  ip-,). 

Théorème.  — Soient  X^,  Xi,...,  X_  m  fonctions 
de  X  réduites,  suivant  le  module  p  et  suivant  la  fonc- 
tion entière  irréductible  F(j;).  Soit  aussi 

^(X}  =  A*X-+A,X"-'+...+A»_,X  + A.    . 

une  fonction  entière  du  degré  m  de  la  variahle  X,  dans 
laquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  de  x. 
Si  les  résultats  de  la  substitutùm  ^  Xj ,  Xi , . .  ■  X.  à  X 
dans  ^(X)  sont  tous  divisibles  par  F  {x)j  suivant  le 
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module  p;  on  aura  itlenliquenient 

^{X)  =  A.{X  — X,)(X— X,)...(X— X"«) 

^el)^  étant  des  fondions  entières,  à  coefficients  entiers, 
Jes  deux  variables  x  et  X. 

En  effet,  regardant  X, ,  Xi , . . . ,  X„  comme  des  iod^- 
lermiDées,  désignons  par  ^,  (X)  et  Rt  le  quotient  et  le 
Teste  de  la  division  de^(X)  parX —  X,;  soient  de  même 
^1  (X)  et  R|  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  ^t  (X) 
parX  —  Xt,  et  ainsi  de  suite;  eu  sorte  que  ^„  (X)  etit. 
exprimeront  le  quotient  et  le  reste  de  la  dernière  division, 
savoir  celle  de  ^__,  {X)  par  X  —  X„ .  Les  égalités 

'        S(X)  =  (X-X,)^.(X)+R„ 

(       J?.(X)  =  {X-X,)^.(X)4-fi„ 

'*  i        

{     ^;^,{X)={X-X„)^,(X)   +  R„ 

donneront,  à  cause  de  ^„  (X)  =r  Ao, 

l^pt)=:B,-4-B4X— X,)4-B.(X— X,)(X  — X0  +  ... 
(a)  +B„(X-X,)...(X-X_.) 

(  +A.(X  — X,)...(X— X„). 

et  si  l'on  remplace  X  successivement  par  Xi,X|,.  ..,X., 
il  viendra 

/rf(X.)  =  R.. 

J#(X,)  =  R.  +  R.fX,-X,), 

'(X,)  =  a.  +  B,(X,-X,)+B.(X.  — X,){X,  — xo, 

I  ^{X,)=  R,  +  R,(X«— X,) +. . . 

-t-B„(X„— X,)...(X,— X^,)- 
Supposons    maintenant  que  Xi,Xi,...|Xm  désignent 
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des  foDcùons  entières  de  x,  réduites  suivant  le  module  p 
et  suivant  la  fonction  irréductible  F(3:).  Si  ces  fonctions 
sontdistiuctes,  aucune  de  leurs  différences  deux  à  deux 
ne  pouna  èlre  divisible  par  F  [x),  suivant  le  module  p, 
et  comme  les  premiers  membres  des  formules  (3)  le  sont, 
par  hypothèse,  les  polynàmesB,,  Bi,. ..,  Raseront  eu»- 
mëmes  divisibles  par  F  (o:),  suivant  te  raodule./r.  Alors 
la  formule  (2)  prendra  la  forme 

j!*(X)  =  A.(X-X,)...(X-X.) 

conformément  à  l'énoncé  du  théorème. 

Corollaire. — 6'oiï/{X)  une  fonction  entière  des  deux 
variables  X  et  x,  du  degré  m,  par  rapport  à  X,  et  dans 
laquelle  le  coefficient  de  X"  n'est  pas  divisible,  suivant 
le  module  p,  par  la  Jonction  irréductible  F  (x);  si  l'on 
subsÙtue  successivement  à  X  les  p'  fonctions  de  x  ré- 
duites suivant  le  module  p  et  suivant  la  fonction  F  (x), 
parmi  les  p"  résultats  obtenus  il'j  en  aura  m  au  plus 
qui  seront  divisibles  par  V  {x)  suivant  le  module  p. 

En  e&êt,  supposons  les  m  fonctions  de  x 
X,,  X,,...,  x„ 
réduites,  suivant  le  module^  et  suivant  la  fonction  F  (x), 
telles  que 

soient  divisibles  \  Drs  la 
formule  (4)  aura  rem- 
place X  par  une  :  ie  X| , 
Xt).  ■  -^X^,  on  a 
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Or,  F(x)  ne  peut  diviser  suivant  le  module  p  le  pro- 
duit des  différences  X,^,  —  X|,X„^.l — X,,...,  donc 
j(X„^,  ]  n'est  pas  divisible,  suivant  le  module,  par  le 
poljuôme  F(x). 

Propriétés  fondamentales  des  polynômes  iiréduclihïes 
suivant  un  modtde  premier. 

346.  Théokêhe  I.  —  Tout  polynôme  F  (x)  à  coeffi- 
cienis  entiers  et  du  degré  v,  irréductible  suivant  le 
module  premier  p,  divise,  suivant  ce  module,  la  Jonc- 
tion a:'"" — .X. 

L'expression  générale  des  fonctions  .entières  de  x,  ré- 
duites suivant  le  module^  et  suivant  la  fonction  irré- 
ductible F(x),  est 

iio,a,,. .  .,  a^^,  étant  des  entiers  compris  entre  o  et 

p—i,  on  entre — ~ et  + •  L'une  de  ces  fono- 

'^        '  2  1 

lions  est  nulle,  nous  en  ferons  abstraction  et  nous  dési- 
gnerons par . 
[i)  X,,  X,.  X,,.--,  X^v,, 

le  zéro. 

fonction  entière 
le  module^,  et 
.)p.r/(l),»- 

,  suivant  le  mo- 
'  (x),  puisque  les 
pas  ce  diviseur: 
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la  différence  de  deux  termes  de  la  suite  (a)  ne  peut  elle- 
même  être  divisible  par  F  (x),  suivant  le  module  />,  car 
cette  différence  est  évidemment  un  terme  de  la  suite  (a).  . 
Si  donc  on  prend  les  valeurs  réduites  des  produits  (a), 
suivant  le  modale  p  et  suivant  le  polynôme  irréducti- 
ble F  (x),  ces  valeurs  seront  distinctes  et  aucune  d'elles 
ne  sera  zéro  ;  en  conséquence,  elles  coïncideront,  abstrac- 
tion faite  de  l'ordre,  avec  les  termes  de  la  suite  (i).  Il 
résulte  de  là  qu'il  existe  entre  les  fonctions  de  la  suite  (a) 
et  leurs  correspondantes  de  la  suite  (i)  p" — i  cod- 
gruences  de  la  forme 

X-/(:r)^X.+  F(:r)ç(*)      (mod./,), 

et  si  l'on  multiplie  entre  elles  toutes  ces  congruences,  il 
viendra 

X,X,...X,._,[/{^)'''-'-i]=F(:t)ç(x)    (mod./,), 

f  (x]  étant  une  fonction  entière.  Le  produit  XtXi...Xp'_, 
n'est  pas  divisible  par  F  (x),  suivant  le  module  p,  donc 
on  a 

(3)  /(*)i'--'-.  =  F(*)T(:t)     (mod.;>). 
on,  en  multipliant  par_/'(x), 

(4)  /{^)^'-/{x)^F(x),(^)     {mod.p). 

Nous  avons  supposé  la  fonction_/"{x)  non  divîsîble'parF{x), 
suivant  le  module  ;;,  mais  il  est  évident  que  la  formule  (4) 
subsiste  quand^(x)  est  un  multiple  de  F  (x). 

La  formule  (4)  ayant  lieu,  quelle  qrie  soit  la  foucUon 
emière/(x),  prenons /(x)  =x,  il  viendra 

(5)  «'''~*  =  F(a:)y(jr)      [mod.p], 
ce  qui  démontre  le  ibéorème  énoncé. 
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347.  Leuhe. —  Soient  f{x)  une  fonction  entière  de 
la  variable  je,  p  itn  nombre  premier  et  n  un  nombre 
entier  quelconque  ;  on  a 

/(••'■)=[/(')i'"+M(^). 

X(^)  désignant  une  Jonction  entière.  ' 

Soit 

f{x)  =  a,-t-a,j--i-a,x'-h...  +  a„.ir-; 

la  puissance  p''°"  de  f{~c)  renfermera  d'abord  les  puis- 
sances/>'*'""  des  diâ'érents  lermes  ;  elle  renfermera  en  outre 
d'antres  termes  contenant  certaines  puissances  de  pin- 
ceurs termes  def(x)^  le  coefficient  de  l'un  quelconque 
de  ces  derniers  termes  aura  la  forme 


Çi,^, ,. .  .,qt  étant  des  nombres  inférieurs  k  p;  ce  coeffi- 
cient est  donc  divisible  par  p  et  l'oh  a 

vMi'+pxi'>=<+ ''y  *<'"+■  ■■<'"■■ 

mais,  par  le  théorème  de  Fermât,  on  a 

af^a     (mod.^); 
donc 

on         ; 

fX^\  étant  une  fonction  entière. 
Si  l'on  écrit  x^~'  au  Heu  dc-or,  il  vient 

/UO  =  [/U'-'*"')]'"-H/'Z('). 
X(x)  désignant  ici  une  nouTelle  fonction  entière.  Cela 
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posé,  admettons  que  l'on  ait 

en  élevant  cette  égalité  k  la  puissance  p,  et  ayant  égard  à 
la  précédente,  il  vient 

Donc,  si  cette  dernière  égalité  a  lieu  pour  une  valeur  de 
i'esposant  n,  elle  a  lieu  pour  la  valeur  iinaiédiateoient 
supérieure  ;  d'ailleurs  elle  a  été  démontrée  pour  n  =  i , 
donc  elle  est  générale. 

348.  .Tbéorème  II. —  Une  fond  ion  entière  ¥  (x)  du 
degré  v,  irréduclible  suivant  le  module  premier  p,  ne 
divise  la  fonction  x^'  —  x,  suivant  ce  même  module, 
que  dans  le  cas  oit  ft  est  un  multiple  de  v. 

Je  dis  en  premier  lieu  que  si  l'on  a  fx  -<  v,  la  fonc- 
tion xi^ — X  n'est  pas  divisible  par  F  [x)  suivant  le  mo- 
dnle  Pf  c'est-à-dire  qu'on  ne  peut  avoir 

f  (x)  et  y_  [x)  étant  des  polynâmes  à  coefficients  entiers. 
Admettons,  en  effet,  qne  cette  égalité  (i)  ait  lieu,  et  po- 

/■(3:)=:a, -Hfl,  a:-(-a,*'-4-.  .  .-ha^_,  j;"~' j 

at,a,,. . .,  étant  des  entiers  quelconques  compris  entres 
eip —  I.  On  aura,  d'après  le  temmequi  piécède, 

Xi  [x)  étant  une  fonction  entière,  et  si,  dans  le  second 
membre  de  cette  identité,  on  remplace  x''  par  la  va- 
\eiir  X -h  F  {x)  r^  (x) -h px  (^)  tirée  de  la   formule  (i). 
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il  est  évident  que  ce  second  membre  prendra  l»  forme 

/(:r)+F(^)*(x)-H;,T(x), 
■^elYéianl  des  polynômes  à  coefficients  entiers;  on  aura 
donc 

W  [/W]'''-/W=F(«)4(x)+;.TW. 

II  résulte  de  celle  formule  (2)  que  si,  dans  la  fonction 


<]uî  est  du  degré  p'',  on  remplace  X' par  chacune  des  p' 
fonctions  réduites  suivant  le  module  p  et  la  fonction  F(x), 
on  obtient  p"  résultats  qui  sont  tous  divisibles  parF{x), 
suivant  le  module  p.  Or,  cela  est  impossible  (n"  345) 
sifi<^  v;  donc  la  formule  (■)  ne  peut  avoir  lieu  dans  ce 
cas. 

Je  dis,  en  second  Heu,  que  la  formule  (i)  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  ^  est  divisible  par  v.  En  effet,  soit  ç  le  quo- 
tient et  rie  reste  <1e  la  division  de  i^  par  v,  en  sorte  qu'on 


D'après  le  théorème  I  {u°  3iG),  F  [x)  divise,  suivant  le 
module  p,  la  fonction 

XP" ^  X  =:  xlxl''-'  —  ij, 

■et  celle-ci  divise  algébriquement 

nultiple  de  p" — I.  Donc 

le  module  p,  par  F(x). 

■  —  X  est  elle-même 

^nodulep;  donc  il  en  sera 
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d'après  le  lemme  du  n"  347,  cette  dilTëreDce  est  congrue^ 
suivant  le  module  p,  à  la  puissance 

et  cette  puissance  ne  peat  être  divisible  par  F  {x)  suivant 
le  module  p,  à  moins  que 


ne  le  soît  elle-même.  Or,  cela  ne  peut  être,  comme  on. 
l'a  vu  plus  Uaul,  que  si  r  ^  o,  puisque  r  est  inférieur  à  v. 

Détermination  du  nombiv  des  /onctions    entières   dtt 
degré  V  irréductibles  suivant  un  module  premier  p, 

3i9.  Nous  sommes  acluellenient  en  mesure  d'établir 
qu'il  existe,  dans  chaque  degré  v,  des  fonctions  entières 
irréductibles  suivant  un  module  premier^;  il  est  même 
facile,  comme  on  va  le  voir,  de  déterminer  le  nombre  de- 
ces  fonctions. 

Considérons  la  fonction  j;'' — x,  et  supposons-la  dé- 
composée en  facteurs  irréductibles  suivant  le  module- 
premier  p,  de  manière  qu'on  ait 

F(^)F.{x)F,(x}...=r.r;'-'-x-l-/.x('), 

F(x),'Fi(x),  Fj(x},  etc.,  étant  des  fonctions  entières 
irréductibles  suivant  le  module  p,  et  ^  (x)  une  fonction 
entière  quelcon<]uc. 

Deux  des  facteurs  F,  F,,  F„  etc.,  ne  sauraient  èlro 
égaux  entre  eux,  puisque  la  fonction  xi"  —  x  n'a  aucun 
facteur  commun  avec  sa  dérivée.  En  outre,  les  dévelop- 
pements que  nous  avons  présentés  plus  haut  conduisent 
aux  conséquences  suivantes  : 

t"  Toute  fonction  entière  de  degré  n,  irréductible  sui- 
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vaDt  le  module  premier  p,  fait  partie  de  la  suite  F  (x)^ 
F,{j:),  F,(:t:),  etc.; 

3°  Le  degré  de  l'une  (quelconque  des  fonctions  de  cette 
suite  est  égal  à  u  ou  à  uc  diviseur  de  v; 

3"  Celles  des  fonctions  F  (x),F,{a:),  F,  (x),  etc.,  dont 
le  degré  est  un  diviseur  (x  de  v  inférieur  à  v,  sont  divi- 
seurs, suivant  le  module  p,  de  la  fonction  jC  — x. 

Il  résulte  <Je  là  que  si  l'on  divise  la  fonction  x''  — x, 
suivant  le  module  ^,  parle  produit  de  toutes  les  fonctions 
irréductibles  qui  divisent  l'une  des  fonctions  x'"'' — x,  où 
fitest  un  diviseur  de  v,  on  obtiendra  un  quotient  V  qui 
sera  le  produit  de  toutes  les  fonctions  entières  de  degré  v, 
irréductibles  suivant  le  module  p. 

Par  exemple,  si  v  est  un  nombre  premier,  les  facieurs 
irréductibles  de  x^  — x  sont  tous  du  degré  v  ou  du 
degré  i  ;  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  est 
x(x  —  t){x —  a), .  .(r  —  p  M-i),  ou  x^ — x.  Ou  aura 
donc,  dans  ce  cas, 

a:/'  —  a;' 

led^rédeV  est  ici  p' — p;  par  conséquent,  le  nombre  îi 
des  fonctions  entières  d'un  degré  premier  v,  irréductibles 
luifanl  un  module  premier  p,  est 

Passons  maintenant  au  cas  général  t  soit 


es  premiers  inégaux,  et 
i  quelconques.  Pour  abré- 
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ger  l'écnture,  je  poserai,  quel  que  soit  l'entier  / 

et  je  ferai  en  outre 

la  fonction  Xi.sera  ainsi  le  produit  de 


symboles  [  j,  et  les  dénominateurs  des  arguments  de  ces 
symboles  seront  les  produils  k  à  h  des  m  nombres  </,, 
4^1, ..  .  ,(/„.  Cela  posé,  je  dis  que  Ton  aura 
XX,X.X...- 
~    X,X,Xi... 

Concevons  que  le  numéraieur  et  le  dénominateur  de 
cette  expression  aient  été  décomposés  en  facteurs  irré- 
ductibles, et  désignons  par  F  {x)  l'un  de  ces  facteurs. 
Si  F  {x)  est  du  degré  v,  il  ne  .figurera  que  dans  X  -,  par 
suite  il  aura  l'esposant  i  dans  le  numérateur  de  l'expres- 
sion précédenle,  et  le  degré  zéro  dans  le  dénominateur, 

Supposons  que  le  degré  ft  de  F  (x)  soit  inférieur  à  v; 
quelc[ues-uns  des  facteurs  premiers  «j  entreront  dans  v  au 
moins  une  fois  de  plus  que  dans  fi.\  si  l'on  désigne  par 
?i)  (/t<-  ■  •,  ç,  ces  facteurs,  dont  le  nombre  s  peut  se  ré- 
duire à  I ,  le  deeré  u  divisera ,  mais  il  ne  divisera 

q,q,...q. 

paslcquoticntdcv  par  un  nouveau  facteur  9,  telqueç,^|. 
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Le  facteur  irréductible  F  {x)  figure  dana  X  à  la  pre- 
mière puissance;  cherchons  généralement  avec  quel  expo- 
sant il  se  trouve  dans  Xj.  Si  l'on  a  k'^s,\a.  ftmction  Xi 
ne  couiient  pas  le  facienr  F  (x)  ;  mais  si  l'on  a  A  <  j  on 
A  ^  5,  il  est  évident  que  Xj  contiendra  autant  de  facteurs 
<%aux  à  F  (x)  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  des  com- 
binaisons de  5  lettres  prises  h  à  h,  nombre  qui  a  pour 


valeur 

rateur  et  le  dénominateur  de  l'expression  précédente 
contiendrontle  facteur  F  (j;)  avec  des  exposants  qnî  seront 
respectivement  égaux  à' 


^(^-■)  ^  /(^-■)(^-a)(.< 


-a+... 


I  1.3.3  1.2.3.4.5 

Mais  ces  deux  nombres  sont  égaux,  car  leur  différence  est 
évidemment  égale  à  (i  —  t)'  ou  à  zéro.  Donc  le  numéra- 
teur de  notre  expression  est  divisible,  suivant  le  module  p, 
parle  dénominateur,  elle  quotient  de  la  division  est  bien 
égal  au  produit  V  de  toutes  les  fonctions  entières  de  de- 
gré V,  irréductibles  suivant  le  module  p. 

n  convient  au  reste  de  remarquer  que  le  numérateur 
de  l'expression  de  V  est  algébriquement  divisible  par  le 
dénominateur;  et,  pour  démontrer  ce  fait,  il  suffit  de  re- 
produire le  raisonnement  dont  nous  venons  de  faire  usage, 
en  représentant  toujours  par  f*  un  diviseur  de  v  et  en 
substituant  au  polyn6meF(x)  de  degré  y.  l'un  des  facteurs 

linéaires  qui  divisent  algébriquement  x''  — x,  mais  qui 

ne  divisent  pas  x'''^ —  x,  f(,  éunt  <;/n. 


3,a,i,;t!dbïGoogIe 


l4o  COUKS  D'ALOàBRE    STJPiKIEURE. 

Le  degré  du  polynôme  V  peut  être  représenté  par 


,._2,'.+2?':'-—-+(-')-'2f '■'■■■■'-+(— 1" '■'''■;■ 

et,  puisque  ce  po1ya6me  est  le  produit  de  toutes  les  N 
fonctions  entières  de  degré  v,  irréductibles  suivant  lé 
module  p,  on  aura 

;,._2,'"+2,ïs;_...+(_,)-,2,-'.-'-,+(-,)-p'':ï^ 


350.  On  peut  conclure  de  la  formule  précédente  deux 
limites  très-simples  du  nombre  ]V  des  congruences  irré- 
ductibles de  degré  w,  suivant  le  module  premier  p.  Effec- 
tivement, en  partant  de  la  formule 


'■=H)(-^)-(-^)^ 


,(,__L\/,_4\..7,_j_\!!:Uîei? 


la  caractéristique  log  exprimant  des  logarithmes  népé- 
On  conclut  d'abord  de  cette  formule 

'•<(-:)^'*(-j)'-^'-(-5)^— 
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i.a.3 


K> 


?(")  P"—/' 


<f  (u)  âësignant  la  totalité  des  nombres  premiers  et  infé- 
rieurs k  y.  Chacune  des  limites  que  noas  venons  de 
trouver  exprime  la  valeur  de  N  quaod  v  est  un  nombre 
premier. 

Sur  la  décomposition  d'une  Jonction  entière  donnée, 
en  Jacleurs  irréductibles  suivant  un  module  premier. 

351.  S'il  s'agit  de  décomposer  une  fouction  donnée 
^(x)  en  facteurs  irréductibles  saivant  le  module  pre- 
mier pf  OQ  devra  d'abord  chercher  si  cette  fonction  a  des 
diviseurs  multiples;  car  si  elle  en  admet,  elle  sera  de  la 
forme 

0{a)  (B  V^'  v;*  V;*. .  •     {mod.  p), 

^1 1  Vf  »  •  •  •  étant  des  fonctions  entières  qui  n'admettent 
que  des  facteurs  simples  etque  l'on  peut  obtenir  {n°344) 
par  de  simples  divisions  algébriques. 

La  question  est  donc  ramenée  au  cas  on  ^{x)  n^a  que 
des  facteurs  simples  ;  alors  celte  fonction  et  sa  dérivée 
n'ont  aucun  diviseur  commun,  suivant  le  module  p. 

Cela  posé,  un  aura  le  produit  des  facteurs  irréductibles 
du  premier  degré  de  ^{x)  en  cherchant  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  polyndmes  ^(x)  et  x/  —  x;  désl- 
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gnoDS  par  P,  ce  plus  grand  commun  diviseur  qui  peuL 
se  réduire  à  l'unité  et  posons 

^,(x)  étant  une  fonction  entière. 

On  aura  de  même  le  produit  des  facteurs  irréductibles 
du  deuxième  degré  de  ^(x)  ou  de  ^i  (x) ,  en  chercliant  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  ^i{x)  et 
x'''  —  X,  et  si  Pj  désigne  ce  plus  grand  commun  diviseur, 
lequel  peut  encore  être  égal  à  i,  oU  aura 
^,{x]^Vj,{x]     {mod.p), 

^t(x)  étant. une  fonction  eutière. 

Pareillemeui,  le  plus  grand  commun  diviseur  Pt  des 
fonctions  ^t(x)  et  xf"^  —  x  donnera,  s'il  ne  se  réduit  pas 
à  I,  le  produit  des  diviseurs  du  troisième  degré;  on  aura 

^,(i)^P,^,(ï^)     {laoA.p), 

et  ainsi  de  suite.  Il  est  évident  qu'en  continuant  ainsi  on 
trouvera  nécessairement  une  fonction  ^„(x)  qui.se  ré- 
■dnira  à  l'unité,  et  l'on  aura 

â{x)^e,  P,Pj, .  .P„    {moà.p}. 

il  reste,  pour  achever  la  solution,  à  décomposer  chacun 
des  polynômes  P^,  en  facteurs  irréductibles  du  degré  v. 
Pour  cela,  la  méthode  la  plus  générale  consiste  à  eS^tuer 
la  division  du  polynôme  P^  par  la  fonction 

dans  laquelle  les  coeiiQcients  sont  indéterminés,  et  à  ex- 
primer que  les  v  termes  du  reste  sont  congrus  à  zéro  sui- 
vant le  module  p.  On  obtiendra  ainsi  ua  système  de  v 
Gongrûences  au  moyen  desquelles  on  pourra  déterminer 
les  V  coefficients  A|,  A»,. .  ■,  A,.  Si  fxv  désigne  le  degré 
.de  la  fonction  P»,  il  est  évident  que  le  système  de  con- 
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graences  dont  il  vient  d'être  (juestion  admellra fA syslèmas 
de  solutions  qui  répondront  respectivement  aux  f(  poly- 
nômes irréductibles  de  degré  v  dont  le  produit  est  égal 
à'P„. 

Le  problème  dont  nous  venons  de  nous  occuper  com- 
prend comme  cas  particulier  celui  qui  a  pour  objet  la 
rechercbe  de  toutes  les  fonctions  entières  de  degré  v,  irré- 
ductibles suivant  le  module  p.  On  tombe  eiTectivement 
surcedernierpi'obtènie,en  supposant  dans  ce  qui  précède 


Classification  des  fonctions  entièivs  de  degré  v  irréduc- 
tibles suivant  le  module  premier  p. 

352.  Soit  n  un  diviseur  de  p"  —  i,  la  fonction  x"  —  i 
divisera  a:*' ~' — i  ou  x*"  — x;  si  donc  on  la  décom- 
pose en  facteurs  irréductibles,  suivant  le  module  p,  en 
sorte  qu'on  ait 

X(x)  étant  une  fonction  entière,  les  fonctions  F(jr), 
Fi  (x) ....  feront  partie  de  la  suite  des  facteurs  irréduc- 
tibles de  x''  —  X,  et  en  conséquence  leur  d^ré  sera  égal 
à  V  ou  à  un  diviseur  de  v. 

Si  F(-c)  est  une  fonction  entière  du  degré  v,  irréduc- 
tible suivant  le  module^,  et  que  n  représente  le  plus  petit 
nombre  tel  quex" —  i  soîl  divisible  par  F(x)  suivant  le 
module  p,  je  dirai  que  la  Jonction  F(x)  appartient  à 
l'exposant  n.  11  est  évident  que  n  est  un  diviseur  de 
p"  —  I,  car  F{x)  divisknt,  suivant  le  module  p,  les  deux 
fonctions  x''"'^  —  i  et  x"  —  I,  elle  divisera  aussi  x^  —  i, 
si  l'on  désigne  par  9  te  plus  grand  commun  diviseur  des 
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nombres  p*  —  i  el  «,  et  puisque  F(x)  appartient  à  l'ex- 
posant R,  il  est  nécessaire  que  l'on  ait  0  =  n.  On  voit 
aussi  que  n  doit  être  un  diviseur  propre  à  p*  —  i ,  c'e|l- 
à-direque  nne  peut  diviser  p''  —  i  si  ftest  <v;  car  s'il 
«notait  autrement,  x"  —  i  serait  un  diviseur  de a?*^"'  —  i 
et  cette  dernière  fonction  serait  par  suite  divisible  par 
F{x)  suivant  le  module  p,  ce  qui  est  impossible  dans 
l'hypothèse  de  f*  <  w . 

Cela  posé,  nous  nous  proposons  de  déterminer  le 
nombre  des  fonctions  entières  de  degré  v,  irréductibles 
suivant  le  module  premier  p,  et  qui  appartiennent  à  l'ex- 
^  posant  n  diviseur  propre  de  p* — ii. 

Le  nombre  n  étant  décomposé  en  facteurs  premiers, 
soit 

<Jiy  ?!>■■■>  <Jm  étant  des  nombres  premiers  inégaux; 
posons  aussi. 

r:{ii,)(i-.)...u-.), 

x,=(x^-.)U"^-.)...UCX-,), 


1. 

fonction 

Xi 

jora, 

comme  on  vo 

lit, 

le   produit 

de 

^ 

"-''••■ 

|,»- 

-*  + 

-'  facteurs  qui 

se 

déduiront 

de 

I  en  prenant  pour  $t  les  produits  k  i  k  des  facteurs 
, . . . ,  f  „.  Si  l'on  désigne  enfin  par  V  le  produit  de 
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toutes  les  fonctions  entières  de  degré  v,  irréductibles  sui- 
vant le  module  p,  et  qui  appartiennent  à  l'exposant  n,  je 
dis  que  l'on  aura 

•         xx.x,x.... 
x,x,x,... 

Pour  justifier  cette  assertion,  nous  emploierons  un  rai- 
sonnement semblable  à  celui  dont  nous  avons  fait  usage 
au  a"  349.  Les  deux  termes  de  l'expression  de  V  étant 
décomposés  en  facteurs  irréductibles,  soit  F(x)  l'un  de 
ces  facteui^}  si  la  fonction  F(x)  appartient  à  l'expo- 
iant  n,  elle  ne  figurera  que  dans  Xjea  conséquence,  elle 
aura  l'exposant  i  au  numérateur  de  V  et  l'exposant  zéro 
au  dénominateur.  Si  la  fonction  F(:t;)  appartient  à  un 
exposant  m  inférieur  k  n,m  divisera  les  quotients  obtenus  '* 
ea divisant  n  par  quelques-uns  des  facteurs  q,  tji,  tj± ,...,  q, 
par  exemple;  le  facteur  F(j:)  figure  dans  X  à  la  pre- 
mière puissance;  il  ne  figure  point  dans  X^  si  l'on 
ik'^s;  mais  si  l'on*  k<^s,  F{x)  entrera  dansX^  avec 

l'exposant -^-^ 7 qui  est  égal  an  nombre 

des  combinaisons  de  s  lettres  prises  h  kk.  U  résulte  de 
là  que  quand  on  aura  simplifié  l'expressiôu  de  V,  le  fac- 
teur F(;r)  aura  l'exposant 

et,  en  conséquence,  la  fonction  V  est  égale  au  produit  de 
toutes  les  fonctions  irréductibles  de  degré  v  qui  appar- 
tiennent à  l'exposant  n  ;  nous  désignerons  par  N  le  nombre 
de  ces  fonctions. 
■Le  degré  de  la  fonction  V  e&l  • 


■-)  +  (- 
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OU 

on  aura  donc 

■'=^(-i)(-i)-(-i)- 

ou 

en  désignant  par  <f  (n)  le  nombre  des  entiers  inférieurs 
à  n  et  premiers  à  n. 

Si  n  est  un  nombre  premier,  la  formule  précédente  se 
réduit  à 

et  l'on  en  lire 

d'où  il  résulte  que  tout  nombre  premier,  diviseur  propre 
à  p"  —  I ,  est  de  la  forme  A'v  + 1 ,  ce  qui  rentre  dans  un 
tbéorème  dû  i  Enler.  * 

353.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  fonctions 
entières  de-degré  V,  irréductibles  suivant  leroodurep,  se 
partagent  naturellement  en  plusieurs  classes,  d'après 
l'exposant  auquel  elles  appartiennent.  L'une  de  ces  classes 
comprend  les  fonctions  qui  appartiennent  à  l'eftposant 
p"  —  !  et  qui  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie 
que  nous  exposons  ;  on  a,  par  exemple,  la  propriété  remar- 
quable comprise  dans  le  théorème  suivant: 

TatonÈifE.  —  Si  F  ( j:]  désigne  une  Jonction  de 
degré  4,  tFréductihîe  suivant  le  modulep,  et  apparlenant 
à  l'exposant  p'  —  i,  on  obtiendra  les  p'  —  i  Jonctions 
entières  de  degré  v  —  i  distinctes  suivant  le  module  p. 
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en  prenaiU  les  restes  de  la  division  par  F  (x)  des  puis- 

X,  x',  x", . . . ,  3#*— '. 
En  effet,  deux  de  ces  puissances,  jf  et  x**™,  divisées 
parF(x),  ne  peuvent  donner  des  restes  de  degré  v — i 
congrus  suivant  le  module  p  ;  car  autrement  l'expresdùon 

«-+*  —  *-    ou    i-  («"  —  i) 
serait  divisible  par  F  (x)  suivant  le  module  p,  et  il  en 
serait  de  même  de  x"  —  i  :  or  cela  est  impossible,  puisque 
n  est  moindre  que  l'exposant  p'  —  i  auquel  appartient 

rw- 

35i.  J'indiquerai  ici  une  conséquence  assez  renwr- 
quable  de  la  théorie  que  nous  venons  d'exposer  et  qui  con- 
nsie  dans  la  proposition  suivante  : 

Thëobèue.  —  Si  n  est  un  nombre  premier,  que  a 
soit  une  racine  primitive  de  n,  et  que  h  module  p  soit  de 
la  forme  a  +  fin.  Injonction 


sera  irréductible  suivant  le  modale  p. 

En  efTet,  n  est  un  nombre  premier  ;  il  est  d'ailleurs  di- 
viseur propre  à/)"~'  —  I ,  puisque  p  ^  in  est  une  racine 
primitive  de  n;  donc  le  nombre  des  facteurs  irréduc- 

liblesdeV,  suivant  le  module;),  est  ici  égal  à  - — -  ouà  i. 

CoBOLLAiitB.  —  Si  n  est  premier,  la  Jonction 

ett  ALGtBRiQtrEKEKT  irréductible. 

En  effet,  soit  a  une  racine  primitive  de  n.  L'illustre 
Lejeune-DiricUet  approuvé  que  la  progression  arithmé- 
Éfpe 

a,  «-»-«,  a-f-at,  «-t-3«,.... 
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reuTonue  une  infiDUé  de  nombres  premiers.  Soit 

l'un  de  ces  nombres  premiers;  la  fonction  est 

îrréduclibte  suivant  le  module  j»;  donc,  à  plus  forte  rai- 
son, elle  est  irréductible  algébriquement. 

Comparaison  âes  fonctions  entières  irréductibles  suivant 
le  module  p,  qui  appartiennent  à  des  exposants  forâ- 
mes des  mêmes  facteurs  premiers, 

355.  Lorsque  n  est  divisible  par  le  module  p^  si  l'on 
fait  n  =  pn',  on  aura 

j"  _  I  =  (x"'  —  i)f     (mod.  p), 

en  sorte  que  la  fonction  x"^i  est  ramenée  à.  x!^  —  i . 

Nous  supposerons  que  n  n'est  pas  divisible  par  ^;  alors 
si  l'on  désigne  par  v  le  plus  petit  nombre  tel,  que  p"  —  i 
soit  divisible  par  n,  la  fonction  x"  —  i  divisera  x''  — x 
suivant  le  module  p  et  chacun  de  ses  facteurs  irréduc- 
tibles sera,  comme  on  l'a  vu,  d'un  degré  égal  à  y  ou  à  un 
diviseur  de  v.  Mais  ceux  de  ces  facteurs  qui  appartiennent 
à  l'exposant  n  sont  tous  du  degré  v,  et  nous  avons  vu  que 

leur  nombre  est  égal  à.^ — U  f  ayant  la  signification  ha- 
bituelle. 

Cela  posé,  désignons  par  ^  le  plus  petit  nombre,  tel 
que  p''  —  I  soit  divisible  par  chacun  des  facteurs  pre- 
miers qui  divisent  n,  il  est  évident  que  v  sera  un  muUipfe 
de  it;  car  soit  v  =  (*^  +  r;  les  facteurs  premiers  de  n 
divisent  par  hypothèse /»'*'"'■''  —  i  et^''*  —  i  qui  est  un 
multiple  de  ;>''  —  i;  ils  divistnt  par  suite  la  dififërence 
pM-i-''  — ,  pM  ny  pM  (pf^  __  |J_  Mais  cela  est  impossible,  k 
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moins  que  r  ne  soit  mil,  puisque  r  est  <^  u  ^  àaac  «m  a 

Soit  — -z —  le  plus  grand  commun  dî^seur  des  nombres  n 
eip'"—  i;  si  l'on  fait 

Xetd  seront  premiers  entre  eux  ;  on  aura-  ensuite 

et,  comme  le  premier  membre  de  celte  formule  est  un 

nombre  entier,  7.  sera  un  diviseur  de  — 
P'' 
à  la  puissance  g  l'identité 

p/*=. +  (/,"-,}, 
il  Tient 


■l)...{ç-i-i-t) 


^(/^-ir+..., 


\  1.2. ..X 

expression  qui  doit  être  divisible  pJErf  ^. 

Désignons  par  $  un  facteur  premier  de  X,  et  soit  S"  la 
plus  Laute  puissance  de  6  contenue  dans  X.  Comme  $ 
Mt  un  diviseur  de  net,  par  suite,  de;»''  —  i,on  voit,  pai 
U  formule  (4),  qu'il  est  aussi  un  diviseur  de  ç;  mais  je 
di»  en  outre  que  si  9  n'est  pas  égal  à  a,  chacun  des  termes 
de  l'esprefsion  (4)  à  partir  du  deuxième  renferme  une 
puissance  plus  élevée  de  0  que  le  premier  terme.  En  eSet, 
le  rapport  du  terme  général  au  premier  terme  peut  être 
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tnù  sons  il  forme  d'an  produit  de  trois  bctears,  saToir 

(^)"-".'.i:'.'[.lV'""x(^rx^' 

les  deux  premiers  facteurs  sont  des  nombres  entiers 
ipUDL  au  troisième  facteur,  H  est  supérieur  à 

■  +  '*-'"-'  .ij  .+"-)"-", 

par  suite,  supérieur  à  i,  quand  9  est  ^  a,  puisque  k  est 
tu  moins  égal  à  3  ;  la  fraction  irréductible  égale  à  -7- 
renferme  donc  le  facteur  6  à  son  numérateur.  Le  premier 
membre  de  la  formnle  (4)  étant  divisible  par  6*,  par  hy- 
pothèse, il  faut,  d'après  ce  qui  précède,  que  ç  soit  divi- 
^ble  (jar  S". 

Si  donc  X  est  un  nombre  impair,  g  sera  divisible  par  X. 
Réciproquement,  si  q  est  divisible  par  X,  l'expression  (4) 
l'est  évidemment  elle-même,  et  en  conséquence  le  pre- 
mier membre  de  la  formule  (3)  est  un  nombre  entier.  On 
voit  alors  qne  v  étant  le  plus  petit  nombre  tel,  que  p"  —  i 
soit  divisible  par  n,  on  doit  avoir  f=:Xetj  par  suite, 
(6)  ,  =  V. 

Examinons  s'il  y  a  lieu  de  modifier  cette  conclusion 
quand  X  est  pair.  D'abord,  si  X  est  double  d'un  impair, 
l'expression  (4)  doit  être  divisible  par  3,  ce  qui  exige 
que  g  le  soît  aussi  ;  donc,  pour  que  l'expression  (3)  soit 
un  nombre  entier,  il  est  encore  nécessaire  et  suffisant 
lue  g  soit  un  multiple  de  X,  et  la  formule  (6)  subsiste. 

Supposons  donc  que  X  soit  divisible  par  nne  puissance 

de  2  supéiienre  à  la  première.  Quand  on  fait  0=2,  dans 

-  .       2*-' 

l'expression  (5),  le  troisième  fatleur  devient  —r-  ;  îl  n'est 

jamais  inférieur  à  i,  car  A  est  au  moins  ^al  à  a,  mais  il 
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le  rMoit  &  i  pour  A  =  a,  et  alors  il  peut  armer  qne  le* 
deux  premiers  termes  de  l'expression  (4)  renferment  le  fao 
leur  a  i  U  même  puissance.  Toutefois  ce  cas  ue  se  présen* 
tera  pas  si  p''  —  i  est  divisible  par  4i  c'est-i-dire  si  p  est 
de  la  forme  4'n  +  it  ou  si,  pétant  de  la  forme  4"!  —  i, 
fiest  un  nombre  pair.  Dans  ces  deux  cas,  la  prëience  du 
facteur  a  dans  i.  n'exige  aucune  modification,  et  la  for- 
mule (6)  subsiste. 

Mais  il  n'en  est  plus  ainsi,  dans  le  cas  qu'il  nous  reste 
à  examiner, savoir  celui  où  ;t  est  de  la  forme  ^m — i  et  où 
}t  est  un  nombre  impair,  X  étant  divisible  par  une  puis- 
sance de  2  supérieure  à  la  première;  il  importe  d'exa- 
miner ce  cas  avec  attenlion.  Dans  l'hypothèse  où  nous 
nous  plaçons,  on  a  ■ 

t  et  j  ^lant  des  nombres  impairs  et  les  exposants  i,;étant 
égaux  ou  supérieurs  à  a.  Comme  fi  est  impair,  la  première 
«le  ces  formules  donnera 

.p'^  =  a''9  — I, 
fiétant  un  nombre  impair;  en  outre  l'exposant  q  devant 
être  pair,  comme  on  l'a  va  plus  haut,  on  aura,  en  élevant 
It  précédente  formule  à  la  puissance  ^, 

l  I.l...*  J 

te  rapport  du  terme  général  entre  parenthèses  au  premier 
terme  est 

(y-l)...(v-^  +  .)^.„  ï't'-'I. 
I.2...{AV-I)         ^     ^      i     ' 

i  éunt  aa  moins  a,  si  l'on  prend  A  ^  i ,  le  dernier  facteur 
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de  cette  expression^era  supérieur  à  i ,  et  la  fraction  irré- 
ductible qui  lui  est  égale  aura  un  numérateur  pair  j  d'ail- 
leurs les  autres  facteurs  sont  entiers,  donc  le  premier  des 
termes  entre  crocliets,  dans  la  formule  (7),  renferme  le 
fiu:teur  a  à  une  puissance  moins  élevée  que  les  termes  sui- 
vants. Alors  si  l'on  désigne  par  <o  le  plus  petit  nombre  de 
facteuFA^  qu'il  iaille  introduire  dans  g  pour  que  l'expres- 
sion (3)  soit  entière,  on  aura 

a  =  i     ou    u  =/'  —  i  -^  I , 
■avoir  :  GO  =ï  I,  si  l'on  a 

y-<OU  =  i, 

car  il  suffit  alors  que  f -soit  pair;  et  w=j  —  (-f-i,  si  l'on  a 

J>l- 

D'ailleurs,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  q  ne  doit  contenir 

que  les  seuls  facteurs  premiers  impairs  de  X;  donc  on  a 


et  par  suite 

TO  .  =  ^. 

ou 

(9)  .=  ^- 

La  formule  {8)  a  lieu  dans  le  cas  de/  <^  1,  et  la  for- 
mule (9)  dans  le  cas  de  j1>i'i  les  deux  formules  coïn- 
cident quandjf  =  1. 

3S6.  Nous  allons  développer  actuellement  les  consé- 
quences de  l'analyse  précédente!  Considérons  d'abord  le 
cas  où  la  formule  (6)  a  lieu,  et  désignons  par  N  le  nom- 
bre des  fonctions  entières  irréductibles  du  d^ré  v  qui 
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aj^rtiennent  à  l'exposant  n,  on  aura  (n"  353) 

on,  à  cause  de  la  formule  (a), 

Soit  n'  un  nombre  contenaot  tous  les  facteurs  premiers 
de  R  avec  des  exposants  quelconques,  mais  n'en  contenant 
pas  d'autres,  on  aura 

et  puisque  ^ — - —  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n 
et  de  p'*  —  I ,  on  peut  prendre 


Remplaçant  donc  n  par  cette  valeur  n',  l'expression  de  N 
(ievient 


d'où  il  resuite  que  N  représente  aussi  le  nombre  des  fonc- 
tions irréductibles  de  degré  fi  qui  appartiennent  à  l'ezpo- 

.sani^-— 

Posons,  pour  abréger, 

^-^  =  3,     d*où    n  =  Sl, 

<  décomposons  a:*  —  i  en  facteurs  irréductibles  suivant 
1;  module  p;  soit 

(i)  **~.^F(x)F,(x)F,(*)...  +  />x(*)- 
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(il  est  le  plus  petil  nombre  tel,  que  j:'^' — i  soit  divisible 
par  X  -^i  suivant  le  module  p  ;  car  s'il  en  étaîl  autre- 
ment et  que  3  divisât  p''  — i,  fjc' étant  -ec;!^;*,  le  nombre 
p'*  —  I  renfermerait  tons  les  fâctenrs  premiers  de  n,  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse.  Cette  remarque  nous  coufirme 
ce  fait  qui  résulte  d'ailleurs  de  notre  analyse,  savoir,  que 
led^ré  de  chaque  facleur  irréductible  de  la  formule  (11) 
est  égal  i  ft  ou  à  un  diviseur  de  fn. 

Remplaçons  maintenant  x  par  x^  dansla  formule  (i  i), 
il  viendra 

(>2)      *--,  =  F(:r^)F,(x»)F.(^)  +  ...  +  />zC^'}- 

Soient 

(«3)  F(.«),  F,{*),...,F^(x) 

les  N  facteurs  du  degré  fi  de  la  formule  (1 1),  il  est  évi- 
dent que,  dans  la  formule  (12),  les  facteurs  du  degrt 
J^  ^  V  seront  i 

(.4)  F(.'),F,(^) F,_,(^'). 

Or  il  y  a  N  fonctions  irréductibles  du  degré  v,  lesquelles 
divisent  x" — 1  suivant  le  module/*;  donc  ces  fonctions 
ne  sont  antre  chose  que  les  polynômes  (i4),  ce  qui  donne 
le  théorème  suivant  : 

TnÉo&kiiB  I.  —  Si  l'on  a  formé  les  N  fonctions  en- 
tières irréductibles  de  degré  f».  suivant  le  module  p,  qm 

appartiennent  à  l'exposant '^—z — ,  puisque  l'on  y  rem- 
place x  par  oc^ ,  X  étant  un  nombre  premier  avec  d  et  ^ui 
ne  renferme  aucun  facteur  premier  différent  de  ceux 
par  lesquels  pf^  —  i  est  divisible,  on  obtiendra  les  P 
fonctions  irréductibles  du  degré  ifi,  qui  appartiennent  i 
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l'exposant  1  ?-— Jl  faut  cependant  excepter  le  cas 

oi,  pétant  delà  Jorme  4'  —  tt  f-est  un  nombre  impair 
etXiat  nomhre divisible  par 4. 

357,  Considérons  Tnaintenant  ce  cas  (T exception,  dans 
lequel />  est  de  la  forme  4  m -~-i,^  un  nombre  impair  et  X 
un  nombre  divisible  par  4-  Alors  l'une  des  formules  (8) 
ei  (9)  a  lieu,  et  si  l'on  désigne  encore  par  N  le  nombre 
des  fonctions  eniîères  irréductibles  du  degré  w  qui  appar- 
tiennent à  l'exposant  n,  on  aura 

\^ 
en  nommant  h  le  plus  petil  des  deus  nombres  i  et  j  \  on 
peut  écrire  aussi,  à  cause  de  la  formule  {2), 

^      d         n 

Comme  tous  les  facteurs  premiers  de  Tun  des  nombres 

/'''  —  '  ■  -11. 

n  et  — -3 —  appartiennent  aussi  à  L  autre,  on  peut  encore 

remplacer  ici 

d         n 
par  y /^-^  j ,  et  on  a 

;^  est  donc  le  nombre  des  fonctions  irréductibles  de 

Nous  conservons  la  formule  (11),  qui  donne  la  décom- 
JDsitîou  du  binAme  x  —  i  en  facteurs  irréductibles,  ainsi 
9e  la  formule  (la)  qu'on  en  déduit  en  remplaçant  x 
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par  o:^.  Ceux  des  facteurs  F(x),  Fi(x)  qui  appartien- 
oent  à  un  exposant  iaférîeur  à  S  douneront,  dans  la  for- 
mule (13)}  des  facteurs  correspondauts  dont  les  diviseurs 
irréductibles  appartiendront  k  un  exposant  moindre 
que  n.  Donc  les  facteurs   irréductibles  de  x"  —  i   qui 


des  diviseurs  de  l'un  des  ~j^^  polynômes 
F(^'),F,M,F.(«'),... 
qui  répondent  aux  -^p-,  facteurs 

F{:r),   F.(x),    F.(«),... 

relatifs  à  l'exposant  3.  Les  polynômes  dont  il  s'agit 
sont  du  degré  J.^,  leur  nombre  est-p-^j  et  le  nombre 

des  fonctions  irréductibles  du  degré  —^^  est    N  ;    donc 

chacun  de  nos  polynômes  est  le  produit  de  a'-'  facteurs 

irréductibles  du  degré -^  •  De  là  résulte  la  proposition 

suivante  : 

TnioRÊHE  II,  —  Soient  p  un  nombre  premier  de  la 
forme  3't  —  i,  où  i  n'est  pas  inférieur  à  2  et  où  t  est 

un  nombre  impair;  fjnin  nombre  impair;  ^~—j —  un  divi- 
seur de  p'*  —  i;  X  un  nombre  de  la  forme  î'j,  oùj  n'est 
pas  inférieur  à  3  et  où  s  est  un  nombre  impair;  eiifin 
k  le  plus  petit  des  nombres  i  et  j. 

Si  l'on  a  formé  les  -j^  fonctions  entières  irréducti- 
bles de  degré  fi  suivant  le  module  p  qui  appartiennent  4 
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l'exposant  ^—- — ,  puis  quon  j  remplace  x  par  a^,  le 

nombre  X,  de  la  forme  indiquée,  étant  premier  avec  d 
et  ne  renfermant  que  les  seuls  facteurs  premiers  qutjigu' 

reitt  dans  p''  —  t ,  on  obtiendra  —^^  fonctions  du  degré 
ifi,  et  chacune  déciles  sera  décomposable  en  2*~*  fac- 
teurs irréductibles,  ce  qui  donnera  en  tout  W  polynômes 
irréductibles  du  degré  -r-  ■ 

O        2*-' 

358.  Désignons  par  g  une  racine  primitive  du  nombre 
premier  p;  les  fonctions  du  premier  degré  qui  appar- 

lieanent  à  l'exposant    ■  ■    ■  seront  évidemment  x — g"  , 

a.  étant  an  nombre  premier  avec  ^—^ —  Si  donc  on  repr^ 

sente  ces  foncUons  par  x  —  ^i  d  sera  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  nombres  e  el  p  —  i .  D'après  cela, 
si  l'on  suppose  ii.=  i,  dans  les  énoncés  des  tbéorèmesl 
et  II,  on  obtient  cette  proposition  nouvelle  qui  a  une 
asse^  grande  importance,  savoir  : 

Théokèhe  in,  —  Soient  g  une  racine  primitive  du 
nombre  premier  p;X  un  nombre  entier  qui  ne  renferme 
aucun  facteur  premier  différent  de  ceux  qui  divisent 
p  —  1}  e  un  nombre  entier  premier  avec  l;  d  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  nombres  e  et  p  —  i. 

1°  Sip  est  de  la  forme  Aq-\~i,  ou  si,  p  étant  de  la 
forme  ^q  —  i,  le  nombre  X  est  impair  ou  double  d'un 
impair,  la  fonction  binôme  J^  —  g"  est  irréductible  sai- 
vantle  module  p  et  elle  appartient  à  VexposantX^—r—' 

a"  Si  p  et  X  sont  respectivement  des  formes 
p^a't  —  I,  X  =  2'>,  i  et  f  étant  au  moins  égaux  à  i. 
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et  t,  S  étant  des  nombres  impairs;  sien  outre  on  désigne 
par  k  le  plus  petit  des  nombres  i,  j,  la  Jonction  binôme 
x^  —  g*  est  réductible  siàvanl  le  module  p,  et  elle  se  dé- 
compose en  a*~*  facteurs  irréductibles  du  degré  -p; 
qui,  tous  y  appartiennent  à  l'exposant  ^^--3 — ■ 

Ce  ihéorâme  Qons  fait  connaître,  sans  aucune  excep- 
tion, toul«s  les  fonctions  binômes  irréductibles  suivant  le 
module  premier /7.  En  effet,  la  fonction  x— ^  (mod.  p) 
ne  saurait  être  irréductible  si  X  et  e  oat  un  diviseur 
commun.  En  outre,  si  X  coulieul  un  facteur  premier  S  qui 
ne  divise  pas  p — .i,U  congruencex  — g^iao  (mod.  p) 
aura  une  racine  et  par  stiile  x'  —  g"  admettra  suivant  le 
module  p  tm  diviseur  de  la  forme  x  —  tt^  il  s'ensuit 

que  **  —  a  sera  pareillement  un  diviseur  de  x^  —  g'. 

359.  Lorsque  p  est  un  nombre  de  la  forme  a' (  —  i  oùt 
est  au  moins  égal  k  a  et  oiiE  est  un  nombre  impair,  il 
n'existe  de  fonctions  binômes  irréductibles  de  degré  X, 
ainsi  qu'on  vient  de  le  Toirj  que  dans  le  cas  où  X  est  Im- 
pair ou  double  d'un  impair.  Mais  quel  que  soit  le  nombre 
pair  il,  pourvu  qu'il  ne  renferme  que  les  facteurs  pre* 
miers  par  lesquels  p — i  est  divisiUe,  on  peut  ftM'iner 
facilement  des  fonctions  trinômes  de  à^ré  X  irréduc- 
tibles suivant  le  modale  p. 

Eu  effet,  le  nombre  p  étant,  par  hypothèse,  de  la  forme 
;>— a'ï  — I, 
et  t  étant  impair,  posons 

le  nombre  v  sera  divisible  par  3',  car  X  est  pair.  Ensuite, 
si  g  désigne  tine  racine  primiÙTe  de  p  et  que  e  soit  un 


3,a,l,zt!dbvG00glc 


SBCnON   m.  —   CHAPITRB   III.  l5Ç) 

nombre  premier  avec  ï,  la  fonctîen 

(era,  d'après  le  théorème  III  (n"  358),  dëcomposable  en 
3'~*  facteurs  irréductibles  du  degré  2.  Pour  t^uenir  ces 
facteurs,  remarquons  d'abord  que  2'  et  p—~i  ont  3  pour 
[dus  grand  commun  diviseur  et  que  e  et «ont  im- 
pairs; il  en  résulte  que  l'on  pourra  toujours  trouver 
'  deus  entiers  d  et  ^  tels,  que  l'on  ait 

2'9  — (/,-i)ï  =  e  +  €Jri; 
alors  g  éiaut  racine  primitive  de  p,  on  aura 

g^'es  —  g'    (aiod.p), 
et  la  fonction  qne  nous  considéroDS  sera 

;r'-fi-=*>'-'^+/«    (œod.p). 

Cela  posé,  désignons  par  u  et  f  deux  variables  j  les 
deux  ff^ictù:^ 

£±;       /-*-'        y—'       y-' 

seront     divisibles     algébriquement,    la    première    par 

u^'~'  +  v''~\  la  seconde  par  u-hf,  car  t  et^ sout 

des  nombres  impairs;  le  produit  de  ces  fonctions  peut 
donc  être  mis  sous  la  forme 

/  étant  un  polyn6me  n  coefficients  entiers.  Mais  si  l'on 
effectue  la  multiplication  des  deux  mêmes  fonctions,  on 
trouve  le  résultat 
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nous  savons  d'ailleurs  que 

et  il  est  évident  que  x(")  '')  ^'  divisible  par  u-\-w,  va 
sorte  qu'on  peut  écrire 

fi  étant  un  polynôme  à  coeiîScients  entiers.  Eu  égalant 
entre  elles  les  dcus  expressions  du  produit  que  nous  con- 
sidérons, après  avoir  supprimé  le  facteur  u-f-c,  on  ob- 
tient l'identité  suivante 

p—' 
(,)  [u  +  p)p-'  +  {u.)  ^    =("'-+.^'-')/(«,.)+/>/(«..), 

où  y  et  y,  sont  évidemment  des  polynômes  à  coefficients 
entiers,  fonctions  symétriques  des  variables  u  et  y. 

Remplaçons  maintenant  u  et  v  par  les  deux  racines  de 
l'équation 

X»  — ÏX— i  =  o, 

où  $  désigne  une  nouvelle  variable  ;  toutes  les  fonctions 
symétriques  entières  de  u  et  v,  à  coefficients  entiers, 
deviendront  des  fonctions  entières  de  Ç,  dans  lesquelles 
les  coefficients  seront  encore  entiers;  la,  formule  {■) 
donnera  donc 

en  posant 

£(£)  =  «'-  +  .•'-, 
ou 

et  en  désignant  par  y(Ç),  x(Ç)  des  polynômes  à  coeffi- 
cients entiers. 
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Maintenaut,  comme  le  polynôme  E(^)  est  qq  divi- 
seur de 

E'-'-i-/>z(E). 
U  congruence 

(4)  E{S)s=o    (mod.^),  ■      , 

qui  est  du  degré  2'~',  aura  2'"'  racines,  et  en  désignant 
ces  racines  par 

on  aura 

(5)  E{Ç)=(î-5.)(S-Ç,)...{Ç-ï,,-.)-t-^«»(Ê), 

o(^)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers. 

Les  formules  (3)  Rt  (5)  donnent  pour  E(5)  des  valeurs 
qui  doivent  être  identiques  ;  si  on  les  égale  entre  elles,  et 
qa'on  pose 


il  viendra,,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs, 

^{x)  désigne  un  polynôme  à  coefficients  entiers,  et  le 
ùgnc  TT  exprime  le  produit  des  facteurs  que  représente 
l'eîpressiou 

quand  on  prend  pour  ^  chacune  des  racines  de  la  con- 
gruence (4)-  I^es  facteurs  dont  it  s'agit  sont  précisément 
les  fonctions  irréductibles  que  nous  voulions  trouver. 


3,a,l,zt!dbvG00glc 


l69  COUKS   D'iLGÈBKE   SCPÉKIBUKS. 

Sur  une  fonction  irréductible  du  degré  p,  suivant  le 
module  p, 

360.  La  méthode  que  nous  avons  exposée  au  n°  351  pour 
former  les  fonctions  irréductibles  n'est  guère  susceptible 
d'ètpe  appliquée.  Aussi  doit-on  attacher  quelque  impor- 
tance aux  théorèmes  qui  précèdent  et  qui  permettent  de 
former  directement  une  fonction  irréductible  de  degré  X, 
lorsque  le  nombre  X  ne  renferme  que  les  facteurs  pre- 
miers du  module  diminué  de  l'unilé  ;  on  verra  effective- 
ment plus  loin  que  )a  connaissance  d'une  fonction  irré- 
ductible d'un  degré  quelconque,  suivant  un  module 
premier,  suffit  pour  qu'on  puisse  former  directement 
toutes  les  autres  fonctions  irréductibles  du  même  degré. 

Je  présenterai  encore  icî  une  proposition  qui  fait  con- 
naître une  fonction  irréductible  du  degré  premier  p, 
suivant  le  module  p. 

Théorème.  —  Si  le  nombre  g  n'est  pas  divisible  par 
le  nombre  premier  p^  la  Jonction  x^  —  x  —  g  est  irré- 
ductible suivant  le  module  p. 

En  effet,  soit  F  (x)  un  facteur  irréductible,  suivant  le 
module  p,  de  la  fonction  dont  i)  s'agit.  On  aura 

*'-*-g  =  F(*)?W     (mod.f), 
<f{x)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers.  On  tire 
de  là 

^ssx-\-g-i-Y{x)f(x)     (mod./.), 

et  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  p"'^, 

^'^iP'-  +  ff  -H  F[x)  f(x)     (mod.  p), 
(ffx)  désignant  encore  ici  un  polynôme  k  coefficients 
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Faisons  sncFessiveœeot  m  =  i,3,3,...,il  Tiendra 

rf«x  +eH-F{x),(») 

*'=rf'+e  +  FW,(.)««  +  3f  +  FM,(x) 


et  on  aura,  quel  que  soit  m, 

if''^i-t-  mg-t-V[x)f{x)     (moâ.p). 

Supposons  maintenant  que  m  désigne  le  degré  de  F(x)i 
alors  F(x)  divisant  X^  —  x,  la  formule  pr&édenie 
exige  que  l'on  ait 

mg^o     ou     ni^o     {moA.p); 

m  étant  ainsi  un  multiple  de  p,  ou  a  m=^p;  par  suite 
F(x]  ne  peut  être  que  la  fonction  x' — x — g  elle-même. 

Classiftcatioti  des  fonctions  réduites  suivant  un  module 
premier  et  suivant  une  Jonction  irréductible. 

361,  Soit  F(x)  une  fonction  entière  irréductible  sui- 
Tatit  le  module  premier  p  ;  si  l'on  pose 

/(a;}^a,  + 17, «  +  «!«'  +.  .  .-I-  «,_,  «'"'t 

a,,  a,,. . .,  a^_,  étant  des  entiers  compris  entre  o  et 

p  —  I,  ou  enu-e — ^ et  +^~-,  f(x)  sera  l'expres- 

non  générale  des  fonctions  réduites  suivant  le  module  p 
et  suivant  la  fonction  irréductible  F  (j;).  Le  nombre  total 
de  ces  fonctions  réduites  est  p'  et  nous  avons  tu  que  cba- 
cuoe  d'elles  satisfait  à  la  condition 

[/(*)?" -/(')«F(')^-{-)    (mod-W. 
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qiti  exprime  que  la  fonction 

[/{-)?•  -/M 

est  divisible  par  F(x)  suivaDt  le  module  p. 

Nous  Dous  proposons  d'établir  ici  à  l'égard  de'ï  fonc- 
tîoas/(x)  une  classification  de  tout  point  semblable  à 
celle  que  nous  avons  faite  pour  les  nombres  entiers  daos 
le  Chapitre  précédent.  L'analyse  que  nous  allons  déve- 
lopper ne  suppose  pas  le  théorème  que  nous  venons  de 
rappeler  j  eelui-ci,  au  contraire,  se  présentera  comme 
une  conséquence  de  cette  analyse. 

Dans  ce  qui  va  suivre  je  ferai  usage  d'une  notation 
particulière  qu'il  convient,  je  croîs,  d'introduire  dans 
la  tkéorie  qui  nous  occupe.  Puisque  nous  écrivons 
A^B{mod.  p)  pour  exprimer  que  la  différence  des 
nombres  A  et  B  est  divisible  par  p,  il  semble  naturel  d'ad- 
mettre la  notation 

^lx)=/{^)    [mod.p,F{^)] 

pour  exprimer  que  la  difTérence  des  deux  fonctions  en- 
tières ^[x),/(x)  est  divisible,  suivant  le  module  p,  par 
la  fonction  irréductible  F(x].  Celle-ci  prendra  alors  le 
nom  àc  fonction  modulaire,  et  je  dirai  que  ^{x)  etf[x) 
sont  congrues  suivant  le  module  p  et  suivant  la  fonction 
modulaire  F  [x).  Enfin,  pour  abréger  le  langage,  je  don- 
nerai le  nom  de  résidus  minima  aux  fonctions  réduites 
suivant  le  module  et  suivant  la  fonction  modulaire. 

362.  Cela  posé,  soit  X  l'une  quelconque  des  ;>" — i  va- 
leurs àGf{x)  autres  que  zéro  ;  nous  ferons,  dans  ce  qui  va 
suivre,  abstraction  de  la  valeur  zéro.  Les  résidus  minima 
des  termes  de  la  suite 

I ,  X,  x>,  x%  . . 
seront  aussi  des  valeurs  àef[x).  Mais,  parce  que/(j:} 
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n'a  que  p"  —  i  valeurs  distincles,  il  faut  que  quelques- 
unes  de  ces  valeurs  se  trouvent  reproduites  uue  infinité 
de  fois  dans  la  série  des  puissances  de  X.  Supposons  que 
l'on  ait 

X-^^X""     [mod./.,  F(.c)], 

X-'(X"  — i)^o    [mod./>,  F(a:)]/ 

Comme  X"'  ne  peut  être  divisible  par  F(x),  suivant  le 
module  p^  il  faut  que  l'on  ait 

X'  =  i     (mod./-,  V[x)\, 
et,  par  suite, 

X»si,  X»  =  i,...     [mod./.,  F(a;)l. 

Il  y  a  donc  une  ioBnité  de  puissances  de  X  congrues  à 
l'unité.  Soit  n  le  plus  petit  nombre  tel,  que  l'on  ait 
X"^i      [mod.;,,  F(x)], 

on  aura  ces  n  valeurs  de  f\x)  dont  les  résidus  minima 
«rom  disliacts,  savoir  ; 

(I)  1,  X,  X',  X',...,  X"-'. 

Si  l'on  ap" —  i  =  n,  la  suite  (i),  ou  celle  de  ses  résidus 
minima,  comprendra  toutes  les  valeurs  de  y  (x). 

Si  l'on  ap"  —  !!>■«,  soîtX,  l'une  des  valeurs  de_/^(x) 
qui  ne  sont  pas  comprises  parmi  les  résidus  minima  de 
la  suiie  (i)  j  en  multipliant  les  fonctions  (i)  par  X,,  on 
obtient  les  nouvelles  fonctions 
(i)  X,,  XX,,,X'X,,...,  X-'X,, 

dont  les  résidus  minima  sont  distincts  ;  car  soient  n'  et  n" 
deux  nombres  inférieurs  à  n;  si  l'on  avait 

X-'X,  — X'^X,  =  o    [raod./-,  F(«)], 
omune  X|  ne  peut  être  divisible  par  F(x},  suivant  le 
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modale  p,  on  aurait 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  En  outre,  les  quantités  [2) 
sont  distinctes  de  (i)  ;  car  si  l'on  avait,  par  exemple, 

X-'X,  =  X""     [mod.;),  ?(')]. 
on  aurait,  en  mnltipliant  par  X"^ 

X*X,  =  X— ^■""    ou    X,  =  X— '«^    [mod.;>,  F(«)l, 
ce  qui  est  encore  contraire  à  l'hypothèse. 

Il  résulte  de  là  que  p'  —  i  est  égal  on  supérieur  è  an. 
Si  p' — I  est  >-an,  soit  Xj  une  valeur  de  ^(x)  non 
comprise  parmi  les  résidus  mi  ni  ma  des  suite%(i}  et  {3). 
En  multipliant  les  fonctions  (i)  par  X,,  on  obtient  les 
nouvelles  fonctions 

(3)  X„  XX,,  X'X,,...,  X—'X,. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  prouve  que 
les  résidus  minima  de  ces  fonctions  (3)  sont  différents 
entre  eux  et  distincts  des  résidus  fournis  par  la  suite  (1]  i 
il  est  aisé  de  voir  qu'ils  sont  aussi  distincts  des  résidus  de 
la  suite  (9);  car  si  l'on  avait,  par  exemple, 

X"'X,  =  X""X,     [vaod.p,  T[x)], 
en  multipliant  par  X*~^,  il  viendrait 
X'X,=X-"'-«"X,    ou    X.  =  X*-'+''''X,     [mod.p,F{x)], 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Il  reste  de  U  que  p'  —  1  est  égal  ou  supérieur  à  3  n.  Et, 
en  poursuivant  ce  raisonnement,  on  voit  que/i"  —  i  est 
nécessairement  un  multiple  de  n. 

Si  n  est  le  plus  petit  nombre  tel,  que  l'on  ait 
X««i     [mod./»,  F(*)], 
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je  dirai  que  la  fonction  X  appartient  à  l'exposant  n' 
suivant  le  modidep  et  la  fonction  modulaire  V  {x).  Ce 
nombre  R  ëtant  un  diviseur  de  ;)'' — i,la  précédente  con- 
gruence  eotraiue 

Xf'-'  — i»o     [mod./»,  F(j:)], 

ce  qui  fournit  une  nouvelle  démonstration  du  ihéorèoie 
démontré  au  n°  346. 

363.  Tbéorèiib  I.  —  La  fonction  F(a:),  irréductible 
suivant  le  module  p,  étant  du  degré  v  etn  désignant  un 
diviseur  (Quelconque  de  /»' — i,  il  y  a  autant  de  fonç- 
ons réduites  qu}  appartiennent  à  l'exposant  n,  suivant 
le  double  module  [pt  F(x)J,  qutl y  a  d'unités  dans  le 
nombre  <^{n)  qui  exprime  la  totalité  des  nombres  pre- 
miers et  non  supérieurs  &  n. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  identique  à  celle 
dont  nous  avons  fait  usage  au  n"  306,  en  nous  occupant 
4e  la  ciassîScation  des  nombres  entiers  relativement  à  un 
module  premier.  Nous  la  reproduirons  cependant  à  cause 
de  l'importance  du  sujet. 

Supposons  qu'il  existe  une  fonction  Xi  appartenant  à 
l'exposant  n  ;  les  résidus  minîma  des  fonctions 

{!)  1.  X.,  xî,-..,  xr' 

leroat  distincts  j  d'ailleurs,  si  e  désigne  l'un  quelconque 
des  noud>res 

■.=.3 (.-.), 

la  congmence 

X';  =  i     [moA.p,V[x)] 
entraînera 
(a)         X^si     ou"(X')"=i     [mod./f,  F(*)], 
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d'où  il  résulte  que  si  l'on  substitue  chacuue  des  n  fonc- 
tions (i)  k  X  dans  la  -fo^tion 


on  obtiendra  n  résultats  qui  seront  divisibles  par  F  (x) 
suivant  le  module  p;  donc,  d'après  la  proposition  du 
n"  345,  il  n'existe  aucune  fonction  réduite  autre  que  les 
résidus  des  fonctious  (1)  dont  la  puissance  n''°"  soit  divi- 
sible parF[x}  suivant  le  module;*. 

Désignons  maintenaDt  par  m  l'exposant  auquel  appar- 
tient X',  c'est-à-dire  le  plus  petit  nombre  tel,  que  l'on  ait 

(3)  ■     (xr)-  =  Xr^i     [mod.p,T(cr}]. 

La  congruence  (?)  exige  que  n  soit  un  multiple  de  m; 
inversement,  comme  Xi  appartient  à  l'exposant  n,  la  con- 
gruence (3)  exige  que  me  soit  un  multiple  de  n,  et,  par 
suite,  que  m  soit  divisible  par  n,  lorsque  e  est  premier  à  R. 
Donc,  on  a  m=  n,  dans  cette  bypothèse;  ainsi  X',  ap- 
partient à  l'exposant  n  lorsque  e  est  premier  à  n.  iUaïs, 
si  n  été  ont  un  diviseur  commun  6>-i,  on  aura 


et,  par  conséquent,  X'  n'appartient  pas  à  l'exposant  n. 
Si  donc  il  existe  des  fonctions  réduites  appartenant  k 
l'exposant  n,  le  nombre  de  ces  fonctions  est  égal  à  <f  (n), 
f  (n)  indiquant,  comme  à  l'ordinaire,  combien  il  y  a  de 
nombres  premiers  et  non  supérieurs  k  n. 

Cela  posé,  toute  fonction  réduite  appartient  à  un  expo- 
sant qui  est  l'un  des  diviseurs 

d,  d',  d",... 
Ae  p"  ^-i.  Si  donc  on  nomme  ^(n)  le  nombre  des  fonc- 
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lions  réduites  qui  appirtieD&en'C^  l'esposant  n,  on  aura 

«iparsoiie, 

Mais,  d'après  ce  qu'on  a  vu  pins  haut,  on  a 

+(»)  =  ,(.)   ou  (.(«)=«; 

le  dernier  cas  ne  saurait  jamais  avoir  lieu,   à  cause  de 
l'égalité  qui  précède;  donc  on  a 

■K")  =  »(")■ 

CoBOLL&iRE.  —  Il  jy  a  (^  (p"— 1)  fonctions  réduites 
qui  appartiennent  à  Vexposant  p* —  i,  suivant  le  mo- 
dule p  et  la  fonction  modulaire  F  (a:). 

364.  TnéoRkHE  H.  —  Si  deux  fonctions  réduites  X|, 
^t,  appartiennent  y  relativement  au  module  p  et  à  la 
fonction  modulaire  F(x),  à  des  exposants  ni,  n»  pre- 
miers entre  eux,  le  résidu  minimum  du  produit  X,Xi 
appartiendra  à  texposant  Uin^. 

Eu  effet,  soit  5  uu  exposant  tel,  que 

(1)  (X.XO'=X|x;=i     {moA.p,Y(x)\, 

on  aura,  par  l'élévation  à  la  puissance  ni, 

X"'X"'=i     [mÔA.p,  F(*)]. 

et  puisque  X,  appartient  à  l'exposant  ni,  cette  congruence 
«réduit  à 

b)  x;"'=i   [moà.p,  r(i)l. 
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La  congrnence  (3)  montre  que  jn,  est  un  multiple 
de  lit  ;  mais  ni  et  tI)  sont  premiers  entre  eux,  donc  s  est 
divisible  par  rtj.  D'ailleurs  rit  est  l'un  quelconque  des 
nombres  n,,  n,,  par  suite  f  est  divisible  par  n^  et  par  rit^ 
il  l'est  donc  paiement  par  le  produit  iirii. 

Enfin  la  congruence  (1)  étant  satisfaite  quand  on  prend' 
5=  71, R,,  on  voit  que  n^n^  est  effectivement  l'exposant 
auquel  appartient  le  produit  X,X,. 

CoBOLLiiKE  1.  —  Si  les  Jonctions  réduites  Xi,  Xi,..., 
X.-  appartiennent,  relativement  au  module  p  et  à  la 
fonction  modulaire  F  (.r),  à  des  exposants  n,,  n,, . . .,  n,- 
qui  soient  premiers  entre  eux,  deux  à  deux,  le  résidu 
minimum  de  la  fonction  X|Xi...X.-  appartiendra  à 
Pexposant niUf  .  .n,-. 

CoaoLLAiRE  n.  —  Si  le  nombre  p'  —  t  est  égal  à 
7,^*1  /^...,  (f,  r,.,,  étant  des  nombres  premiers  impairs 
inégaux,  et  si  Xo,  X,,  X»,...  désignent  des  fonctions 
réduites  appartenant  respectivement  aux  exposants  1^, 
ç\  T^,..-i  h  produit  X.XjX,...,  ou.  son  résidu  mini- 
mum ,  appartiendra  à  lexposant  p* —  t . 

Des  congruences  suivant  un  module  premier  et  suivant 
une  fonction  modulaire. 

Z6S.  Soit  ^  (X)  ane  fonction  entière  de  la  variable  X, 
dans  laquelle  les  coefficients  des  puissances  de  X  soient 
des  nombres  entiers  ou  des  fonctions  entières  de  ta  va- 
riable X,  prises  suivant  le  module  p  et  suivant  la  fonction 
irréductible  F  {x)  d'un  degré  quelconque  v.  Je  dirai  que 
la  valeur 
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est  Doe  racine  de  la  congruence 

#(X)=o    [mod./>,F(*)], 

n,  après  la  substîtatioa  def(x]  à  X,  la  fonclion  ^(X) 
eat  divisible  par  F  {x),  suivant  le  module  p. 

Le  corollaire  du  ihéorème  démontié  au  a°  345  peut 
alors  être  énoncé  comme  il  suit. 

Une  congruence  du  degré  m,  suivant  un  modtdepro- 
mier  et  suivant  une  fonction  irréductible,  a  au  plus  au~ 
tant  de  racines  qi^ily  a  <S unités  dans  son  degré. 

366.  Théorème  I.  —  Soient  ¥{x)etS{x)  deux  fonc- 
tions irréductibles  suivant  le  module  p,  la  première  du 
degré  v,  la  deuxième  d'un  degré  égal  à  voua  un  divi- 
seur Ae  V.  La  congruence 

^(X)=o    [mod./.,  F(;t)l 
aprécisément  autant  de  racines  qu'il  j  a  d'unités  dans 
son  degré. 

En  effet,  le  degré  de  0  (X)  étant  nn  diviseur  de  v, 
on  a 

X/'-X  =  ^(X)^,(Xj+/.x(X). 

/(  (X)  et  ^  (X)  étantdes  polynômes  à  coefficients  entiers. 
D'un  antre  cùlé,  la  congnience 

Xf"— X=o    [moâ.p,Fix)] 

a  pour  racines  les  p"  fonctions  réduites  de  x,  zéro  com- 
pris; d'aillenrj  chacune  des  racines  de  cette  congmence 
appartient  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux 

^(X)=o,    rf,(X}  =  o    [mod./.,  F(«)], 
et  si  l'une   d'elles  avait  moins  de  racines  qu'il  n'y   a 
d'uDités  dans  son  degré,  il  faudrait  que  l'autre  en  eût 
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plas  qu'il  n'y  s  d'imités  dans  le  sien,  ceqni  est  impos- 
sible. Le  théorème  énoncé  est  donc  établi. 

367.  Théorème  II.  —  .Si'  0  (X)  est  un  polynôme  du 
degré  m  dont  les  co^cients  soient  des  nçmhres  entiers, 
et  dans  lequel  le  coefficient  de  X"  ne  se  réduise  pas  à 
zéro,  suivant  le  module  p,  on  pourra  trouver  une  fonc- 
tion irréductible  F  (x)  suivant  le  module  p  telle,  que  la 
congruence 

«(X)=o    [moA.p,V{x)\ 
tût  m  nKines. 

En  eflei,  décomposons  le  polynôme  4>  (X)  en  facteurs 
irréductibles  suivant  le  module^-,  soît 

*  (X)  =  *,  {X)  *,  (X)*,  (X).  . .     {moA.p), 

et  désignons  par  n^,  n,,  n, ,...  les  nombres  inégaux 
par  lesquels  ou  peut  exprimer  les  degrés  des  polynômes 
irréductibles  ^, ,  ^i,  etc.  Chacun  de  ces  facteurs  divisera, 
suivantle  module  p-,  l'une  des  fonctions 

X'"'-X,     X^'-X,     X'^-X,...; 

si  donc  V  désigne  le  plus  petit  nombre  divisible  à  la  fois 
par  n, ,  ri) , . . . ,  les  mêmes  polynômes  diviseront  aussi 

X''-  X. 
Par  conséquent,  si  l'on  prend  une  fonction  irréduc- 
ûble  F  [x)  de  degré  v,  chacune  des  congruences 
t,(X)  =  o  1 


».(X)  =  o  ( 


aura  (n"  366)  amant  de  racines  qu'il  y  a  d'nnités  dant 
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son  degré,  et  ïl  s'ensuit  quela  proposée  aura  elte-méme 
aatant  de  racines  égales  ou  inégales  qu'il  y  a  d'unités 
dans  son  degré . 

Propriétés  des  racines  d'une  congruence  dont  !e  premier 
BtemBre  est  une  /onction  irréductible  de  degré  égal 
au  degré  de  la  fonction  modulaire  ou  égal  à  un  sous- 
multiple  de  ce  degré. 

368.  Théorème.  —  Si  F  (x)  et  ^  (x)  sont  deuxfonc~ 
tions  entières  irréductibles  suivant  le  module  p,  la  pre- 
miére  du  degré  v,  la  seconde  d'un  degré  [n  égal  à  v  ou 
à  un  sous-muhiple  de  V  ;  si  en  outre  X,  dé-signe  l'une 
quelconque  des  racines  de  la  congruence 
(0  g{X)  =  0     [(mod.;.,F(;r)]. 

les  racines  de  cette  congruence  seront  les  résidus  minima 
des  puissances 

|2)  x„  xf,   x;",---,  xf''"'. 

Eneflêt,  ona  (n-y^T) 

et  puisque  Xi  satisfait  à  la  congruence  (i),  on  aura 
^(xf)  =  o     [mQA.p,F(x)]; 


donc,  chacune  des  puissances  (2)  ou  son  résida  n 

est  racine  de  la  proposée.  Il  reste  à  prouverque  tes  résidus 

de  ces  puissances  soat  distincts.  Si  l'on  avait 

X{*'  =  xf      [mod.  p,  F  (x)], 
il  s'ensuivrait 

x/'[xpV-0_,]^o     [mod.  p,  F  (x)]. 
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puis 

Xf'""""— i^o    [mod.p,F{*)]. 

L'exposant  auquel  appartient  X,  est  donc  un  diviseur 
de  p"'(p" — i)  et,  par  suite,  un  diviseur  de  p° — ï,carcei 
exposant  ne  renferme  pas  le  facteur;?*,  on  a  en  consé- 
quence 

XP"— i=o     [mod.p,F(x)]. 

Mais  cela  est  impossible,  puisque  n  est  <^  [i^  donc  les  ré- 
sidus des  puissances  (a)  sont  distincts. 

CoROLLilKH-  —  Si  F  (x)  désigne  une  fonction  irréduc- 
tible du  degré  v  suivant  le  modale  premier  p^  la  con- 
gruence 

F(X)  =  o    {moà.  p,-E  {x)] 

a  pour  racines  les  résidus  minima  des  v  puissances 
X,  xf,  xP*,.. .,  xr'~' . 

Des  racines  primitives  do  la  congruence 
X^*-'—  ISO     [mod.  p,  F(x)]. 

369.  Quelle  que  soit  )a  fonction  entière  F  (x)  de  de- 
gré V,  irréductible  suivant  le  module  premier  p,  parmi 
les  p'  —  1  racines  de  la  congruence 

(0  Xr'-'-i  =  o     [nH«l.,>,F(*)], 

il  y  en  a  9  (/j* — i)  qui  appartiennent  (n''363)à  l'expo- 
sant p'  —ri\  nous  les  nommerons  racines  primitives. 

Si  X  désigne  l'une  quelconque  des  racines  primitives, 
les  racines  de  la  précédente  congruence  seront  les  résidus 
minima  des  puissances 

X,  X',  X',...,  Xf'-'. 
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Le  nombre  p*  —  i  étant  décomposé  en  nn  produit 
%^q''r  ...  de  facteurs  premiers,  poar  avoir  une  racine 
primitive  de  la  coDgmence  [i),  il  suffira,  d'apr^Ie  co- 
rollaire II  du  n"  364,  de  former  les  congraences 

(i)  X-^— 1=0,  Xî''— 1  =  0,  X'^— i=o...  [inod.;),F(*)], 
et  de  chercher  des  racines  de  ces  congnieuces  qui  appar- 
tiennent respectivement  aux  exposants  a^,  q'^,  r  , . . . . 
Ces  dernières  racines  peuvent  être  nommées  primitives  à 
l'ëgardde  celles  des  congruences  (a)  auxquelles  elles  se 
rapportent. 

Si  la  fonction  modulaire  F  {x)  est  choisie  parmi  les 
fonctions  irréductibles  du  degré  v  qui  appartiennent  à 
l'exposant p'  —  i,  il  est  évident  que  les/)'  —  i  racines 
de  la  congruence  (i)  seront  les  résidus  des  puissances 

or,  *",  x',...,  xf'-',  xp"-', 

car  X  est,  dans  ce  cas,  nne  racine  primitive  de  la  con- 
gruence. 

370.  Lorsque  l'on  connaît  une  fonction  irréductible 
F(x)  de  degré  v,  relativement  au  module  p,  et  qu'on  a 
obtenu,  tu  moyen  de  cette  fonction,  une  racine  prirai- 
tire  de  la  congruence 

(i)  XP'-'— i=o     [moâ.p,  F[x)], 

on  peut  trouver  fadlement  toutes  les  fonctions  irréduc- 
tibles dont  le  degré  est  égal  à  v  ou  à  nn  diviseur  de  v.  En 
d'autres  termes,  on  peut  effectuer  la  décomposition  de  la 
fouctioa 

xp'—x    on    'S.p'—li 

en  facteurs  irréductibles  suivant  le  module;). 
1^  effet,   soit  X,  une  racine  primitive  de  la  con- 


.  Mz,,!:,., Google, 


1^6  COURS  d'iloèbkb  sdpériedke. 

gri^ence  (i)  ;  totlie  puissance  X°  sera  racine  d'une  con- 

gruence  telle  que 

(3)  lf(X)  =  o    [mod./.,  F(*)],  ■ 

^(X)  étant  une  fonction  irréductible  suivant  le  module  /}, 
dont  le  degré  ft  est  égal  à  v  ou  à  un  diviseur  de  v.  Alors 
les  racines  de  la  congruence  {3)  seront  (n°  3ÔB) 

(3)  x;,  x'f,  x;'",...,  x;^", 

et,  comme  on  doit  avoir 

(4)  X'f^Xl    ou      X;^'""~''  =  i     [vaaA.p,  ¥{x)l 
l'exposant  e  {p'^  —  i)  sera  un  multiple  dep"  —  i .  Posons 


et  supposons  que  m  soit  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  nombres  e  et  p'  —  ï  ;  la  condition  pour  que  la  con- 
gruence (4)  &ît  lieu  se  réduira  à  celle  de  la  divisibilité 
de  /»''  —  I  par  n.  M«is  pour  que  les  fonctions  (3)  soient 
effectivement  distinctes,  il  faut  en  outre  que  p.  soit  le  plus 
petit  nombre  tel,  quep''  —  i  soit  divisible  par  n. 

Le  degré  ^  de  la  congruence  (a)  étant  ainsi  déterminé, 
on  aura  identiquement  (n"  345) 

^(X)^(X-X:)(X-Xr)...(x~xr^"')[mod.;,,F(x)], 

et,  après  avoir  effectué  le  produit  des  bioAmej  contenus 
dans  le  second  membre  de  cette  formule,  on  aura  une 
expression  de  ^  (X)  de  laquelle  la  variable  x  aura  disparu . 

On  pourra  former  de  cette  manière  toutes  les  fonctions 
irrâduciibles  dans  lesquelles  la  fonction  X*""  —  X  peut 
être  détomposée.  - .  -    . 

Si  r^n  désigne  par  k  r«xposant  auquel  appartifent  X^ , . 
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OD  aora  i 

Xf  =  i     [mod.;>,  F(x}], 

d'où  il  résulte  que  ke  esl  divisible  par  p' —  i  =  mn,  et 
ipe,  par  suite,  fc  est  uii  multiple  de  n;  maïs  comme  la 
congnieuce  précédente  est  satisfaite  par  fc^n,  on  voit 
que  X'  apparticDt  à  l'exposant  n. 

Je  dis  en  outre  que  la  fonction  irréductible  ^(X)  ap- 
partient à  l'exposant  n.  En  effet,  désignons  par  ^,  (X) 
et  $  (X)  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  X"  —  i 
par  ^(X)  suivant  le  module  p,  on  aura 

X"-.  =  .f{X)^,(X)  +  *{X)-H/.x(X), 

y_  étant  une  fonction  entière.  Cela  posé,  les  congruences 

X--,  =  o,     i(X}  =  a     [mo<l.>,F(,)] 

admettent  les  ^  racines  qui  foimeui  la  suite  (3)  ;  donc  ces 
racines  appartiendront  aussi  à  la  congruence 

.(X)  =  o     [mo,l.p.F(«:j], 

et  comme  celle^  ne  peut  être  d'undegré  supérieur  à  ^ — i , 
elle  est  nécessairement  identique  et*  on  a 

*(X)  =  o     {mod.p), 
d'où 

X"-,  =  ^(X)^,(X)+^X(X), 

ce  qui  exprime  la  proposition  énoncée. 

371 .  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  si  l'on  veut 
former  toutes,  les  fonctions  irréductibles  du  degré  v  qui 
appartiennent  à  l'exposant  n,  diviseur  propre  de  p"  —  i, 
on  posera 

et  l'on  prendra  ensuite  pour  e  l'un  quelconque  des  mul- 
tiples de  m  premiers  à  n.  L'expression  générale  des  Ibnc- 
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lions  demandas  sera 

^(X)  =  (X  — X')(X-XÏÏ---(x  — X7'"')  [mod. /-,  F  a:)]. 
Si'l'otfcveut  ayoiclehfbnotibD»irpédtiotîblé»^ui  appar- 
tiifgQflnt^à.]'KKfit>sam^!''-T^i  et  auxquelles  répondflut  1^ 
rftcinfls  primitives,,  on  fera  m  =  i ,  n  =  p"^  i ,  en  sorte 
qu'il  suffira  de  prendre  pour  «idapslafor^nuleprécédenle, 
tous.les.notnbreS:prftmiers  à  />"'^  i  Ql,à  p. 

Du  point  de.  vue  sous  lequel,  Galûis-  ai  envisagé-  les 
cùngruences  suiycait  un  module  prerniev  <îi  urte  fonc- 
tion modulaire. 

372.  Dans  la  théorie  des  congruences  ordinaires,  on 
traite  comme  s'ils  étaient  nuls  tous  les  nombres  divisibles 
par  lempdule.Et  de  même,  dans  llacalyse  <]ui  se  rap- 
porte aux  congruences  de  la  forme 

S{X,,:i:)^o.  [mod. /),.?(*)],. 
on  opère  comme  si  les  multiples  de  F  ( j;)  s'évanouissaient. 
Or  il  y  a  ici  une  indéterminée  a:  qu'on  peut  faire  servir 
naturellement  à  l'évanouissement  des  muUiplès  de  P{;c}; 
il  suffit  effectivement'  de  èonvenir  <jue  cette  indéfermi- 
née  X  est  une  racine  imaginaire  de  Is  congruence  irré- 
ductible 

FM».»,    (n>od.^).. 

Ainsi  peuvent  s'introduire  dans  Hanalyse  de,  nouvelles 
imaginaires  dont  l'emploi  offre  certains  avantages,  bien 
qp.'il  oe:  siiiti  pas.  indispensahlB.  Cette  ooncepti on  est 
Wti^enu»!^  dlie-à.Galois,  qui  l'a  exposée  sudùbctement 
A»a&\&Bftlle.tio-Àes.Sek>ncejmalhématiquos-de-Fén»sfac 

(1.  xm,  p.  398)0. 

(">  L'article  publié  par  Galois  en  i83o  dans  le  Bulletin  de  Féruuac  a 
éliiéiraprlroé ensuite  afec  ses  atiEres  Mémoires  d»hs  le  tome  XI  da  Joar- 
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La  théorie  que  noufi^awins  dâvaloppée  ribns-dbnne,'  au 
point  de  vue  de  Galois,  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Si  i  désigne  une  racine  imaginaire  de 
la-cùngruence  irréduetible  de  degi-é  v 

F(j;)^o     (moâ.p], 

une  congruence  non  identique  de  degré  m\ 

tepetit,  avûirrplus  dem^racines  distinctes  de  la  forme 

a,A^a,i  +  a,i*-¥..  •+'i,_|  iT~'i 
ûùfl,,  a,,...,  a  _^  désignent des,entiprs .iiifénen''S.à:p. 
TnÉORiME  II.  — .  La  congruence 

xf" — x^o     {moA.p) 
admet  toutes  les  p"  racines  de  la  forme 

1  désignant  une  racine  de  la  congruence  irréductible 

F{jr)  =  o     (mod./)), 
4e  degré  v. 
Th^kèmbIII.  —  Jia  congruence  irréductible 
F[:ej  =  o     (mod.  p) 
dedcgré_ v. oeknet  v.-  racines- <mi peuvent: ^trq  refircKtntçes 
par 

i,  iP,  il'',. ..   ip"''- 

'EhéoeàmjeXV,,  — .  Une- congruence  quelconque  non 
identique  a  autant  de  rapines  ogahs  ou  inégifles  qt^U 
y  a  d'unités  dans  son  degré;  toutes  ces  racines  sont  des 
fonctions  entières  d'une  même  racine  imaginaire  d'une 
emitgntanice-icréiiufiiikh. 
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Théorème  Ht.  —  La  congruence 

xf  —'  —  I  ^o     (mod.  p) 

admet  des  racine^  primitives  ;  chacune  de  celles-ci  est 
racine  dune  congruence  irrètluctihle  de  degré  w,  et  ses 
puissances  fournissent  toutes  les  racines  de  la  con- 
gruence proposée. 

THÉORàME  VI. —  Si  l'tin  a  p' — i  =  9"'^"'. . .  ^*«, 
^1  )  9«  )  •  ■  ■  î  f/-n  étant  des  nombres  premiers  inégaux 
et  «,,  a»,...,  a,„  des  entiers  quelconques,  et  que  Tj, 
'■»»••■)  ^"1  désignent  des  racines  primitives  pour  tes 
congruences  respectives 

a:'   —1^0,     :i;  '  — 1^0,...,     x  "  — is^o     (mod. />), 

le  produit  r,  /-,...  r„  sera  une  racine  primitive  de  la 
congruence 

xf'~'  —  1^0     (mod.  p). 

application  de  la   théorie  précédente  au  cas  du 
module  7. 

373.  Il  ne  ser^  pas,inuiile  d'esaminer  quelques-uns  des 
cas  d'ua  module  particulier.  Je  choisirai  à  cet  effet  le 
module  7,  qui  a  3  pour  racine  primitive,  et  je  prendrai 
les  résidus  suivant  ce  module,  entre  les  limites  —  3  et 
+  3. 

De  la  congriufiice  x''  ~'  —  1^0  (mod.  7).  —  Le  théo- 
•rème  du  n"  358  nous  donne  immédiatement  les  trois 
fonctions  irréductibles  du  deuxième  degré 

Nous  plaçant  ici  au  point  de  vue  de  Galois,  cherchons 
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irae  racine  primitive  de  la  congrueDCC         4 

en  partant  de  la  racine  t  de  la  congruence  irréductible 
W  ».•+,-«     (mcd.  ,). 

A  cet  effet,  comme  48  =  2* X 3,  il  nous  faut  connaître 
nue  racine  primitive  des  deux 
j3}  3;'— i^o,     a:"— 1^0     (mod.  7). 

L>  première  de  ces  congruences  a  1  pour  racine  pnmi- 
lîve,  et  les  racines  primitives  de  la  deuxième  appar- 
tiennent à 

(4)  ««-f-i^o     (mod.  7), 

laquelle,  à  cause  de  l' ^  —  1 ,  se  décompose  en  deuT 
autres,  savoir  : 

jj  —  /^o,     .r'-t-i^o    {inod.  7}. 
Considérons  la  première 

x' —  i^o    (mod.  7), 
ei  posons 

il  viendra 

a',—  Za',a,i  —  o\a\i'  ^  Zaaa\P -\-  a\i' ^i     (mod.  7}, 
et,  en  réduisant  à  l'aide  de  1'^  1, 

{a\  +  a\tt\-{-a\)-h{—  la\a,-\-Za,a\  — i)i=.Q  {mod.  7)» 
d'où 

aî  +  ojaj  +  aJ^o,  —  3rtjii|  +  3o,uJ  —  1^0  (mod.  7)- 
On  satisfait  à  ces  congruences  en  posant 

fl,=  2,     0,  =  — 3; 
^nc  la  deuxième  des  congruences  (3)alaracibeprinii- 
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tîve2  —  3i;  p^  sutte<La|iro|MMéea  la  racine  primitive 

(5)  x  =  xX{2  —  -il}  =  —8+i    (mod.  7). 
En, élevant aa.oarré,  ilviendra 

(6)  *'=  2  r+- (+.(■'=  in- 1, 
et  £ii.éIiiniaanLÎ.entre,(5)  et  (6), 

x' — x  +  3^o   '(mod.  7). 

Telle  est  la  congruencc  irréductible  dont  dépend  la 
radine  primitive  demandée.  Si.l'on. représente  par  i  cette 
racine,  les 48  racines  delà  copgruence  (i).-ten>nt.les'«a- 
leurs  des  puissances 

réduites  par  le  moyen  de  la  congruence 
i' — i-hZ^o     (mod.  7). 

Sli.Do  bi  congruence  x^~*  —  i^o  (mod.  y).  — 
Le  théorème  du  n"  358  indique,  pour  le  module  •jjtVexi*- 
tence  des  quatre  fonctions  irréductibles  du  troisième 
degré 

aJ  — 2,  x'— J,  3:^+3,  «"-4-2. 

Nous  désignerons  par  i  une  racine  delà  congruence 

i'^2     (mod.  /]), 
et  alors  les  racines  de  la  proposée  seront  de.Ia.forme 

Cherchons  une  racine  primitive  de  la  congruence  pro- 
posée qui  est  . 

(i)         i"' — 1^0     ou     x'-' •" — i^o     (mod.  7). 

Il  suffit  pour  cela  d'avoir  une  racine  primitive  de  chacune 

des  trois  suivantes  : 

(a).*' — .i^o,    ^'—r^o,    -w»'— 'ISO     fniod.  7). 
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Larachlc  {Jt^ttrîtive  de  la  =pï-emière  des  «Dngmeiuxs'fa') 
esi  — i;  la  deuxième  de  ces  coagruences  (a)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

■'(i>— i)(i'— 2)(:r>+3)  =  »     (mod.  .7), 
et  SCS  raciues  primitives  sont  les  raoines'des  denx  cott- 
gracDCes 

a:>  =  2,     x^-^  —  'Z     (mod.  7); 

donc  1  est  Tacine  primitive  9e  la  âetixième  des  con- 
gruences{2).  11-reste  à'(roaverune  fa(;inedex'*^i^o, 
ou  plutôt  de 

-  '~  '^o    (mod.  7). 

Ëxaminoas  sî  Ton  peut  satisifaire  à  -cette  congrucnce 
eu  posant  simplement  x=at-\-aji  au  lieu  de 
fl,+  a,i-f-(i,i'*î  nous  devrons  avoir 

(«,  +  «,(}"=  I    .{mod.  7), 

ce  qui,  eu  développant  .par  la  formule  du  binàiiie,  et  ré- 
duisant les  j)uîssances  de  Hq,  <Zt  et  tparles  formules 

a',-=i,     fl;-  =  ii,    i(>^^2     ('iMod.  7}, 
se  réduit  à 

3  [«,—«;«;  +  .(a;  a]  +  <o,j  )  (',]=  i,, 

d'où,  en  séparant, 

3a, —  3ala'^i,     nJuî-f-BjoJ^O- 
Ces  deux  dernières  conditions  scmt  ratisfaitee  en  posant 

Qtmc  -^i  -ff-'(0stm»e  racine  primitive  de  >U  irtfmiâUie'des 
«ottgruences  (3).  Leprodait  doB'trois'quatitvi& 
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sera  donc  une  racine  primitive  de  la  coagrueilce  proposée 
*'  —  I  ^  o    [  tnod.  7  )  ; 

par  conséquent,  cette  expression  jouit  de  la  propriété 
qu'en  l'élevant  à  toutes  les  puissances,  on  obtiendra  7* — i 
expressions  différentes  et  de  la  forme 


Si  l'on  veut  connaître  la  congruence  irréductible  dotft 
dépend  la  racine  que  nous  venons  de  trouver,  il  faudra 
éliminer  i  entre 

x  =  i  —  i'     et     i'^2     (mod.  7). 
En  élevant  le  valeur  de  x  au  cube,  puis  réduisant  les  ez- 
posanu  de  (,  il  vient 

x'^—i-hi — i'     (mod.  7), 
d'où 

x"  — ar  +  a^o     (mod.  7). 

Il  sera  convenable  de  prendre  pour  hase  des  imagi- 
naires et  de  représenter  pdri  Ja  racine  de  celte  con- 
gruence, en  sorte  que  l'on  aura 

1' — 1-1-2^0     (mod.  7), 
et  l'on  obtiendra  toutes  les  imaginaires  de  la  forme 


en  élevant  1'  à  toutes  les  puissances  et  réduisant  par  la 
précédente  congruence. 

375.  De  la  congruence  x""  ~' — 1^0  (mod.  7). — 
Le  théorème  du  11°  354  nous  fait  connaître  une  fonction 
irréductible  du  quatrième  degré,  suivant  le  module  7, 
savoir  - 
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«Secitvement  le  module  7  est  racine  primitive  pour  le 
sombre  premier  5.  En  outre,  d'après  le  théorème  dé- 
montré au  il"  358,  chacune  des  trois  fonctions  binômes 

est  décomposable  suivant  le  module  7  en  quatre  facteurs 
irréductibles  du  quatrième  degré.  On  trouve  par  l'analyse 
du  n'^  359  que  ces  facteurs  sont  respectivement 


Nous  désignerons  par  1  une  racine  de  la  congruence 

(1)  i'-i-3i=  — 2  =  0    (mod.  7), 

et  nous  chercherons  une  racin,e  primitive  de  la  con- 
grnence 

(1)        a;''— '  —  1^0     pu    *""  — 1^0     (mod.  7). 

Comme  2400  =  a'.S.â*  =  3»  X  3  X  aS,  il  nous  faut 
connaître  une  racine  primitive  de  chacune  des  trois  con- 
gniences 

(3)  3J'_  ISO,  *=— I  ^o,  je"— i=o     (mod.  7}. 
Or,  la  congruence  (1)  donne 

(4)  i'^i+Si'      (mod.  7), 

et,  par  suite,  '  ' 

ii"y  =  {r]"^-i     (mod.  7). 

n  résulte  de  là  que  1*  est  une  racine  primitive  de  la  pre- 
mière des  congruences  (3)  ;  la  deuxième  congruence  (3j 
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aâniet  a  comine  radiae  primilive;  il  reste  donc  à  <coti~ 
naître ' aoe  Jtici ne  primilive  de>]a  troisième 

essayons  d'y  satisfaire  en  "posant 


en  substi tuant >(ietie  valeur,  TédiiisaiU  au  -moyemâes 'for- 
mules (4)  et  égalant  ensuite  a  zéro  les  coefficients  des 
puissances  de  1,  il  vient 

—  aa*fi  +  3a'i'— fi'sEO  \ 
aa*  ■+■  5fl'-i'  —  .206'  ^  o  I 


congmences  auxquelles  on  satisfait  en  posant  a  ^  3, 
i=  2.  A4n3i  ^(-4-31'  eai  une  racine  primilive  âe 
x" — 1^0,  car  il  est  facile  de  s'apurer  iju'clle  ne  satisfait 
pas  à  x' — 'i^o.XacoQgnience  proposée  admet  donc  la 
racine  priinitive 

,r:=2(',(3/-4-  2l':)  i^  — -i' — 3i', 

ou,  en  réduisant, 

(5)  *=:=—  2+ï+3l'  +  ii\ 

On  tire  de  là 

ix'  =  —  ,_.,+/._  3,1, 
.ie>  — —  1  +  1  — ai'-l-af', 
*'  =  3-3i  +  .'', 
et,  en  éliminant  t,  on  trouve 
(7)  x* —  nx' —  2x  —  ^^o     (mod.  7). 

&  i'-<Ht4é$igBe  ttHBtenKBt  |»ar.4'  me  vacme  ide  <oeNe 


^lailizodbïGoOglc 


SKCtriOM    lU.  'OHAVFIBE   lU.  ^^87 

congnience  (7),  les  2400  premières  piik&ancesde  (don- 
neront toutes  les  racines  de  U  congruence 

*""— 1^0    (mod.  2). 

376.  A  l'égard  des  fonctions  irrëdnctïliles  de  degré  su- 
périeur'à  4>pour.le  module  7,  je  me  bornerai  eu'terminam 
à  des  indications  que  le  lecteur  pourra  déveltytper  sans 
diiBciilté.  IV0US  n'avons  aucun  théorème  qui  nousj)er- 
melte  ffe'former  directement  une  {onction  irréductible  du 
cinquième  degré  relativement  au  modiïIe^7.  Mais  il  est 
aisé  d'en  obtenir  une  par  tâtonnements.  Ainsi,  on  recon- 
naît que  la  fonction 

i*-i-x— 3 

est  -irréductible  suivant  .le  module  7,  iparee  quQ,  ^i  ie 
contraire  avait  liâu,'Lcene  fiuuJtion  aurait  <un 'diviseur  Au 
premier  ou  du  dsusiième  dçgré,Jequ£l'4ppftrueod>ak,  en 
même  temps,  à  la  fonction  x"  —  i  ;  or,  il  est  facile  de 
s'assurer  que  cette  Fonction  et  la  proposée  n'ont  aucun 
diviseur  <commun  suivant  le-modsle  7.  il  <y  a  'phis,  la 
fonction  x'-j-x  —  3  appartient  à  rexposaai'7*— 11,  an 
sorte  que  si  l'on  désigneipari  une  racineide  la  congruence 
irréductible 

/'-H'  — 3^0     (mod.  7}, 

les  7'  —  I  premières  puissances  de  i  donneront  les  racines 
de  la  congruence 

x'  ~'  —  1^0     (mod.  •}). 

Dans  le  sixième  degré,  il  7  a  deux  fonctions  binâmes 
irréductibles,  savoir  :  x' -h  2  et  x*  —  3,  et  il  est  facile 
de  conclure  de  l'une  ou  de  l'autre  une  racine  primitive 
de  la  congruence 

*'  -'  —  1^0     (  mod.  7  ). 
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.  Par  exemple,  si  l'on  pose 

i'^  —  2     (mod.  ^), 

il  suffira  de  détermiDer  une  racine  primitive  de  chacune 

des  quatre  congruences 

*"  — i^O,    3^  — 1^0,  x"  —ï^O,  a:"  — l^o      (mod.  7), 

en  procédant  comnie  nous  l'avons  fait  dans  les  cas  que 
nous  avons  examinés  précédemmenl.  On  reconnaît  faci- 
lement que  I  -I-  I  est  une  racine  primîve  de  la  congruence 
proposée;  celte  racine  appartient  à  la  congruence  irré- 
ductible 

(x  — i)«  +  2  =  o     (mod.  7). 

Enfin,  dans  le  seplième  degré,  nous  connaissons  une 
fonction  irréductible,  par  le  théorème  du  n°  360,  savoir  : 
x'  —  X  —  g,  g  étant  diâerent  de  zéro.  Si  l'o 
par  *■  une  racine  de  la  congruence  irréductible 
i''  —  i  —  3^0     (mod,  7), 

on  reconnaîtra  facilement  que  ('est  racine  primitive  pour 
la  congruence 

a;''-i_  ,  =  0    (mod.;). 
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CHAPITRE  IV. 

Sim  L4  TOTALITË  DES  NOMBRES  PREUIERS  CX)UPR1S 
ENTRE  DES  UMITES  DONNÉES. 


Sur  Vévaluation  approchée    du  produit    i 
i  X  est  un  grand  nombre. 


377.  La  théorie  que  j'ai  surtout  en  vue  dans  ce  Cha- 
pitre esige  que  l'on  connaisse  les  premiers  termes  de  la 
série  par  laquelle  on  exprime  le  logarîilime  du  produit  ■ 
des  X  premiers  nombres  entiers.  Cette  série  célèbre  est  ' 
celle  de  Siirling,  et  elle  a  fait  l'objet  des  recberclies  d'un 
grand  nombre  de  géomètres,  parmi  lesquels  je  dois  spé- 
cialement mentionner  Cauchy,  Binet,  M.  Malmsten  et 
M.  Liouville.  Mais,  parmi  les  démonstrations  diverses 
qu'oapossède  de  cette  formule,  je  ne  crois  pas  qu'il  yen  ait 
de  plus  simple  que  celle  que  j'ai  présentée  à  l'Académie 
des  Sciences,  dans  la  séance  du  3  avril  1860,  et  que  j'ai 
reproduite  dans  une  Note  qui  fait  partie  de  la  sixième  édi- 
ÛOQ  du  Traité  élémentaire  de  Calcul  différentiel  et  inté- 
gral de  Lacroix.  J'ai  montré  dans  cette  Noie  que  la 
formule  connue  de  Wallis  suffit  pour  établir  complète- 
ment celle  de  Stirling,  et  la  déduction  est  si  facile,  que  la 
deuxième  formule  peut  en  quelque  sorte  être  regardée 
comme  une  transformée  de  la  première.  Je  ne  reproduirai 
pas  ici  tous  les  développements  que  j'ai  donnés  ailleurs 
sur  ce  sujet,  et  je  me  bornerai  à  établir  les  seuls  ré- 
sultats qui  sont  indispensables  pour  l'objet  spécial  que 
j'ai  en  vue. 
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Rappelons  d'abord  que  la  formuls  de  Wallîs,  qui  sera 
notre  point  de  déport,  se  déduit  de  la  formule 

"-(■-ï)(-|ë)(-fe)-. 

par  laquelle  on:  obtient  la.  fonclioniCDSiZ^  décomposée  en 
un  produit  d'une  infinité  de  facteurs  linéaires  (*).  Cette 
dernière  formule  peut  s'écrire  ainsi  : 


^^h^k-m-^ 


et  en  faisant  z  =^~,   il  vient 


w *  2  44^     **■ — ^  ^^— 


2       1   3  3.5i      a«— 3   2tc.— I,  a 
ce  qui  est  la  formule  Je  Wallls. 

378.  Cette,  forivuila  prend  la  facma  tcie-si  mple 


(pour  X  — co), 


=  .     (pourx  =  co). 

on, 

en  extrayant  la  raciiie  carrée, 

(i,)i 

=-1,     (pOGri  =  »), 

.Ll' 

oa  (l£ugne.par  f  (x 

) ,  soit  l'expnesaiQB. 
i..>.3...» 

V^:^-V 

(  *  }  Va'r  mon  TVaM  Jt  Trlgonoméuie,  ,3*  édition,  p.  ï 


3,a,l,;t!dbïG00glc 


SSGTIDH.  m.    —    OHAFITRE  IV.  igi 

soiije  produit  de  cette  même  expression  gar  une  exponen- 
tielle de  la  forme  a',  a  étant  une  constante  quelconque. 
La. formule  (i)  aura. donc  lieui  si,  désignant. par  e.  la  base 
des  logarithmes  népériens,  on  po^e 

On  lire  de  la  formule  (2) 


la  caractéristiqne  /a^  exprimant  ici  des  logarithmes  né- 
pà-iens,  Oi«  on  a,  x  étant  ]>-t, 

r  >    ^     1  ^  (-■)-' 


Dans  cette  série  les  termes  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs-,  en  outre,  la  valeur  absolue  du  rapport  du 
ter>mejde  rang:  n:  soi  précédent  est: 
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ce  rapport  esl  ^gal  à  -  pour  «  :=  a ,  mais  il  est  ioférieur 
à  -  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  3;  donc, 

lors  même  que  j;  se  réduirait  à  t,  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  la  série  (5)  décroissent  à  partir  du  deuxième 
terme.  Il  résulte  évidemment  de  là  que  l'on  a 


Mais  on  peut  assigner  une  limite  de  -  -   — -  plus  petite 

que  la  précédente,  et  comme  elle  nous  sera  utile  plus 
"  loin,  il  convient  de  l'indiquer  ici, 

.Si  l'on  multiplie  la  formule  (5)  par  a; -H  1,  il  vient 


(--3)  (- 


a(»-i),(» 

dans  cette  série,  le  terme  en  —manque;  les  autres  termes 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  le  rapport  du 
terme  en  —  au  terme  en  —7,  a  pour  valeur  absolue 


ce  rapport  est  égal  à  -  pour  1  =  4*  mais  il  est  inférieur 
à  -pour  n  ^  4-  Donc  les  termes  diminuent  à  partir  du  , 
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deDxîème,  lors  même  qae  x  seraïi  égal  à  i,  et  on  a 


379.  La  formule  (6)  montre  que  l'on  a 

^t  étant  un  nombre  positif  inférieur  à — ;  on  aura  aussi 

en  changeant  :e  en  x-t-  i,  x-f-a,. .  ■ ,  a  a:  —  i,  et  en 
désignant  par  6,,  0i,.-.,  d,_|,  des  nombres  compris  entre  o 


,(,  +  =1 

=  -"""■• 

,(1  +  3) 

=  .(".)',..., 

Multiplions  entre  elles  les  ^alités  (8)et  (9);commela 
somme  des  x  fractions 


est  moindre  que  —  ■  —  X  ^  ou  que <  on  aura 
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0  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  — »  et  par  suite 

(„)  -îgj=,      (p<,„x=„). 

Si  maintenant  on  divise  la  formule  (i)  parla  formule  (i  i], 
il  viendra 

(12)  ç(a;)=.i     (pourar  =  œ), 

c'est-à-dire,  à  cause  de  la  formule  (2), 

(i3)  1 .2.3, .  .*  =  V^tf-'a^-^'U  +  i.), 

ïj.  désignant  une  quantité  positive  qui  s'annule  pour 
x=<xi ,  et  dont  nous  allons  faire  connaitre  une  limite 
supérieure. 

380.  Posons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  la 
Section  II  de  cet  ouvrage, 

(■4)  r(.=  +  i)  =  ,.2.3,..*i 

on  peut  obtenir  facilement,  par  ce  qui  précède,  nue 
expression  complète  du  produit  T{x  •+■  i),  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  uue  expression  du  logariibme  népérien 
Iogr(x  +  i).  On  a  d'abord,  par  la  formule  (2), 

(l5}  logr(j;  +  l)=:l|og2ir~x  +  U  +  ijlogX-l-log?{jt), 

et  l'on  a  ensuite  identiquement 

-logL 


»?(*  +  «/  +  .) 


losfix-^m-hï); 


mais  si   l'entier  m  croit   indéfiniment,  ^{x+m-i-i] 
tend  vers  l'unité,  d'après  la  formule  (12),  et  sonloga- 
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lithme  tend  vers  eéro  ;  on  a  donc 

(,6)  H,M  =  2l°6,(I,'Z^"',)' 

ou,  d'après  la  formule  (4)1 

et  l'on  aura  en  conséquence 

llogr(±-t-i)=z-log2it^  a;  +  (r  +  -J  log^ 

Celte  formule  (18),  qui  a  été  rencontrée  par  Guder- 
mann,  se  déduit  bien  facilement,  comme  on  le  voit,  de 
la  simple  formule  de  "Wallis. 

381.  On  peut  tirer  la  formule  de  Stîrltng.de  la  for- 
mnle  (18),  mais  je  n'entreprendrai  point  ici  cette  trans- 
formation et  je  me  bornerai  à  déterminer  les  limites  de 
logFfx-f-i)  qui  nous  sont  nécessaires. 

Comme  la  quantité  logf  (x)  estpositive,  la  formule  (1 5) 
nous  donne  d'abord 

(19)       k»gr  (*  -h  i)  >  i  loga™  —  a)  +  r  JT  +i  j  Iog«. 

Ensuite  nous  aurons,  par  ta  formule  (lâ),  à  cause  do 
l'ia^allté  (^), 
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on  t— — se  décompose  eu 


donc  on  peut  écrire 

""'■"W<(;-rirr)  +  (^-dr-,)    - 

La  série  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule a  pour  somme  -i  et  l'on  a  en  conséquence 

puis 

(ao)        logr(j:  +  l)  <-log37r  — ^-f-  (j:+- JlogxH-  -^  • 

Les  formules  (19)  et  (20)  nous  donnent  les  deux  limites 
que  nous  voulions  trouver.  En  revenant  des  logariilimes 
aux  nombres,  on  obtient 

,  ■  1  1.2.3. -:r>v^r'/'^^' 

Extension  des  formules  précédentes  au.  cas  où  x  n'est 
pas  un  nombre  entier  positif. 

382.  On  désigne  habituellement  par  lesymbole  F  (x+i) 
une  certaine  fonction  de  x  qui  a  une  valeur  détenninée 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  imaginaires  de  x,  qui 
ne  devient  infinie  que  pour  les  valeurs  de  x  égales  i  uu 
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nombre  entier  oégatif  et  tjui  se  réduit  au  produit  i .  3 .3. . .  Jt; 
quand  X  est  un  entier  positif;  elle  coïncide,  dans  ce  der-  ' 
nier  cas,  avec  la  fonction  dont  nous  venons  de  nous  oc- 
cuper. 

On  arrive  très -facilement  à  la  notion  des  fonctions  gé- 
nérales F  quand  on  cherche  à  interpoler  la  fonction  nu- 
mërîque  i .  2 . 3 . .  .x,  c'est-à-dire  quand  on  cherche  à 
représenter  le  produit  i .  a .  3 . . .  j;  par  «ne  fonction  de  x 
qui  conserve  une  signification  bien  définie  lorsque  x 
cesse  de  représenter  un  nombre  entier  positif. 

En  effet,  soient  x  et  m  deux  nombres  entiers  positifs, 
Les  X  fractions 


tendront  vers  lunité  si,  x  restant  constant,  on  fait 
croitre  m  indéCniment  ;  il  en  sera  donc  de  même  du 
produit  de  ces  x  fractions,  et  l'on  aura 


.(.+..)=., 


(,7,+l)(,7,+3)...(,. 

i„  désignant  une  quantité  qui  s'annule  pour  n 


peut  écrire  aussi 
il; 


,(.  +  ..)  = 


i.a.3...(».  +  i)' 
on,  en  multipliant  les  deux  membres  par  I.a.3. .  .:c,. 

Faisant  tendre  l'entier  m  vers  l'infini,  on  aura 

fO   J.a.3.v.j  =  lim      _^''    '^^'"''J'_^^.t    poiirm  =  i». 

U  '  second   membre    de  ceue   formule   devient   infini 
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quaitd  X  e^t  DQ  entier  p^atif,  ntaii  par  tomea  lea  «uim 
Trieurs,  réelle^  ptt  im^gÎQïtrest  de  x  elle  a  une  Taleor  âni^ 
et  délermmc'?,  efkmnw  ctn  le  d^IBo^t^«  irès-aisément.  Si 
doïic  on  pose 

on  aura,  du»  1(!  vas  de  x  entier  positïfi 

r(*  +  l)  =  I.2.3...:C. 

Cherchons  la  valeur  de  P  (  -  |  •   Si  l'on  fait  x^ 

_      _      Va/  3 

dans  la  formule  (3),  il  vient 


et  en  posant,  comme  au  n"  378, 


on  peut  écrire 

Enfin,  copune  f{m\  çt  ^(arn)  se  ré4.<;i.i5e9t  k  l'unité, 
pour  m  =  oo  ,  on  a 

..  .(^)  =  ^.        . 

383.  S'apris  ce  qui  procède,  on  peut  JcHr» 
W  4Wi\  IW9  quafttiié  qui  «'luiHale  p«iu  91  ^  «  -  On  tire 
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de  cette  formule 

logr{j;  +  i]— LlogY-loë^^J  ■■■ 

ou,  en  écrÎYant  m~i~mu  lieu  de  m  et  faieaot  tendre  m 
vers  l'infini, 

(.)  iogr(i+,)=2  [''•e('+sir)-'''K'*^)} 

Cette  formule  (a)  est  équÏTalente  à  la  formule  (i)  et 
elle  esprime,  comme  celle-ci,  la  définition  générale  des 
fonctions  F. 

n  esl  facile  maintenant  d'établir  la  généralité  de  la  for^ 
maie  (18)  du  n°  380.  En  effet,  cette  formule  (18)  et  la 
formule  qui  précède  s'accordent  à  donner,  par  une  double 
difiërentiation, 

.iMo!;r(3T-l-i)  _  yi  1 

'^'  ~_^-^J' +  "'  +  •)'' 

les  premiers  membres  de  ces  deux  formules  ayant  ainsi  la 
même  dérivée  du  deuxième  ordre,  ils  ne  peuvent  différer 
que  par  une  fonction  linéaire  de  xj  mais  comme  ils  sont 
^aux  pour  toutes  les  valeurs  de  x  entières  et  positives,  on 
en  conclut  qu'ils  sont  égaux,  quel  que  soit  x. 

384.  Nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  rappeler  ic^ 
que  si  x  est  une  quantité  positive,  la  fonction  T  (x)  n'est 
autre cbose  que  celle  qui  a  reçu  de  Legendre  la.dénomi- 
naiiou  à'intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce.  'Éîtec- 
fivement,  en  écrivant  x  —  i  au  lieu  de  x,  la  formule  (i) 
du  numéro  précédent  devient 


■•w=,(i'-;o!::(x°'iTl.)  (.»""■=« 
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Inl^rons  par  parties  la  diOerentielle  «"""'{i — aL)''da,  î) 

viendra 

et  comme  x  est  positive,  si  l'on  prend  les  intégrales  entre 
les  limites  o  et  i,  on  aura 

On  conclut  de  là ,  quel  que  soit  l'entier  n, 

pour  n  =  m,  l'intégrale  du  secMid  membre  se  réduit  à 

Xijx+ffl-i  ^5,  __  — i — .  jpjjç  QQ  a 

et,  en  écrivant  -  t  —  au  lieu  de  «  et  (/a, 

'  +  "■    r".^,  /..iN-j  (....3...^)m-' 

"■      I  l        "j    ""-»(-  +  .)...(«  +  »-.) 

On  a,  d'après  cela 

r{x]=(i  +  -\    1     a^Mi— -j    da    (poarm^oo); 
on  peut  écrire  aussi 

'W=(-^r„)[X""-'(-s)''" 

+  /      o^'ll— -j    rfal(pour»f=oo). 


3,a,i,;t!dbïGoogIe 


SECTIOK    III.   CHAPmE    1 

La  quantité  1 1 ]     a  pour  logarithmi 


el,  a  étant  regardée  comme  constante,  elle  atteint  son 
maiimum  pour  m=  oo  ;  ce  maximum  est  e'".  On  a  donc 

X"-(-„-)'^-<X"""-""^- 

et  on  pourra  poser 

X"-{-s)"=(-')X" -"'"""■• 

9  éunt  une  quantité  comprise  entre  o  et  i .  L'expression 
de  r  (x)  devient  alors 

regardant  maintenant  M  comme  une  constante,  faisons 

tendre  m  fers  l'infini,  on  aura  à  la  limite  1 1 j   ^e~", 

et  par  suite 

mais  il  est  ëridentque  la  quantité  6  est  ici  rigoureusement 
nulle,  car  la  formule  précédente  a  lieu,  quel  que  soit  M, 
et  la  dernière  partie  disparait  pour  M  ^  ao  .  On  a  donc 

r(«)=  J'"a-e-«da, 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x. 
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Détermination  de  deux  limites  entre  lesquelles  reste 
comprise  la  somme  des  logarithmes  népériens  de  tous 
les  entiers  qui  ne  surpassent  pas  un  nombre  donné. 

885.  Soit  a  un  nombre  entier  positif;  faisons  x^a-ht 
dans  la  formule  (19)  An  n"  381  et  retranchons  ensuite 
log  {a  + 1)  de  chaque  membre  ;  faisons  eu  même  temp 
X  ^a  dans  la  formule  (  20  )  du  même  numéro,  on  aura 

[  logi.3.3...fl>logv/^+(fl-(-i)los(<,-f-i)-(«+i)- llog(<»  +  i), 

I  iogi.2,3...fl<;;iogv'^"'"**'*'S''  — " "I —  '•'g"  "■ ■ 

Cela  posé,  désignons  par  j:  une  quantité  positive  quel- 
conque au  moins  égale  à  i ,  et  soit  a  le  plus  grand  entier 
a  dans  x.  On  a,  par  hypothèse, 

<.<x><H-i     et     «>i; 
1  en  déduit 

r  +  I  -  1)  [lo6(«  +  I)  -  l]>  (*  -  l)(log^  -  .), 
4)(log.-0  +  ^„^(.-.^)(log.-.)  +  ^, 

a  ■+■  i)  log(o  +  i)  -  («  -H  1)  -  1  log(a  +  i) 
>■  X  log  a:  -,-  X  —  -  logi, 

3  logfl  —  a  +  -  loea  H 

^Jrlog*  — *-(--iogx+  — - 
Des  inégalités  (i)  et  (2)  on  ccndut,  en  appelant  T  (x)  le 
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logarithme  du  produit  dq  tous  les  Dombras  eatiera  qui  ne 
surpasieot  pKS  X, 


(3) 


Ces  inégalités  (3)50Dt  celles  que  nons  vovlions  obtenir. 


Surta  totalité  des  nombres  premiers  compiis  entre  deux 
limites  données. 

386.  Le  problème  qui  consiste  à  détcrmiDer  combien 
il  y  a  de  nombres  premiers  compris  entre  deux  nombres 
donnés  n'a  pas  encore  été  résolu  et  semble  présenter  les 
plus  grandes  difficultés,  M.  Tchebichef  estle  premier  qui 
se  soit  occupé  avec  succès  de  cette  question*,  dans  un 
Mémoire  présent^  en  i8$o  i  l' Académie  impériale  de% 
Sciences  de  Saiut-Pétersboui^ ,  cet  babile  géomètre  ai 
donné  le  moyen  d'assigner  deux  limites  entre  lesquelles 
est  nécessairement  compris  le  nombre  qui  exprime  com- 
bien Il  y  a  de  nombres  premiers  entre  deux  nombres 
donnés.  M.Tt^ebicbef  a  déduit  de  son  analyse  ladémons- 
traiioQ  d'un  postulatum  sur  lequel  M.  Bertrand  avait 
fondé  la  démonstration  d'un  tbéorème  important  dont  il 
sera  question  dans  la  Section  suivante.  Ce  postulatum 
consiste  en  ce  que  : 

Ily  a  toiijoitrs  au  moins  un  nomhre  prêter  compris 
entre  a  et  3a  —  a  si  a  est  supérieur  à  -• 

Bien  que  je  sois  parvenu  à  démontrer  l«  théorème  dont 
U  a'j^t  SUIS  rseounr  à  aucun  jfottuiatitm,  ainsi  qu'on  le 
Teria  daas  U  Section  IV,  je  ne  ercsa  p«s  iaïuile  de  pré* 
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senter  ici  l'analyse  ingénieuse  de  M.  Tchebicbef,  analyse 
qui  repose  sur  des  considérations  entièrement  neuves. 

Nous  désignerons  par  T  [z],  comme  au  numéro  précé- 
dent, la  somme  des  logaritlimes  népériens  de  tous  les  nom- 
bresentiersqui  ne  surpassent  pas  z;  nous  désignerons  en 
outre  par  6  (a)  la  somme  des  logarilbmes  népériens  de 
Ions  les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  z.  Les 
fonctions  T  {z)  et  $  (z)  se  réduisent  à  zéro  lorsque  z  est 
inférieur  à   a.   Quand  z   sera  une  quantité  composée, 

comme  (- j   par  exemple,  nous  écrirons,  pour  abréger, 
«  (i)'.u  lie.  défi  [(i)']. 

Propriété  fondamentale  de  lajbnction  6  {z). 

387.  La  propriété  fondamentale  sur  laquelle  reposent 
les  recherches  de  M.  Tchebichef  consiste  dans  l'égalité 
suivante  : 

-©-(i)--(f)^'(i)'-- 

-(i)-(i)-(r-(r-- 

où  tes  séries  doivent  èlre  prolongées  jusqu'aux  termes 
qui  deviennent  zéro. 

Four  démontrer  cette  égalité,  remarquons  qoe  chaque 
membre  est  ^al  à  une  somme  de  termes  tels  que  k  log  a, 
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h  désignant  un  entier  et  a  un  nombre  premier.  Supposons 
qne,  dans  la  suite  des  nombres  i,  a,  3, 4)-")  1^'^  ^^  s»'''- 
passent  pas  x,  il  y  en  ait  Ai  qui  soient  divisibles  par  a  ; 
DOiDDions  aussi  A,  le  nombre  de  ceux  qui  sont  divisibles 
par  a.*,  et  généralement  Aj  le  nombre  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  a';  il  est  clair  que  le  coefficient  de  loga 
dansT  (x)  sera  Ai-f-Ai-l-Aj-f-. . ..  Considérons  main- 
tenant les  termes  qui  composent  une  ligne  verticale  du 
second  membre  de  notre  égalité,  par  exemple, 

'«'■  •©'•  •©'•  '(i/—    ^ 

on  trouvera,  dans  cette  suite,  autant  de  termes  contenant 
Iog«  avec  le  coefficient  i,  qu'il  y  a  de  quantités  qui  ne 
sont  pas  inférieures  à  «  dans  la  suite 


Or  le  nombre  de  ces  quantités  est  évidemment  le  même 
que  le  nombre  des  quantités 

qui  ne  surpassent  pas  x^  ce  nombre  est  précisément 
celui  que  nous  avons  désigné  par  A,-.  Donc  le  coefficient 
de  logez  dans  le  deuxième  membre  de  notre  égalité  est 
A,-|-Ai  +  Ag  +  .  -  ■ .  ce  qni  démontre  l'exactitude  de 
celte  égalité. 
Nous  ferons,  pour  abréger, 

et  alors  l'égaliié  que  nous  venons  d*éublir  pourra  s'écrire 
(.)    TW=  +  W+  +  (0++(i)+<.(j)+.- 
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Démonstmiion  de  deux  inégalités  auxquelles  satitfait  h 
fonction  ^{^)- 

388.  Les  deux  in^Blîtés  que  noiu  proposooi  d'établir 
sont  les  sniyantes  : 

+  W>TW  +  T(i)-T(î)-T(î)-T(i), 
tM-+(|)<I(-)+T(i)-T(ï)-T(î)-l(î). 
L'équation  (2}  dju  n"  387  donne 

^w+^(è)-^(ï)  -''(5)-f(i) 
=<■(')++  (;)  ++  (I)  **  (i)+--- 

l-Ki)-*fe)-KôHte)-- 

Le  second  membre  de  cette  équaiioa  est  de  I^  forme 

A,  +  W+M(;)+*.+  (i) +•••  +  *.+  (;)+..., 

A),  Al,  A),  etc.,  étant  des  coefficients  entiers.  Or  je  dis 
qu'on  a  en  général  : 


si  n  n'est  divisible  par  aucun  des  facteurs 2, 3, 5; 
si  n  est  divisible  par  un  seul  des  facteurs  2,  3,5; 
1,  si /i  est  divisible  par  deux  au  moins  des  facteurs  2,3,5. 
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En  eilét,  dans  le  premier  cas,  où  n  n'est  dïrïsible  par 
aucun  des  nombres  2,3,5,  on  ne  trouve  le  terme  "J"  (-) 
que  dans  la  première  ligne  horizontale  du  second  menx- 
bre  de  l'^uation  (i).  Dans  le  deuxième  cas,  où  n  est  di- 
visible par  un  seul  des  nooibres  a,  3,  3,  on  ttiouTera  le 
terme <{'  I- javec  le  signe  —  dans  l'une  des  trois  der- 
nières lignes  horizontales  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (i),  et  comme  ce  terme  existe  dans  la  première 
ligue  avec  le  signe  + ,  on  trouvera  zéro,  après  la  réduc- 
tion, pour  coefiicient  de  ^  (  ~  )  '  Dans  le  troisième  cas, 
où  n  est  divisible  par  deux  des  nombres  a,  3, 5,  te  terme  <Jf 
{ -  j  se  trouve  avec  le  signe  ■+■  dans  la  première  ligne 
horizontale  du  second  membre  de  l'équation  (i),  et  avec 
le  signe  —  dans  deux  des  trois  dernières  lignes  ;  donc  il 
ne  restera  après  la  réduction  que  —  ijj  (  -  j  ■  Enfin,  dans 
le  quatrième  cas,  où  n  est  divisible  par  chacun  des  nom- 
bres a,3, 5,  le  termeij;  (-1  se  trouve  avec  le  signe  + 
dans  les  deux  premières  lignes  du  second  membre  de  l'é- 
quation (i),  et  avec  le  signe  —  dans  les  trois  dernières 
lignes;  il  restera  donc  encore  — '^{~)  "pi'ès  U  réduc- 


lion.  Donc,  pour 

«  =  3o»n-i,     a, 

3,     4, 

5,     6,     7, 

8, 

9. 

>o, 

II,   II, 

.3,  .4, 

.5,   i6,    .,, 

18, 

'9. 

20, 

21,    22, 

23,    24, 

25,  26,  27, 

18, 

29. 

3o, 

on  a 
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et,  par  conséquent,  l'équation  (i)  se  réduit  à    . 

■'("+^{fo)-K:)-'^(î)-*(5)  . 

où  tous  les  termes  du  second  membre  ont  pour  coefficient 
-+- 1  et  — 1  alteruativement.  Or  la  fonction  '^  (z)  ne  peut 
croître  quand  z  décroît  ;  donc  la  série 


qui  forme  le  second  membre  de  l'équation  précédente,  est 
comprise  entre 

on  a  donc 


♦  K 


(^) 


,>.H,X(£)-T(i)-T(;)-T@, 
(+M-+(i)ïTH+T(i)-T(i)-T(î)-T(î); 
ce  qu'il  Ëillait  démontrer. 

Détermination   de  deux  limites  entre   lesquelles' sont 
comprises  les  fonctions  ^[z)  etôfz). 

389.  On  a  vu,  au  u°  385,  que  la  fonction  T  [x)  saUs- 
faitauz  deux  inégalités 

(  T(j:)<log^ïff  4-«!ogj:  — *-!--Iogj;+  — . 

0)  ] 

/  T  («)  >  log  v/ar  -I-  «1»^*  —  «  —  -  l(^x. 
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On  dàluit  de  là  ■ 

T(x)4-t(~)<2Io^n/^ 


4-r-xlogj: —  xloga'  3'  5'  —  ~  .c  +  -logx Iog3o, 


+  3- «log*  —  «loga'  3'  5'  —  -^x log*  H —  log3o. 

Selranctiant  la  quatrième  de  ces  inégalités  de  la  premîcire, 
et  la  troisième  de  la  deuxième,  il  vîeut 


^w-K£)-K0--®-Ki} 


Nous  ferons,  pour  abréger, 
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alors  les  inégalités  précédentes  deviendront 

5  1  2 

<;  A*  +  -logJ! logiSooff  H ) 

tW  +  i(^)-t(;)-t(5)-i(î) 

et  l'on  voit  que  l'on  a,  à  plus  forte  raison, 

hH-^-f(£)-<ï)-K5)-^(i)>*'-ï"'«'- 

Les  formules  { i  )  n'ont  lieu  que  dans  l'hypothèse  de 
x'^i-y  d'ailleurs,  pour  former  les  inégalités  (3),  on  a 
remplacé  x  par  -»  ^»  -^y  s-;  donc  les  formules  (a)  ne 

sont  établies  que  dans  l'hypothèse  de  :c  ^  3o.  Maïs  il 
est  facile  de  vérifier  que  les  formules  (3)  ont  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  i  et  3o,  et,  par 
suite,  qu'elles  ne  présentent  aucune  exception. 

Des  illégalités  (3),  combinées  avec  les  inégalités  (2)  du 
n"  388,  on  déduit 

La  première  de  ces  formules  donne  immédiatement  une 
limite  inférieure  de  tjflx);  la  secondepeut  servir,  comme 
on  va  le  voir,  à  obtenir  une  limite  supérieure.  Pour  cela, 
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posnns 


et,  parsuiie, 
on  a  donc 

+W-  +  (i)</W-/(5). 

OU  bien 

,  .  X     X      X  X 

en  changeaDt  successivement  ar  eo  t^j  tt,'  r:'"''  K;rr' 
Tient 


(5) 


uw-/w<t(i)-/(5j<*(;)-/(l)<^- 

I        <+(6^,)-/(6^)- 
Supposons  maÏDienant  que  m  soit  le  plus  grand  entier  qui 
ïérifie  la  condition  fi'"^*;  ej^jh  tombera  entre  i  et  ^» 
et,  par  suite,  '/'{ë;;^^)  sera  zéro;  je  dis  en  outre  que 

— /(^^Ti)  ^'^^  moindre  que  t.  En  effet,  la  valeur  de 
—/{z)  pem  s'écrire  ainsi  : 

,4. 
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d'où  l'on  conclut 

et,  à  plus  forte  raison, 

-/(•)<■. 

puisque,  6  étant  moindre  que  e*,  log  6  est  inférieur  à  3 . 
D'après  cela,  la  formule  (5)  donne 

et,  par  suite, 

(6)         +  [*)<g  Â*  +  p— ^  log'a: -t.  ^  lûg*  + 1 .  ^ 

Les  deux  limites  que  nous  venons  de  trouver  pour,  li 
fonction  i^  (x)  vont  nous  permettre  de  trouver  également 
deux  limites  de  la  fonction  0  (x). 

Pour  cela  remarquons  que  ta  formule 

donne  ,  i 

+W-a+(v/«)  =  e(*)-[9(x)^-9(^fl-[eW'-e{xf]-. 

Or  la  fonction  S(z)  est  positive  ou  nulle,  et  d'ailleoi» 
elle  ne  pent  croître  quand  z  décroît;  donooiji  a  , 

Mais  on  vient  de  trouver 

5 
>|. (*)<  ^  A*  +  j^— ,  log'x  +  ^ rpg*  +  !■: 
(8)        '  ^^    "  '^ 

f  +{*}>A*  — ^log«- 
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donc  oo  9,  par  le^  inégalités  (7), 

Ainsi,  la  somme  âes  logarithmes  de  tous  les  nombres  pre- 
miers qui  ne  surpassent  pas  x  est  comprise  entre  les 
limites 

|A^-Ax'-H^loe'a.  +  ?Iosx  +  a.. 


Détermination  de  deux  limites  du  nombre  qui  indigue 
combien  il  y  a  de  nombres  premiers  compris  entre 
deux  nombres^  donnés. 

390,  Soit  m  le  nombre  qui  indique  combien  il  y  a  de 
nombre»  premiers  plus  grands  qu'un  nombre  doqné  l  et 
qui  ne  snrpassent  pas  un  autre  nombre  donné  L.  La 
somme  des  logarithmes  népériens  de  ces  m  nombres  pre- 
miers sera  évidemment  comprise  egtre  mlog/  et  mlogL*, 
on  aura  donc 

e(L)— e(/)>mIo(;/, 

e{L)-9(/}<mlogL, 
et,  pan  conséquent, 

^e(L)-fl[/) ^fl(L)-e(/). 
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mais,  d'après  les  inégalités  (lo)  du  n°  389,  on  a 

e(L)_e(/)<A(|L-/)-A(L'-^/')     . 

donc 

Ces  formules  donnent  ainsi  deux  limites  entre  lesquelles 
tombe  ta  quantité  m.  qui  désigne  combien  il  y  a  de  nom- 
bres premiers  plus  grands  que  l  et  qui  ne  surpassent 
pas  L.  La  deuxième  de  ces  formules  montre  qu'on  trou- 
vera plus  de  t  nombres  premiers  entre  les  limites  /  et  L, 
si  la  condition  suivante  est  satisfaite,  savoir  :   - 

*<  ^-^ 

et  comme  2  est  ^  o  et  <;  L,  on  vérifie  cette  in^alité  en 
faisant 

^./('-5')-T^'-'-g^'°'"-f"^"-', 

logL 
d'où  l'on  lire 
,      5,        ^\  25      ,    ,^        5  /25  ,  ,\,     ,      s5 
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Ainsi,  en  prenant  pour  l  cette  valeur,  on  est  lâr  de  trou- 
ver plus  de  h  nombres  premiers  entre  /  et  L.  Il  est  bien 
enienduque  /cl  Lsontsupposés  plus  grands  que  i. 

En  faisant  k  =  o,  on  conclut  de  ce'qui  précède  qu'il  y 
a  au  moins  un  nombre  premier  entre  /  et  L,  si  l'on  prend 


[3)     /=^L  — 3L' 


:t51og*L        i25IogL       aS 
i6a  log6  ~      24  A  6Â' 


application  des  résultats  qui  précèdent, 

391.  Des  résultats'quê  nous  venons  d'obtenir,  il  est 
aisé  de  déduire  la  démonstration  de  la  proposition  dont 
Dons  avons  parlé  au  n"  386.  Effectivement,  nous  venons 
de  voir  qu'il  y  a  au  moins  un  nombre  premier  entre  les 
limites 

5  \        25log'L        laSIogL        i5 

6  "*  i6Aloe6  ^4*  6Â  ' 

donc  il  sera  établi  qu'il  y  a  au  moins  un  nombre  premier 
entre  les  limites  a  et  2a  —  a,  si  l'on  prouve  qu'on  peut, 
par  une  valeur  convenable  deL,  satisfaire  aux  deux  iné- 
galités 

afl-a>L, 

5  ~       aSIog'L        irîSIogL       aS 

tf<gL-2L  -  ,6  A  loge       ;|A — 6Â' 

Or,  on  vérifie  évidemment  la  première  de  ces  inégalités 
en  prenant 

L  =  2.1  —  3. 

Quant  à  la  seconde,  elle  devient,  pour  L=  aa  —  3, 

,^^5  .  /r^ — ^      25lo6'(a^-3) 

^■6  '  i6Alog6 

iri51og(2g-3)       25 
24A  6a' 
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ce  qui  est  exact  pour  toutes  les  valeurs  de  a  qui  surpassent 
la  plus  grande  racine  de  l'équalioa 

6^  J         V  i6Alog6 

\iS  \o^{ix  —  3)       25  _ 
24a  6Â  ' 

or  on  trouve  que  ceitc  plus  grande  racine  est  comprise 
entre  iSg  et  i6o  ;  donc,  si  a  est  ^  i6o,  il  y  a  nécessaire- 
ment un  nombre  premiet-  compris  entre  n  et  3  a  —  2.  A 
l'égard  des  valeurs  de  a  inférieures  à  i6o,  la  proposition 
peut  se  vériâer  immédiatement  au  moyen  des  Tables  de 
nombres  premiers. 
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SECTION    IV.   —    CHAPITRE   I. 

SECTION  IV. 

LES  SUBSTITUTIONS. 


CHAPITRE  PREMIER, 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  SUBSTITUTIONS. 


Des  permutations  formées  avec  des  lettres  données,  et 
des  substitutions  par  lesquelles  on  passe  d'une  per- 
mutation à  une  autre. 

392.  Les  permutations  de  n  lettres 
a,  b,c,d,...,  h,  l 

sont  les  résultats  que  l'on  obtieot  en  écrivant  ces  lettres  h 
la  suite  les  unes  des  autres  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, et  on  démontre  dans  les  éléments  d'Algèbre  que  le 
nombre  total  N  de  ces  permutations  est 
Hi=i.a.3...n. 
Représentons  par  de  simples  lettres 
A„  A„  A,...,  A„„, 

les  N  permutations  dont  il  s'agit.  L'opération  par  la- 
quelle on  passe  d'une  permutation  à  une  autre  est  dite 
MQt  substitution  (n"  23S).  Nous  représenterons  une  sub- 
stitution en  écrivant  entre  parenthèses  la  permutation  de 
laquelle  od  part  et,  au-dessus  de  celle-ci,  la  permutation 
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nouvelle  qui  doit  la  remplacer.  Ainsi  le  symbole 

a:)     • 

désignera  ta  substitution  qui  a  pour  effet  de  remplacer  les 
lettres  de  la  permutation  A,,  par  celles  qui  occupent  res- 
pectivement les  mêmes  rangs  dans  la  permutation  A ,  ;  les 
permutations  A«  et  A,  seront  dîtes  les  termes  de  la  sub- 
stitution, Ag  sera  le  dénomimUeur  et  A,  le  numéraieur. 
Il  est  évident  que  l'on  peut  choisir  pour  déuominatcur 
d'une  substitution  donnée  l'une  quelconque  des  N  perma- 
lations. 

D'après  cela,  si  l'on  adopte  A,  pour  dénominateur,  on 
obtiendra  toutes  les  substitutions  en  prenant  auccessive- 
ment  pour  numérateurs  les  N  permutations;  ces  substi- 
tutions seront  donc 


stitution  identique,  il  indique  la  conservation  de  l'ordre 
des  lettres;  il  y  a  avantage  à  le  comprendre  parmi  les 
substitutions,  et  le  nombre  de  celles-ci  sera  dès  lors 
égal  à  m. 

Nous  représenterons  souvent  par  de  simples  lettres  S, 
T,  etc.,  lesdiversessubstitutions  que  nous  aurons  à  con- 
sidérer, 

Lorsqu  'une  lettre  occupe  la  même  place  dans  le  numé- 
rateur et  dans  le  dénominateur  d'une  substitution,  on 
peut  la  supprimer  sans  inconvénient.  Ainsi  la  substitution 
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peut  s'écrire  plus  simplement 


Ou  dit  qu'une  substitution  est  réduite  à  sa  plus  simple; 
uspressi  on  quand  on  a  supprimé  dans  ses  deux  termes 
loateS  les  lettres  qui  y  occupaient  les  mêmes  places. 

Des  produits  de  substitutions, 

393.  On  nomme  produit  d'une  permutation  donnée 
par  une  substitution  la  permutation  nouvelle  que  t'on  ob- 
lient  en  appliquant  '  la  substitution  k  la  permutation 
donnée.  Ce  produit  se  représente  en  écrivant  la  substitu- 
tion à  gauche  de  la  permutation  donnée.  Considérons,  par 
exemple,  la  substitution 

si  on  l'applique  à  la  permutation  Ag,  on  produira  la  per- 
mutation A,,  et  nous  écrirons  en  conséquence 

.     ■    .  SA.=  (*^)*.  =  A,. 

On  nomme  produit  de  deux  substitutions  données,  la 
substitution  nouvelle  qui  produit  le  même  effet  que  les 
substitutions  données  appliquées  l'une  après  l'autre  à  une 
permutation  quelconque.  Ce  produit  se  représente  ej» 
écrivant  la  substitution  qui  doit  être  effectuée  la  première 
à  droite  de  l'autre  substitution.  Ainsi,  le  produit  dç  la 
mbetitmioa   8=  I     'j  par  la  substitution  T=  (    'j 


3,a,i,;t!dbïGoogIe 


323  COVni   D'iLGr^SE   SUPtaiBURB. 

pareillemeiit  le  produit  de  la  substitiitioa  T  pu  la  sub- 
stitution S  s'écrira 

.      ■—(:;)  a:)- 

Si  les  deux  produiu  ST  et  TS  sont  égaux,  les  substitu- 
tions SetT  sont  dites  échangeables  entre  elles.  11  est  évi- 
dent que  deux  substitulîons  qui ,  réduites  à  leur  plus 
simple  expression,  n'ont  aucune  lettre  commune,  sont 
échangeables  entre  elles. 

Le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  substitutions 
S,  T,  U,  V, . .  -  est  le  résultat  que  l'on  obtient  en  multi- 
pliant la  première  substitution  par  la  deuxième,  puis  le 
produit  obtenu  par  la  troisième  substitution,  et  ainsi  de 
suitej  il  sera  représenté  par  .  ■ .  VUTS. 

Si  les  substitutions  qu'il  s'agit  de  multiplier  entre 
elles  sont  toutes  égales  à  S,  et  que  leur  nombre  soit  égal 
à  V,  le  produit  est  dit  la  puissance  v'^'"  de  S  ;  celle-ci  se 
représeute  par  S'. 

Lorsqu'une  substitution  identique,  telle    que  (,*)' 

figure  dans  un  produit,  elle  peut  être  supprimée,  et  c-ii 
conséquence  il  est  naturel  de  la  regarder  comme  égale  à 
l'unité;  ainsi  nous  écrirons 


En  outre,  si  l'on  convient  de  regarder  comme  égal  à 
l'unité  le  symbole  S  ,  quand  v  se  réduit  à  zéro,  quelle 
que  soit  la  substitution  S,  il  en  résultera  que  la  puis- 
sance zéro  d'une  substitution  quelconque  désignera  une 
substitution  identique. 
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Ordre  dune  substitution. 

39i.  Soit  S  UDe  substitution  quelconque,  la  série  des 
puissances  de  S,  en  parunt  de  S*  ou  i ,  sera  ' 


et,  comme  le  nombre  total  des  substitutions  est  limité,  si 
l'on  prolonge  suffisamment  la  précédente  suite,  on  verra 
nécessairement  se  reproduire  des  substitutions  déjà  obte- 
nues. Supposons  que  Ton  ait 


comme  le  premier  membre  de  cette  égalilé  est  égal  à 
S  .S  ,  on  peut  écrire 

S'S''=  S'", 

d'où  il  suit  que  la  substitution  S  ,  appliquée  à  une  per- 
mutation quelconque,  ue  produira  aucun  déplacement 
des  lettres;  en  d'autres  termes,  cette  substitution  est 
identique  et  l'on  a 

S"=i. 

On  conclut  de  cette  égalité,  quel  que  soit  l'^tier  q, 

(s?    ou     S-'=,, 

et,  en  multipliant  parla  puissance  r'^""  de  S, 


It  résulte  de  là  que  }a  série  des  puissances  de  S  est  pé- 
riodique, et  que  la  période  se  compose  des  substitutions 
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,Si  iy>n  suppose  que  v  soït  le  plus  petit  nombre  tel  que 
S  =  I  )  les  termes  de  la  suite  précédente  seront  effecti- 
vement distincts;  car  -régaliié  S''  '  =  S''entraînerait 
S  =  I ,  ce  qui  n'a  pas  lieu  puisque  v'  est  inférieur  à  v. 

On  nomme  ordre  d'uue  suLsiiuiiion  S,  le  plus  petit 
des  exposants  v  tels  que  l'on  ait  S  =  i .  En  d'autres  ternies 
l'ordre  d'une  substitution  est  le  nombre  de  fois  qu'il  faut 
appliquer  successivement  la  substitution  à  une  permu- 
talion  pour  reproduire  cette  permutation.  On  voit  que 
les  seules  puissances  de  S  qui  se  réduisent  à  l'unité  sont 

s',s'*,s'",.... 

Nous  conviendrons  d'étendre  l'égalité  S  =  S  aux 
valeurs  négatives  de  r-;   changeons  donc  r  en  —  /',  on 


aura 


et  cette  formule  définit  ce  que  nous  appelons  puissances 
négatives  d'une  substitution  S,  le  nombre  q  étant  choisi 
de  manière  que  vq  —  rsoit  positif.  Si,  en  particulier,  on 
pose  r=  I,  on  pourra  prendre  <j  =  i,  et  l'ou  aura 


Les  substitutions  S  et  S~'  ont  pour  produit  l'unité; 
elles  sont  dites  inverses  l'une  de  l'autre.  Si  l'on  a 


n  aura  évidemment 


-(!;)• 


Si  une  substitution  S  est  d'crdit^/v,  la  puissance  ft"* 
d«  S  sera  de  l'ordre  - 1  S  désignant  le  plus  grand  commun 
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diTÎseur  des  nombres  ju  et  v.  En  effei,  pour  que  l'on  ait 
{S'')'=  I  ou  S'"=  I,  il  faut  que  fu:  soil  divisible  pat  v, 
ou  X  par-;  d'ailleurs,  cette  égalité  a  lieu  en  prenant 
x=--  Donc  le  quotient  t  représente  l'ordre  de  S''. 

On  voit  en  particulier  que  si  fi  est  prenier  a  v,  S   sera 
de  l'ordre  v.  Dans  ce  cas,  si  l'on  pose 


la  substîtufion  S  fera  partie  de  la  suite  des  puissances 
de  T.  En  effet,  si  l'on  élève  à  la  puissance  x  l' égalité  pré- 
cédente, on  aura 

S'"=t'     ou     S^-"^=t"' 
y  désignant  un  entier  quelconque.  Mais  V  ei  ft  étant  pre- 
miers entre  eux,  on  peut  faire  en  sorte  que  tes  entiers  x 
ety  satisfassent  à  l'équation  (ix —  vj=^  t,  et  l'on  aura 

alors  , 


Des  substitutions  circulaires. 
395.  Soit 

l'une  des  permutations  des  n  lettres  a,  6,  c,. .  .h,  l;  si 
l'on  efface  la  lettre  a  qui  occupe  la  première  place,  et 
qn'on  l'écrive  à  droite  de  la  dernière  lettre  l,  on  formera 
la  nouvelle  permutation 

Â,  =  bc...kla, 

et  la  substitution  par  laquelle  ou  passe  de  la  permutation 
Ag  à  la  permutation  iÂ^s'efa 
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Pour  effectuer  cette  subsliiuUon,  il  suffit  évidemmcut 
de  diviser  la  circonférence  d'un  cercle  eu  n  parties  égales, 
d'écrire  aux  poiuts  de  division  successifs  les  lettres  de  la 
permutation  Ao  et  de  remplacer  chaque  lettre  par  celle 
qui  vienl  prendre  sa  pl.ice  quand  on  fait  tourner  le  cercle 
autour  de  son  centre,  dans  un  sens  convenable,  d'un 
angle  égal  à  la  n'*""  partie  de  quatre  angles  droits.  C'est 
pour  cette  raison  que  la  substitution  dont  nous  nous  oc- 
cupons est  dite  circulaire. 

Il  est  évident  que  l'ordre  d'une  substitution  circulaire 
est  égal  au  nombre  n  des  lettres  quelle  déplace.  En 
elïel,  chaque  fois  que  le  cercle  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion tourne  d'une  quantité  angulaire  égale  à  la  n""" 
partie  de  quatre  angles  droits,  la  substitution  s'effcctun 
une  fois.  Or,  pour  ramener  les  clioses  à  ce  qu'elles  étaient 
à  l'origine,  il  faut  que  le  cercle  tourne,  toujours  dans  le 
même  sens,  den  fois  la  n'*""  partie  de  quatre  angles 
droits,  et  à  ce  moment  la  substitution  a  été  eficctuéen  fois  ^ 
donc  l'ordre  de  la  substitution  est  égal  à  «. 

On  représente  habituellement  une  substitution  circu- 
laire en  écrivant  entre  parenthèses  l'une  quelconque  des 
permutations  dont  les  lettres  rangées  en  cercle  sont  telle- 
ment disposées  que  chacune  d'elles  remplace  la  précé- 
dente par  l'elTel  de  la  substitulion.  Ainsi  l'on  a 


...,  i,t]  =  {l,,  c,...,  i,  l,a). 


Décomposition  d'une  substitution  quelconque  en  cycles. 

396.  Théoriime  I.  —  Toute  substitution,  si  elle  n'est 
pas  circulaire,  est  le  produit  de  plusieurs  substitutions 

circulaires  effectuées  sur  des  lettres  différentes. 

En  elTet,  soit  S  une  substitution  quelconque;  exécu- 
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lODS  cette  substiiulion .  Soit  a  l'uDedes  lettres  qu'elle  dé- 
place et  qu'elle  remplace  par  une  autre  lettre  b  \  h  elle- 
même  se  trouvera  remplacée  par  une  troisième  lettre  c, 
et  en  continuant  de  cette  manière,  on  tombera  uécessai- 
rement  sur  une  lettre  f  qui  se  trouvera  remplacée  par  a. 
Or  il  est  évident  que  les  lettres  que  l'on  a  ainsi  rencon- 
trées ont  subi  la  substitution  circulaire  (a,  b.c, . . . ,  f)- 
En  prenant  une  des  lettres  restantes,  et  opérant  de  la 
même  manière,  on  formera  un  nouveau  groupe  de  lettres 
i[ui  auront  subi  une  substitution  circulaire,  et  l'on  pourra  ■ 
continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  toutes  les  lettres 
qoe  déplace  ta  substitution  S. 

Si  l'on  désigne  par  Cg ,  C, ,  C, , . . .  les  diverses  substi- 
tutions circulaires  que  nous  venons  d'obtcuir,  on  aura 

S  =  C.C,C,..., 

formule  qui  exprime  la  valeur  de  S  décomposée  en  fac- 
teurs circulaires.  Ces  facteurs  sont  dits  les  cycles  de  la 
substitution  S.  Les  cycles  qui  ne  contiennent  que  deux 
lettres  prennent  le  nom  de  transpositions  ■{a"  ^Z^) . 
Considérons  par  exemple  la  substitution 

(AAd/àj  agec  ix  . 
"^    \abc  de/shijk)  ■ 

en  opérant  comme  nous  l'avons  indiqué,  on  trouvera 

S  =  («,h,g){l.,^,',e){c,d,f,j). 

Lorsqu'une  substitution  S  ne  déplace  pas  quelques-unes 
des  lettres  du  système  que  l'on  considère,  ces  lettres  ne 
figurent  pas  dans  la  valeur  de  S  réduite  à  sa  plus  simple 
eipression,  ni  dans  les  facteurs  circulaires  dont  S  est  le 
produit.  Si  cependant  on  veut  metlie  ces  lettres  en  évi- 
dence, on  le  pourra  en  introduisant  dans  S  des  cycles 
formés  cbacun  avec  une  seule  des  letii^es  dont  il  s'agit,  et 
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qui  représentent  évidemmenl  des  substitutions  ideuti- 
quesj  ainsi,  dans  le  cas  d'un  système  de  sis  lettres 
a,  b,  c,  d,  e,  f,  la  substitution 

licbaef\ 

pourra  s'écrire 

S=(«,J)(6,o)(,)(/). 

397.  Théouèhe  II.  —  Uordre  d'une  substitution  quel- 
conque est  égal  au  plus  petit  multiple  commun  des  nom- 
bres qui  expriment  les  ordres  des  cycles  de  la  substi- 
tution. 

Soit 

s  =  cc,c,... 

ta  substitution  S  décomposée  en  cycles.  Si  v  désigne 
l'ordre  de  S,  on  aura 


c'.  C";  c'j . . .  =  I , 

car  il  est  évidemment  permis  d'intervertir  l'ordre  des  fac- 
teurs circulaires  de  S  .  Pour  que  la  précédente  égaliié 
subsiste,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 


or)"  si  «B  désigne  l'ordre  du  cycle  C,,  les  seules  puis- 
sances de  Cg  qui  se  réduiront  à  i  ont  pour  exposants 
stg,  230,  3a„,...,  donc  v  est  un  multiple  de  «o.  On  voit  de 
même  que  l'égalité  S  =  i  exige  que  v  soit  divisible  par 
les.  ordres  a, ,  «i , .  .  .  des  cycles  C, ,  C,,  Cj,..-,  et 
comme  cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  l'ordre 
de  S  est  précisément  égal  au  [Jus  petit  multiple  commun 
des  nombres  «a,  a,  .«>,■■■ . 
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398.  Une  substitution  est  dite  régulière,  lorsqu'elU  est 
circulaire  ou  composée  de  facteurs  circulaires  d'un  même 
ordre.  Toute  substitution  qui  n'est  pas  dans  ce  cas  est    • 
dite  irrégulière. 

Théorème  III.  —  La  puissance  ft"""  d' une  substitution 
circulaire  S  d'ordre  v  est  elle-même  circulaire  si  [t  est 
premier  à  V.  Mais  si  les  nombres  fi  et  u  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  Û  supérieur  à  i,  S  sera  une  substitu-- 
lion  régulière  composée  de  9  cycles  d^  ordre  -• 

En  elfet,  disposons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  plus 
haut,  les  V  lettres  de  la  substitution  circulaire  S  aux 
points  de  division  d'une  circonférence  partagée  en  v  par- 
ties égales.  La  substitution  S'  aura  pour  effet  de  rem- 
placer chaque  lettre  par  celle  qui  en  est  éloignée  d'une 
quantité  égale  à  fi  fois  la  v'*""  partie  de  la  circonférence. 
Si  donc,  partant  de  l'un  quelconque  des  points  de  divi- 
sion et  marchant  dans  le  même  sens  jusqu'à  ce  qu'on  soit 
revenu  au  point  de  départ,  on  considère  les  points  de 
division  de  fi  en  ft,  les  lettres  placées  à  ces  différents 
points  devront  subir  par  l'elfct  de  S  une  substitution  cir- 
culaire. Or  le  nombre  x  de  ces  lettres  doit  être  tel,  (]ue  le 
produit  de  ft  ■  ■ —  par  x  soit  le  plus  petit  multiple  possible 
de  a;r,  ou,  en  d'autres  termes,  te!  que  f*ar  soit  le  plus  petit 
des  nombres  divisibles  par  v;  si  donc  9  désigne  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  nombres^  et  v,  on  aura  a:  ^=  -  - 

11  résulte  évidemment  de  là  que  la  substitution  S    est  le 
produit  de  6  substitutions  circulaires  renfermant  cha-    - 
cnne- lettres.  Si  fjt  et  u  sont  premiers  entre  eux,  on  a 
8  =  1  et  la  substitution  S,  est  circulaire. 


3,a,i,;t!dbïGoogIe 


a3o  COURS  d'algèbre  supébieork. 

Exemple.  —  Considérons  la  substiiutioa  circulairedu 
sixième  ordre 

S  =  {a,b,c,d,e,/), 

les  puissances  de  cette  substitution  seront 

S  =  [a,  b,  c,  d,  c,  f), 

S'=Xa,c,c)(b,,l,/), 

S*=.[a,c,c){b,f,d), 
y  =  {a,/,c,d,c,b), 

399.  Thëorèhe  IV.  —  Réciproquement,  toute  substi- 
tution régulière  est  une  puissance  d'une  substitution  cir- 
culaire. 

En  eOet,  soit  ta  substitution  régulière 

S  =  ("..'. «.)("..  6 S.)- ••("«.«..-■•. f.). 

composée  de  8  cycles  d'ordre  -;  il  est  évident  que  si  l'on 
fait 

C  =  (a,,  a,,.  ..,  Oj,  ô|,  &,,...,  ij,...,  5-,,g-,,.  . . ,  gs), 
on  aura 

Décomposition  d'une  substitution  donnée  en  facteurs 
primitifs. 

400.  Les  propriétés  qu'il  nous  reste  à  établir  dans  ce 
Chapitre  sont  dues  pour  la  plupart  à  Caucby,  qui  les  a 
fait  connaître  dans  le  tome  III  de  ses  Exercices  d'Ana- 
lyse et  de  PJvysitjue  mathématique. 

Soit  S  l'une  quelconque  des  sttbstîtutions  que  l'on 
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peut  former  avec  n  lettres.  Décomposons  l'ordre  v  de  S 
en  facteurs  premiers,  de  manière  que  l'on  ait    - 

,  =  .6,,.., 

a,  0,  y, .  ■ .  représentant  des  puissances  de  nombres  pre- 
miers inégaux.  Désignons  par  v'  le  quotient  de  v  par  a, 
c'est-à-dire  le  produit  Sy...,  et  parf*  un  entier  quel- 
conque positif  ou  négatif.  Les  nombres  x  et  v'  étant  pre- 
miers entre  eux,  on  pourra  trouver  deux  entiers  positifs 
OQ  négatifs  x  et  fx'  tels,  que  l'on  ait 


pareillement,  si  l'on  désigne  par  v"  le  quotient  de  v'parë 
onpourra  trouver  deux  entiers  j- et  jj^"  tels,  que 


fx'— vV-i-Bfi'    ou    :y  ="g 
on  aura  par  suite 


et  il  est  évident  que,  si  le  nombre  v"  est  égal  à  i,on 
pourra  faire  fx"  =  o.  En  continuant  ainsi  on  mïttra  la 
fraction  -  sous  la  forme 

,      a"^e^7     ■■■' 

x,jr,z,,..  étant  des  entiers.  L'égalité  précédente  a  lieu, 
([ael  que  soit  p  ;  et  en  faisant  (>.:=  i,  on  aura 


D'après  cela,  la  substitution  donnée  S  pourra  s'écrire 
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et  aï  l'on  fait,  pour  abréger, 


La  substitution  S  étant  d'ordre  u,  on  voit  qne  P  est  de 
l'ordre  a,  Q  de  l'ordre  S,  R  de  l'oj'dre  y,  et  ainsi  de  suite. 
D'ailleurs  x,  y,  z,. . .  sont  premiers  respecUvemeat  à 
«,  S,  7, .. .;  donc  P',  Q',  R',...  sont  respectivement  des 
ordres  «,  6,  y, ... . 

La  formule  précédente  donne  ainsi  la  valeur  de  S  dé- 
composée en  facteurs  qui  ont  respectivement  pour  ordres 
les  puissances  de  nombres  premiers  dont  l'ordre  de  S  est 
le  produit,  et  il  est  évident  qu'on  peut  écrire  ces  facteurs 
dans  un  ordre  quelconque,  puîsqu'ib  sont  tons  des  puis- 
sances de  la  substitution  S. 

Une  substitution  est  dite  primitive,  lorsqu'elle  a  pour 
ordre  un  nombre  premier  ou  une  puissance  d'un  nombre 
premier.  Si  une  substiiutiou  primitive  est  de  Tordre 
x=p^,p  étant  un  nombre  premier,  l'ordre  de  l'un  quel- 
conque de  ses  cycles  qui  est  un  diviseur  de  p  ne  peut 
ëtrequel'un  des  nombres  i,  p,  ^',, ..,  p  "'.  On  voit 
par  ce  qui  précède  que  toute  substitution  est  décompo- 
sable  en  un  produit  de  substitutions  primitives  échan- 
geables entre  elles. 

Exemple.  —  Considérons  la  substitution  circulaire  de 
six  lettres 

l'ordre  de  S  est  ici  égal  à  a  X  3.  On  a 
S^S'.S-'^S'.S'; 
en  sorte  que  S*,  et  S*  sont  les  aubstitutions  primîtiTes 
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donl  s  est  le  produit.  On  a 

S'  =  {a.e,^){b,fd). 

Des  substitutions  semblables, 

401.  Deux  substitutions  sont  dites  semblables  entre 
elles,  quand  eUes offrent  le  mèoie  nombre  de  facteurs  cir- 
culaires et  le  même  nombre  de  lettres  dans  les  cycles  cor- 
respondants. 

Il  résulte  de  là  que  deux  substitutions  circulaires  de 
même  ordre  sont  semblables  ;  pareillement,  deux  substitu- 
tions régulières  de  même  ordre  sont  semblables  lors- 
qu'elles offrent  le  même  nombre  de  facteurs  circulaires. 

Théorème.  —  Si  S  et  S'  désignent  deux  substitutions 
semblables,  il  existe  une  substitution  P  telle,  que 

S'P  =  PS     ou     S'=PSP-'; 

et  réciproquement,  s'il  existe  une  substitution  P  telle, 
que  la  précédente  égalité  ait  lieu,  les  substitutions  S 
et  S' sont  semblables. 


A  et  6  désignant  deux  des  permutatious  des  n  lettres  a, 
t,  c,. . .,  A,  l.  Supposons  que  a',  b',  c', . . ,,  fi',  /'repré- 
sentent ces  mêmes  lettres  écrites  dans  un  autre  ordre 
quelconque,  et  soient  A'  et  B'  ce  que  deviennent  A  et  B 
quand  ou  y  accentue  les  lettres.  Ilest  clair  que  toute  sub- 
sdtutioti  S' semblable  à  S  pourra  êii-e  représentée  par 

Si,  en  outre,  on  désigne  par  P  la  substitution  dont 
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l'effet  est  Vacceniuation  des  lettres,  on  aura  évidemment 


Il  résulte  de  là  qae 

^--(r)a)a.)-. 

la  substitution  11  doit  être  effectuée  la  première;  elle 

remplace  les  lettres  de  A'  par  celles  de  A,  puis  la  deuxième 
substitutiou  remplace  A  par  6  et  la  troisième  B  par  B'; 
OD  a  donc 

PSP-'r=|^,J     ou     S'  =  PSP-', 

et,  eu  multipliant  à  droite,  de  part  et  d'autre  par  P, 
S'P  =  PS. 
Réciproquement,  si  la  précédente  égalité  a  lieu,  la  sub- 
stitution S'  est  semblable  à  S.  En  effet,  la  substitution  S 

étant  toujours  représentée  par  (     j  et  la  substitution  P 

par  (      1  ou  [     ]  )  on  a,  par  bypotbèse, 


a)a)= 


\a7' 

d'où  il  suit  que  S' est  semblable  à  S. 
.  CoKotL&iKB  I. —  La  substitution  PSP~' , semblable  à  S, 
s'obtient  en  exécutant  la  substitution  P  dans  les  cycles 
de  S. 

En  effet,  il  est  évident  que  cette  opération  équivaut  k 
l'accentuation  des  lettres,  dont  nous  avons  fait  usage  dans 
la  démonstration  qui  précède. 
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CoHOLLAïKE  II.  —  JUs  produits  ST  et  TS,  que  l'on 
obtient  en  multipliant  entre  elles  deux  substitutions  quel- 
conques S  et  T,  sont  des  substitutions  semblables. 

En  effet,  soit 

ST^P,     TS=Q; 

si  l'on  multiplie  à  droite  par  T~'   la  première  de  ces 
égalités.  Il  vient 

S  =  PT-', 

ei,  en  substituant  dans  la  deuxième  égalité,  il  vient 

Q  =  TPT-', 
d'où  il  suit  que  les  substitutions  P  et  Q  sont  semblables. 
Exemple.  —  Supposons  que  le  nombre  des  lettres  étant 
sii,  on  fasse 

S^{a,  b,  c,  d){e,/),     T^{a,  b,  c)  [d,  e,  f), 
on  aura  les  deux  substitutions  semblables  du  cinquième 
ordre 

ST  =  (a,  c,  b,  d,/](e],     TS  =  {a,  c,  c,  d,  b){/). 

Du  nombre  des  substitutions  semblables  à  une 
substitution  donnée. 

402.  Le  nombre  des  lettres  que  l'on  considère  étant 
représenté  par  n,  soit  S  une  substitution  contenant  /rii 
cycles  de  l'ordre  7i|,  m,  cycles  de  l'ordre  nj,. .,  enfin 
"'u  cycles  del'ordre  n^  ;  on  aura 

chacun  des  nombres  n, ,  n» , . . . ,  n„  pouvant  se  réduire 
à  l'unité. 

Nous  commencerons  par  chercher  le  nombre  des  formes 
distinctes  que  l'on  peut  attribuer  à  la  substitution  S^ 
décotnposée  en  cycles,  sans  déplacer  les  parentltèses  qui 
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reiifermeat  chaque  cycle  et  sans  altérer,  en  conséquence, 
le  nombre  des  lettres  contenues  dans  un  facteur  circulaire 
de  rang  déterminé.  Il  est  clair  que  les  seuls  changements 
que  l'on  pourra  faire  ainsi  sans  altérer  S  consisteront  à 
échanger  entre  eux  les  facteurs  circulaires  d'un  même 
ordre,  ou  à  faire  passer  successivement  à  la  première  place, 
dans  chaque  facteur  circulaire,  une  quelconque  des  lettres 
contenues  dans  ce  facteur.  On  voit,  d'après  cela,  que  Je 
nombre  M  des  formes  diverses  que  l'on  peut  attribuer 
à  S  est 

M = (1.2... ™,)  (,. a... ;^o--('-2.  ■■«„)":■  «:=">• 

Soit  maintenant  3^  le  nombre  des  substitutions  dis- 
tinctes S,  S',  S",...  semblables  à  S.  Si  l'on  écrit  succes- 
sivement chacune  de  ces  substitutions  sous  les  M  /ormes 
distinctes  qu'on  peut  lui  attribuer  sans  déplacer  les  pa- 
renthèses, puis  qu'on  supprime  ces  parenthèses,  on  for- 
mera M^  permutations.  Mais  il  est  évident  que,  par  ce 
procédé,  aucune  peraïutation  des  n  lettres  n'a  été  omise, 
et  l'on  a,  en  conséquence, 

Mat,^  i.2.3...n  =  K, 
d'où 


Des  siihstiiutions  échangeables  entre  elles, 

403.  Deux  substitutions  qui  se  réduisent  à  des  puis- 
sances d'une  même  substitution  sont  échangeables  entre 
elles;  la  même  chose  a  lieu  évidemment  pour  deux  sub- 
stitutions qui  n'ont  aucune  lettre  commune.  Mais  il  im- 
porte de  connaître  la  condition  générale  à  laquelle  doivent 
satisfaire  deux  substitutions  échangeables;  c'est  ce  dont 
nous  allons  nous  occuper 
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Soient  s  et  T  deus  substitulioas  que  nous  supposons 
échangeables  entre  elles  ;  on  aura 

ST  — TS     ou     S  =  TST-'. 

Nous  avons  vu  que  la  substitution  TSÏ~'  se  déduit  de 
la  sabstitutioo  S  en  cséculant  dans  les' cycles  de  celle-ci 
la  substitution  T;  donc,  pour  que  les  stibstitulioas  S  etT 
soient  ëcbangeables  entre  elles,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
substitution  S  reste  la  même  quand  on  exécute  sur  les 
kitrcs  de  ses  cycles  la  substitution  T.  Eu  conséquence,  la 
sabslitution  T  ne  peut  produire  sur  S  que  des  échanges 
CDlre  des  cycles  d'un  même  ordre,  el,  dans  un  même 
cycle,  le  simple  déplacement  qui  permet  d'amener  une 
lettre  quelconque  à  la  première  place,  sans  altérer  Vordre 
circulaire  des  lettres  du  cycle.  Chacun  de  ces  éclianges 
dont  nous  venons  de  parler,  entre  des  cycles  d'un  même 
ordre,  équivaut,  s'il  n'est  pas  circulaire,  à  plusieurs 
échanges  circulaires  effectués  simultanément  sur  des 
cycles  diflëreuts.  Soient  (Co),  (Ci),...,  (C  )  des 
cycles  de  même  ordre  qui  doivent  être  ainsi  échangés 
circulai  rem  en  t.  La  substitution  T  peut  avoir,  eu  outre, 
pour  effet,  comme  nous  venons  de  le  dire,  le  déplace- 
ment qui  permet  d'amener  une  lettre  quelconque  à  la 
première  place  dans  chacun  de  ces  cycles;  mais  l'arraa- 
gement  Co  par  lequel  se  forme  le  cycle  (C«)ayanlété 
choisi  à  volonté,  on  peut  toujoiu's  prendre,  pour  former 
le  cycle  (C,  ),  l'arrangement  C|  que  la  substitution  T  doit 
mettre  à  la  place  de  d,  ;  pareillement,  pour  former  les 
cycles  suivants  (C»},...,  (C  ,),  on  peut  choisir  les 
arrangements  Ci,...,  C  ,  qui  se  substituent  respec- 
tivement à  Ci,  C„. . .,  C  3.  Quant  au  dernier  arran- 
gement C  ,,  il  ne  sera  pas  en  général  remplacé  par  Co, 
mais  par  un  autre  arrangement  C,  tel,  que  les  cycles  (Co) 
et  (C,)  soient  identiques. 
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Il  résulte  de  là  que  si  l'on  pose 

/c,c,...c  „,c;     \ 
P^{c.)(c,)-..(c,_,).    Q  =  (c.c,...c;_,c,_J' 

et  que  l'on  désigne  par  P'  et  Q',  P"  et  Q", . . . ,  des  sub- 
slitutîons  analogues  à  P  et  Q,  mais  relatives  à  des  lettres 
différentes,  on  aura  nécessairement 

S  =  PI''  P" . . . ,     T  ^  QQ'Q"  ■ . . , 
P  et  Q,  P'  et  Q',  P"  et  Q", , . .  étant  des  couples  de  sub- 
stitutions ^cbangeables  entre  elles,  dont  te  nombre  peut 
se  réduire  à  l'uniié. 

404.  Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  étudier  les  deux 
substitutions  P  et  Q;  U  première  est  uue  substitution 
régulière,  et  on  va  voir  que  la  deuxième  l'est  aussi. 

Soit I  l'ordre  des  cycles  de  P;  pour  plus  de  clarté,  nous 
représenterons  les  lettres  qui  6gurent  dans  un  même 
cycle  par  un  même  caractère  affecté  des  indices  o,  i, 
2, . . . ,  (j  —  i)  ;  posons  donc 


=  c.  e.  e,  e, . . .  <r,_, 


1  outre,  que  l'un  des  caractères  a,  h,..., 
e, /'affecté  de  l'indice  iq-hct  désignera  la  même  lettre 
que  si  l'indice  était  réduit  au  reste  «de  la  division  de  t'ç+x 
par  i'.  D'après  cette  convention,  nous  pouvons  poser 


lorsque  le  nombre  p  est  zéro,  on  a  C,  ^  €«  et  alors  si  l'on 
pose 
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on  aura  évidemment 

Q=(G.)(G,)(G,)...(G,_,). 
Mais  supposons  tjue  p  ne  soit  pas  nul.  Comme  dans  le 
cas  que  nous  venons  d'examiner,  la  substitution  Q  rem- 
placera chacune  des  u.- — ^  i  premières  lettres  de  l'arrange- 

par  celle  qui  la  suit;  quant  à  la  dernière  lettre_/l,  elle 
sera  remplacée  par  a.^  ,  et  chacune  des  ft  —  i  premières 
lettres  de  l'arrangement 

sera  remplacée  par  la  suivante,  tandis  que  la  lettre  /, 
le  sera  par  dt^^  ,  et  ainsi  de  suite.  Le  cercle  se  fermera 
nécessairement,  mais  cela  ne  pourra  arriver  que  quand 
on  aura  rencontré  la  lettre^t^n_,\,)  dont  l'indice  est 
lel  que  ).p  soit  divisible  par  i.  On  voit,  d'après  ceU)  que 
l'on  obtiendra  un  cycle  de  Q  en  écrivant  à  la  suite  les 
uns  des  autres  les  i  arrangements 
"ib- fi. 


et  si  l'on  désigne  ce  cycle  par  G-,  on  aura,  évidemment, 

Q  =  {G.)(G,)(GO---t«p_,V 
Le  nombre  j  des  lettres  de  chaque  cycle  G  est 

et  comme  le  nombre  de  ces  cycles  est  p,  le  nombre  total 
ift  des  lettres  sera  égal  à  \ixp  \  on  a  donc 
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^^o  coons  d'aluëqre  siipéribiice. 

De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  une  règle  très- 
simple  pour  obtenir  les  expressions  des  deux  substïm- 
tions  échangeables  P  et  Q.  Formons  le  tableau 

"r*  "{+!'■  ■  ■•  "f  +  p-i' 
*f'  *ï^-. *£+p-.' 

composé  de  fi  lignes  horizontales  et  de  p  colonnes  Ter- 
ticales*,  désignons  par 

tes  arrangements  formés  par  les  lignes  horizontales,  et 
par 

les  arrangements  formés  par  les  lignes  verticales,  on  aura 
les  expressions  suivantes  des  cycles  de  P  et  de  Q  : 


C^  — Oi 


Si  p  =  /,  on  a  ï  =  I  et  ;  =  ^  ;  ce  cas  de  /s  =  (  équivaut 
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à  celui  de  p  =  o  qde  nous  avons  enatuiné  à  part  ;  il  est, 
comme  on  Iq  voit,  compris  dans  le  cas  général. 
On  tire  des  formules  précédentes  : 

(&).=  («„  „,,...,  „„_„,)  („,.  .,^,„..,   .(;_„,^,)... 

xw-..^.,- /J,-.). 

("■)'={«•■  -, -y-.).)  (»•.*,.-■  »a-.)J- 

xff.,  /,,■■■    /«-,),). 

lO'l'^i""  ^-^ '('-)>*<) 

x(-^.  /f* /y-),*.). 

(  V.)'=  (",-..  ».,- %-.) ■•'■•■ 

X  (/,-/.,- f>,-.)- 

d'où  l'oB  conclut  par  la  multiplication 

[(C.)(C,)...(C,_,)]'=[(G,)(G,)...(G,_,)]'', 
c'est- à-dire 

et  ces  deux  puissances  égales  de  P  et  de  Q  seront  distinctes 
de  l'unité,  à  moins  que  l'on  n'ait  ^=  i  ;  car  les' ordres 
des  substitutions  P  et  Q  sont  respectivement  Xp  et  Xft. 
Lorsque  X  =^  I,  les  substitutions  P  et  Q  ne  peuvent  avoir 
de  puissance  commune  autre  que  l'unité,  car  un  cjcledeQ 
et  un  cycle  de  P  n'ont  qil'une  seule  lettre  commune. 

44fô.  L'analyse  précédeute,  qui  nons  donne  la  compo- 
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siiion  de  deux  substitutions  échangeables  S  et  T,  doit 
nous  présenter  les  deux  cas  dont  nous  avons  fait  mention 
au  n"  403,  savoir  ;  le  cas  où  les  substitutions  S  et  T  ne 
déplacent  pas  les  mêmes  lettres,  et  celui  où  S  et  T  soDt 
des  puissances  d'une  même  substitution.  Le  premier  de 
ces  deux  cas  se  présente  quand  l'une  des  deux  substi- 
tutions P  et  Q,  P'  et  Q',  P"  et  Q",  etc.,  se  réduit  à 
l'unité.  Or,  pour  qu'il  en  soit  ainsi  à  l'égard  de  P  et  Q, 
il  faut  et  il  suffit  évidemment  que  l'un  des  nombres  ielj 
soit  égal  à  l'unité.  Quant  au  deuxième  cas,  il  est  facile 
d'établir  cette  proposition': 

Pour  que  les  substitutions  P  et  Q  soient  des  puissances 
d'une  même  substitution/  il  faut  et  il  suffit  que  les  nom- 
bres (i  et  p  n'aient  aucun  dii/iseur  commun  autre  que 
l'unité. 

Supposons  que  l'on  ait 
{i)  P  =  R",     Q  =  rS 

la  substitution  R  sera  circulaire,  car  les  lettres  «p 
''l-t-if  -  ->  "^-i-jp— I  doivent  figurer  dans  un  même  cycle 
de  R,  puisqu'elles  constituent  un  cycle  de  R'^ou  P; 
pareillement,  les  lettres  a„  h„. . .,  ef,f.  figurent  dans 
un  même  cycle  de  R  ou  Q,  donc  elles  appartiennentr 
danslasubslitution  R,  au  même  cycle  que  tes  lettres  précé- 
dentes. Ce  cycle  renferme  donc  toutes  les  i^^  lettres;  en 
conséquence,  la  substitution  R  est  circulaire  et  d'or- 
diiç  îfip.  D'ailleurs  R"  est  de  l'ordre  Ip  et  R*  de  l'or- 
dre }^\  par  suite  «  et  S  sont  respectivement  divisibles 
{Kv^  et  p  (n°  394).  Si  donc  y.  e\  p  ont  un  diviseur  com- 
mun à  supérieur  à  i ,  a  et  €  admettront  c&diviseur,  et  si 
l'on  pose 
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<m  aura 

P  =  a'*',    Q  — R'^', 

ce  qui  est  impossible,  puisque  la  substitution  R'  n'est 
ps  circulaire.  Les  équations  (i)  exigent  donc  que  f*  et  p 
soient  premiers  entre  eux.  Alors,  si  l'on  détermine  deux 
euiiers  f  et  u  tels  que 

pf— pB=I, 

ti  que  l'on  fasse 

B^Q'.P-", 
on  aura 

P  =  R'',     Q  =  RP. 

406.  Pour  donner  un  exemple  de  la  théorie  précé- 
dente, supposons 

P=(«„a„fl„  a,)(b„  fc„t„*,)(c„c.,  c„r,), 
Q  =  (a„  b„  c„  a,,  b„  c,)  (a„  b„  e„  a„  b„  c,); 

iâl'ona^  ^  a,  ft  ^  3,  p  =  a;  les  nombres  (x  et  p  étant 
premiers  entre  eux,  PetQ  sont  puissances  d'une  même 
lobstitution.  Effectivement,  si  l'on  pose 

R:^  {a„  c,,  b„  «,,  c„  b,,  a„  c„  b„  «„  c,,  b,), 

on  aura 

P  =  R',    Q  =  R'. 

Au  contraire,  si  l'on  fait 
P  =  {a„a„   <7„«j,    a„a,)(b„b„    b„  b„   b„è^], 
q  =  ia„  b.)  {a„  b,)  («„  b,)  (<7„  b,)  («„  *,)  [a„  è.),  , 

on  aura  deux  substitutions  échangeables,  mais  ces  deux 
substitutions  ne  seront  pas  des  puissances  d'une  troisième, 
parce  que  les  nombres  p  =:  a  et  p  =  6  admettent  le  fac- 
teur commun'  2.  •*■'  " 
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Les  substitutions 


sont  échangeables  entre  elles; 

dans  ce  cas,  on  a 

S  =  PP',    ■ 

r  =  QQ',. 

en 

posant 

P  =  (.,«)(t,  rf), 
Q  =  («,c)(i,i), 

P' =(=./),. 

407.  Supposous  mainleuant  que  l'on  demande  le 
nombi'e  des  subslitutions  échangeables  avec  une  subsli- 
tntion  donnée  S.  Soit  T  une  telle  substitution,  on  aura  ' 


et  nous  avons  vu  que  la  substitution  TST~'  s'obtient, 
quel  que  soit  T,  en  exécutant  la  substitution  T  dans  les 
cycles  de  S-,  donc  il  y  a  autant  de  substitutions  T  sa- 
tisfaisant à  l'équation  précédente,  qu'il  y  a  de  manières 
diflîérent.es  d'exprimer  S  sans  déplacer  les  parenthèses 
qui  entourent  le»  cycles,  c'est-à-dire  sans  altérer  le 
nombre  des  lettres  contenues  dans  chaque  cycle.  Ce 
nombre  est  précisément  celui  qui  a  été  représenté  par  M 
au  n°  402,  et  qui  a  pour  valeur 

M=(i.a...mO{'.^.--'»0- •.('-=■■."'.)":'<•■  ■■":"; 

nij  désigne  le  nombre  des  cycles  d'ordre  n,  dans  la  substi- 
tution S,  et  n  étant  le  nombre  total  des  lettres,  on  a      . 


408.  Nous  terminerons  l'élude  des  substitutions  échan- 
geables entre  elles,  en  démontrant  deux  propositions  îni' 
portantes  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

Théobèmb  I.  —  &  T,  U,  V,. . .,  W  sont  fias  subiA- 
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lotions  échangeables  avec  une  substitution  donnée  S, 
le  produit 'FU...,  obtenu  en  multipliant  entre  elles  plu- 
sieurs des  substitutions  T,  U, . .  . ,  sera  également  une 
substitution  échangeable  avec  S, 

Eu  elTet,  oa  a,  par  liypothèse, 

T  =  STS-',     U  — SCS-', 
e(,  eu  multipliani, 

TU  =  STS-'  SUS-'  ; 
!les  deux  facteurs  consécutifs  S  et  S"'  peiiveai  être  rem- 
placés par  leur  produit  i  dans  te  second  membre;  ou  s 
donc 

TU  =  STUS-     ou     TU  =  S  X  TU  X  S"', 

ce  qui  moulre  que  la  substitution  TU  est  éc]iangeal)le 
avec  S.  On  en  conclut  immédiatement  que  toutes  les 
iabslitutions  de  la  forme  TUV...  sont  pareillement 
échangeables  avec  S. 

409,  TsÉORiME  II.  —  Si  m  désigne  un  nombre  pre- 
mier avec  Vordrc  d 'une  substitution  donnée  S,  il  existe 
des  substitutions  qui  satisjont  à  l'égalité 
(t)  S-  =  TST-', 

et  leur  nombre  est  précisément  égal  au  nombre  des 
substitutions  qui  sont  échangeables  avec  S. 

Kemarquons  d'abord  que  l'égalité  S""  =  TST"'  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  m  est  premier  avec  l'ordre  de  S,  car  les 
substitutions  TST~'  et  S  sont  semblables,  et,  en  consé- 
quence, du  même  ordre  j  d'ailleurs  S  et  S°*  ne  peuvent 
Être  du  même  ordre  que  si  m  est  premier  avec  l'ordre 
de  S. 

Gela  posé,  soient  (C)  l'un  quelconque  des  cycles  de  S 
«l  (F)  =  {C}"  la  puUcaMte  m'*""  de  ce  cycle;  il  est  évi- 
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dent  qne  l'égalité  (■)  sera  satisfaite  si  l'on  -prend. 


(c)< 


désignant,  pour  abréger,  la  substitution  qui  rem- 
place tous  les  arrangements  C  par  les  correspond  an  u  F; 
en  efFet,  la  substitution  @S@~'  s'obtient  en  remplaçant  ' 
les  arrangements  C  contenus  dans  les  cycle»  de  S  par  le» 
correspondants  F;  on  a  donc 

S"  ^  eSe-'. 

D'après  cela,  l'égalité  (t)  peut  s'écrire 
(a)  TST-'  =  ese-', 

et  si  l'on  multiplie  à  gaucbe  par  Q~*  et  à  droite  par  6, 
elle  prend  la  forme 
(3)  e-'TST-'e  =  S; 

enfin,  si  l'on  pose 

T  =  eU,     d'où    T-'  =u-'e-', 
réalité  (3)  se  réduit  à 

USU-'  —  S, 
d'où  il  suit  que  U  est  une  substitution  écbangeable  avec  S. 

Il  résulte  de  là  qu'on  obtiendra  toutes  les  solutions  de 
l'équation  (i),  en  multipliant  par  l'une  d'elles  0  tontes 
les  substitutions  écbangeables  avec  S;  le  nombre  de 
eeUes-ci  est  donc  égal  au  nombre  deis  substitutions  T^ 

Exemple.  —  Pour  donuer  un  exemple  de  ce  théorème, 
reprenons  les  deux  substitutions 

<i—{a„b„c„t>,,    b„c,){a„b„   e„a„b^,e^) 
que  noua  aroosd^à  considëréas  et  qui  soaCdeêpoÎMRBces 
d'ane  mèm^  substitutioD.  Si  l'en  v«stdédai»e  de  Q  une 
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Mbt^mtioii  Q'  telle,  que 

îl  suffira  de  multiplier  Q  par  lâ  substitntion  dont  les 
deox  termes  sont  respectivement  les  arrangements  qoi 
constituent  P'  et  P;  on  voit  de  suite  que  cette  substitti- 
tioD  est 

ei  l'on  a 

Q'^  »Q  —  (fl.,  b„  c„  a„  b„  c,){a„  b„c,)  (fl„  b„  c,). 

Réduction  d'une  suhstitution  quelconque  à  un  produit 
de  transpositions. 

410.  Toute  siibstîtudon  est  équivalente  à  plusieurs 
transpositions.  En  effet,  comme  nous  l'avons  déjà  dit 
tn  b"  235,  si,  par  l'eDet  de  la  labstituticm  S,  la 
lettre  a  doit  prendre  la  place  qui  est  occupée  actuellemeat 
pari,  il  est  évident  que  la  substitution  S  équivaut  à  la 
traosponiion  fa,  l<),  jointe  k  une  mbstitatioa  S' ipà  ne 
déplace  que  les  lettres  £ ...  ;  en  d'autres  termes,  on  a 

S  =  S' X  (",*)! 
00  pent  raisonner  sur  S'  comme  on  tient  de  Je  faire 
snr  S,  et,  en  continuant  de  la  même  maniée,  on  décom- 
posera S  en  Tin  pi^uit  de  transpositions. 

On  pent  réaliser  nne  snbstitution  S  de  plilsienrs  ma- 
nières différentes,  par  le  moyen  de  transpositiofls  sncce»- 
lires^mais  qndle  que  soit  la  marche  que  l'on  aura  suivie, 
le  nombre  des  transpositions  employées  sera  toujours  le 
même  à  nn  multiple  de  2  près.  Cela  va  résulter  du  théo- 
rème suivant  : 
'  TutosÈME;  —  Si  1  désigne  le  nombre  des  cycles 
d'une  substitution  S,  relative  à  n  lettres,  le  produit  TS 
ou  ST,  obtenu  en  nutUipUtuU  entre  elles  la  substitution  S 
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et  la  transposition  T,  sera  une  substitution  dtms  làqudU 
le  nombre  des  cycles  sera  oit,  savoir  :  o  + 1  si  Us 
lettres  de  T  appartiennent  à  des  cycles  différents  deS, 
et  a —  I  dans  le  cas  contraire. 
Soit 

et  supposons  que  les  lettres  a,,  £,  appartiennent  à  deui 
cycles  différents  de  S,  savoir  : 

C  =  (n„  <!„...,«,),     C'  =  (i„6„...,*y). 
Si  l'on  exécute  la  substitution  S  sur  l'arrangement 

a,  A,.  ..(!,-_,  Oj    b,bi.  .  ,  bj_,bj, 

on  obtiendra  le  nouvel  arrangement 

a,a,. . .  Oja,  b,b,...  bj  b„ 
et  si  l'on   applique  à  celui-ci  la   transposition  T,  on 
obtient 

H]  (7, . . .  ai  b,  btb). . .  bj  17, ; 

en  comparant  cet  arrangemenl  à  celui  d'où  l'on  est  parti, 
on  trouve 

TCC=(«„fl„...,a„  b„b„...,bj); 
la  substitution TS  renferme  donc  un  cycle  de  moinsque 
la  substitution  S,  et  la  même  cbose  peut  se  dire  de  ST 
qui  est  semblable  à  TS. 

Supposons  maintenant  que  les  lettres  a„  b,   fassent 
partie  d'un  même  cycle  C  de  S,  et  soit 

C  =-(«„« ,  li,  b„  b,. . . .  b,). 

Si  l'on  applique  la  substitution  S  à  l'arrangement 

a,  fli. . ,  Hi_i  Oi  b,  b,. . .  bj-,  bjf 
on  obtient 

0)0,. , .  Oibi  b,  b,. . .  bj-a,, 

et,  en  faisant  la  transposition  T,  il  vient 

dtdj. . .  n,'iT|  btb,. . .  bj  b„ 
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d'où  11  suit  que  l*on  a 

TC  =  (a„  «„...,  rt,)(è„6„...,  bj); 
doDC  ]a  substitution  TS  reafermc  un  cycle  de  plus  que  la 
sobsiitulioD  S,  et  la  même  chose  a  lieu,  eu  conséquente, 
à  l'égard  de  la  snbstitutïon  ST. 

Remiiique.  —  II  est  évident  qu'il  faut  tenir  compte, 
pour  l'exactitude  du  théorènie,  des  cycles  qui  se  réduisent 
à  une  seule  lettre. 

CoROLLiiBE.  —  Si  iT  désigne  le  nombre  des  cycles 
d'une  substitution  S  formée  avec  n  lettres,  et  que  cette 
substitution  puisse  être  obtenue  en  multipliant  entre  elles 
et  dans  un  certain  ordre  v  transpositions  égales  ou  iné- 
gales, on  aura 

k  étant  un  nombre  entier. 

En  effet,  îa  première  transposition  peut  être  regardée 
comme  une  substitution  formée  de  n  —  i  cycles,  l'un 
du  deuxième  ordre  et  les  n  —  f  autres  du  premier  ordre  ; 
donc,  en  la  multipliant  par  ta  deuxième  transposition,  on 
obtiendra  une  subsii  lutïon  qui  sera  formée  de  n  —  i  ±  i 
cycles;  ce  premier  produit  multiplié  par  la  troisième 
transposition  donnera  un  nouveau  produit  dans  lequel 
le  nombre  des  cycles  sera  n  —  i±:i±i,  et  ainsi  de 
suite,  en  sorte  qu'après  avoir  exécuté  la  multiplication 
des  V  transpositions,  on  se  verra  conduit  à  l'égalité 

,r-«-i=bi±i±...:t:i, 
dans  laquelle  le  nombre  des  unités  positives  ou  négatives 
ajoutées  à  n  sera  égal  à  v.  Or,  si  l'on  donne  le  signe  — ■  à 
l'une  des  unités  qui  doit  avoir  le  signe  +,  on  diminue 
de  a  unités  le  second  membre  de  notre  égalité.  Il  s'ensuit 
donc  que  l'on  a 

<r  =  n  —  -»  +  ii    on     V  — (rt  —  it)  -4-  a*, 
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et,  en  conséquence,  le  nombre  des  truisposidoni  suect»- 
sivcs  par  lesquelles  on  peut  elTectner  une  substitution 
donnée  S  est  toujours  de  même  parité,  quelle  que  soît  la 
marcbe  que  l'on  suive  pour  former  les  transpositions. 

411.  On  peut,  d'après  cela,  distinguer  en  deux  genres 
les  N=  t  .3...  n  substitutions  formées  avec  n  lettres.  Le 
premier  genre  comprendra  les  substitutions  qui  équi- 
valent à  un  nombre  pair  de  transpositions,  tandis  que 
celles  qui  équivalent  à  an  nombre  impair  de  transposi- 
rïoDS  constitueront  le  second  genre. 

Soient 

1,  S„  S„  &„... 

les  substitutions  du  premier  genre,  parmi  lesquelles  6gure 
l'unité,  et 

T.,  T„  T„  T„... 

celles  du  deuxième  genre.  Il  est  évident  que  ces  deux 
suites  se  cbangeronl  l'une  dans  l'autre,  si  on  les  multiplie 

par  une  transpo^tion  (a,  5)  ^  par  consé<juent,  il  y  &  - 
snbstitations  de  l'on  et  de  l'autre  genre. 

On  peut  aussi  énoncer  le»  résultats  snivanls  : 

Urte  substitution  circulaire  est  du  premier  ou  du 
deuxième  genre,  suivant  que  son  ordre  ou  le  nombre  Je 
ses  lettres  est  impair  ou  pair. 

Le  produit  de  plusieurs  substitutions  est  du  premier  ou 
du  deuxième  genre,  suivant  que  le  nombre  des  facteurs 
du  deuxième  genre  est  pair  ou  impair. 

Les  puissances  paires  d'une  substitation  queUonqiÊe 
appartiennent  aa  premier  genre. 
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CHAHTRE  II. 

PROPRIÉTÉS  DES  SYSTÈMES  DE  SUBSTITUTIONS 
CONIUGUÉES. 


Des  systèmes  conjugués. 

il%  Etuit  àaaaéea  ptosiears  substitutions  formées 
avec  n  lettres,  si,  en  les  multipliant  une  ou  plusieurs 
fols  les  unes  par  les  autres  ou  par  elles-mêmes,  dans  un 
ordre  quelconque,  on  n'obiïenc  jamais  que  des  substitu- 
tions coBiprïses  dans  la  suite  des  substitutions  données, 
celles-cî  ctmstitneat  ce  que  Caucfay  a  nommé  un  système 
Je  mhstHulions  conjuguées,  ou  simplement  an  ^stème 
eanfuguê.  D  est  évident  que  tout  système  conjugué  com- 
prend ta  sobstimtion  égale  à  runiié. 

Vordra  d'uD  système  conjugué  est  le  nombre  des  sub- 
stitutions qu'il  renferme. 

Il  résulte  de  ces  définitions  qaelesN  =  i.a...n  subslî- 
Intious  que  l'on  peut  former  avec  n  lettres  constituent 
DU  système  conjugué  d'ordre  N,  et  que  les  puissances 
f  une  substitution  quelconque  d'jordre  -j  constituent  un 
système  de  substitutions  conjuguées  d'ordre  v. 

413.  THâoKÈHE.  —  Si  toutes  les  substitutions  d'un 
sj'stème  conjugué  T  d'ordre  ft  sont  comprises  parrm  ks 
substitutions  d'un  autre  système  conjugué  G  d'ordre  n», 
h  nombre  fx  sera  un  diviseur  de  m. 

Ed  eflîsti  désignons  par 

(0  I,  s,,  s.,  s,,...,  s^_, 

les  fi  snbstituûons  du  syuAoK  T  ;  ces  sabuiluttoo»  appar- 
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tiennent  à  G,  par  h^|)oibèsej  et  l'on  a  m'^fi.  Soit  T, 
l'une  des  substitutions  de  G  qui  n'appartiennent  pas  au 
système  F,  c'est-à-dire  à  la  suite  (i)  ;  si  l'on  multiplie,  à 
droite,  par  T,  les  termes  de  cette  suite,  les  produits 
(a)  T,,  S.T,,  S,T,,...,  S^_,T,, 

que  l'on  obtiendra,  seront  compris  parmi  les  substitu- 
tions du  système  G  ;  d'ailleurs,  deux  quelconques  de  ces 
substitutions  (a)  sont  évidemment  distinctes,  et  aucune 
d'elles  ne  satu'ait  appartenir  à  la  suite  (i).  Pour  établir 
ce  dernier  point,  il  suffit  de  remarquer  que  l'égalité 
S.T,  =  S,- entraînerait  Ti^Sr'S,,  ce  qui  est  impossible, 
car  le  produit  S,"' S,-  appartient  nécessairement  au  sys- 
tème r,  tandis  que,  par  liypoibèse,  T^  ne  fait  pas  partie 
de  ce  système.  Il  résulte  de  là  que  l'on  a  m  =:  3fc,  ou 
m  "^  i(x.  Si  m  est  égal  à  ap,  le  théorème  est  démoutré; 
soit  donc  m  >  a;*,  et  désignons  par  T]  l'une  des  substi- 
tutions de  G  qui  n'appartiennent  à  aucune  des  suites  (ij 
et  (a).  En  multipliant,  à  droite,  par  T*  les  substitu- 
tions (i),  on  obtiendra  (j;  subsiiiutions  nouvelles, 

(3)  T,,  S,T,,  S,T„ S        T,, 

qui  appartiendront  au  système  G;  elles  seront  distinctes 
entre  elles  et  distinctes  des  substitutions  (i);  en  outre, 
elles  sont  distinctes  des  substitutions  (a),  car  l'égalité 
S,  T,  =  S,T,  eutrainerait  T,  =  57'  S^T,,  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse,  car  le  produit  Sr'S,T,  fait  évidemment 
.  partie  des  substitutions  (a).  Il  résulte  delà  que  m  =  3ft 
ou  m  >  3f*.  Il  est  clair  que  l'on  peut  poursuivre  de  cette 
manière  jusqu'à  ce  que  l'on  ail  épuisé  toutes  les  substi- 
tuions du  système  G,  et  que  l'on  aura  en  conséquence 

q  désignant  un  nombre  entier'. 
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RouBQUE.  —  Le  système  conjogné  G  a  été  ainsi  par- 
Ugëen  ç  Sfdles  Ae  subelitutioDS, 

",       S.,  S,,         ....  S^_,, 

■  T,,      S.T,,      S,T,,      ...  ,  S^_,T,, 
T„       S,T„      S,Ti,      ....  S^_,T„ 

T,_,,  S,T,_i,  S,T^,,...,  5      ,T,_,, 

dont  la  première  seule  constitue  ua  système  conjugué. 
Pour  former  ce  tableaji,  sur  lequel  repose  notre  raison- 
nement, nous  avons  successivement  multiplié,  à  droite, 
par  les  substitutions  T,,  T|,.  ..,T^_,,  les  substitutions 
du  système  F;  mais  il  faut  remarquer  que  l'on  aurait  pu 
procéder  d'une  autre  manière,  et  que  la  démonstration 
aurait  pu  être  faite  en  employant  des  substitutions  U,, 
II], ..,,U,_,  du  système  G,  comme  multiplicateurs,  à 
gsnche,  des  substitutions  du  système  F.  En  procédant 
ainsi  on  aurait  décomposé  le  système  G  en  q  suites  for- 
mées chacune,  comme  les  précédentes,  de  n  substitutions, 
ei  qui  sont 


1. 

Si, 

s„ 

■  •  s^-.  ■ 

«.. 

o,s„ 

v,s„    . 

.,  u,s,_ 

u.. 

U,S,, 

D,S„     . 

,  u,s^_ 

Uj_, 

n,_,s, 

U^,S„. 

..V.S, 

chaque  substitution  U  étant  choisie  parmi  les  std>stitu- 
tions  de  G  qui  ne  font  pas  partie  des  lignes  horizontales 
déjà  formées. 

414.  Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  con- 
duit à  des  conséquences  importantes,  qui  sont  contenues 
dans. les  corollaires  suirAnlS'; 
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COROLLAIKS I.  — L'ordre  if  un  ■tfHimada  subttitutions 
conjuguées  formées  avec  n  lettres  est  an  difùeur  du 
produit  7i  =  1.2.3. .  .n. 

En  efTel,  les  substitutions  du  système  proposé  appar- 
tiennent au  système  conjugué  de  l'ordre  JS  qui  comprend 
toutes  les  substitutions. 

Corollaire  II.  —  L'ordre  d'un  système  de  substitu- 
tions conjuguées  est  un  multiple  de  l'ordre  de  l'une 
quelconque  des  substitutions  du  système. 

En  effet,  les  puissances  de  Tune  des  substitutions  d'un 
système  conjugué  appartiennent  toutes  a  ce  système; 
d'ailleurs,  ces  puissances  constituent  nu  système  conjugué 
dont  l'ordre  est  égal  à  celui  de  la  substitution  ;  donc  cet 
ordre  est  un  diviseur  de  l'ordre  du  système  proposé. 

CoROLLAiHE  III.  —  Le  nombre  ndes  lettres  étant  sup- 
posé  premier,  tout  système  conjugué  d 'ordre  n  se  com^ 
pose  des  n  puissances  d'une  substitution  circulai 
d'ordre  n. 

En  effet,  l'ordre  d'une  substitution  quelconque  du  sys-. 
'  tème doit  diviser  n;  il  se  réduit  donc  à  i  on  à  n. 

CoBOLLAïKE  IV.  —  Si  deux  systèmes  conjugués  offrent 
des  substitutions  communes,  celles-ci  constituent  un  sys- 
tème conjugué  et  leur  nombre  est  en  conséquence  un 
difiseur  commun  des  ordres  des  deux  systèmes  don/tés. 
En  effet,  soient 
"(i)  ■,  5„  S,,...,  S,_, 

toutes  les  substitutions  communes  à  deux  systèmes  con- 
jugués.  Toute  substitution  S,  obtenue  en  multipliant  les 
précédentes  entre  elles  ou  par  ellea-mèmes,  appartient  i 
la  Cois  aux  deux  systèmes  proposés;  et  comme  ceux-cî 
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n'ont  que  les  fi  subetitulions  commnnes  (i),  Hcst  évident 
que  h  substituuotL  S  se  trouve  comprise  parmi  elles; 
ces  substitutions  communes  constituent  donc  un  système 
conjugué. 

Des  systèmes  semblables  et  des  systèmes  échangeables 
entre  eux. 

itë.  Considérons  un  système  de  substitutions  con- 
juguées 

(')  '>  S.,  S,,...,  S^_.; 

on  a  vu  que  TST"'  et  S  sont  deux  snbstitations  sem- 
blables, quelle  que  soît  la  substitution  T,  et  que,  pour 
former  la  substitution  TST~',  il  suffit  d'effectuer  la  sub- 
slltulion  T  dans  les  cycles  de  S  \.  il  eu  résulte  que  les  sub- 
siilutions 
(a)  I,  TS,T-|,  TS,!^',...,  TS^_,1^' 

constituent  un  système  conjugué.  On  peut  aussi  vérifier 
immédiatement  ce  fait,  en  reutarquant  que  le  produit 
d'un  nombre  quelconque  de  substitutions  prises  dans  la 
suite  (2)  est  de  la  forme  TS^Sg. .  .S^T~'  et,  par  suite, 
delà  forme  TSjT"',  puisque  les  substitutions  (i)  forment, 
par  hypothèse,  un  système  conjugué. 

Les  systèmes  conjugués  (i)  et  (3)  seront  dits  sem- 
blables (*)  ;  il  peut  arriver  que  ces  deux  système^  coïn- 
cident, et  alors  on  a,  quel  qne  soît  i, 

TS;  T-'  =  S;     ou     TS,  =  S,T; 
par  conséquent,  on  obtient  les  mêmes  résultats  en  mulli- 

(*)  ILBeUIadoiinéaBxaabMitutioM  (ijle  n«m  d*  Mriviet  ùet *ah- 
•UuiLioDB  correepondantes  (i);  T  est  la  dérivBle,  et  le  sjgtéma  (1)  ast 
lion  le  iérivé  yar  T  dn  sjstèmè  (i). 
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.  pliant  les  sobstiuilion*  {i)  pw.  T,  soiti  à  droite,, ,fpit:à 
gauche.  .       ,     .  ,  I    .. ., 

Couridérons  maînteiiant  deux  ayUèpus  d#  subctïtu-, 
tîons  conjuguées, 

I,  S,,  &,  S„...,  S^_„  ' 

1,  Ti,  Ti,  T,,, . .  ,  T^_,; 

nous  dirons  que  ces  deux  systèmes  sont  échangeables 
entre  eux  lorsque  lout  produit  de  la  forme  T,S,'  sera  en 
même  temps  de  la  forme  S^'T^.  Si  l'on  aj'  =  y  quels  que 
soient  i  ei  /,  le  premier  des  deux  systèmes  proposés  coïn- 
cidera avec  le  système  semblable  que  l'on  en  dédoit  ea- 
multipliant  ses  substitulious  à  gauche  par  Ty  et  à  droite 
parTj".  Si  l'on  a  en  même  temps  i':=i,  )'=},  quels  que 
soient  i  et  j,  deux  substitutions  quelconques,  prises  dans 
,  les  deux  systèmes  proposés,  seront  échangeables  entre 
elles. 

Du  problènte  généi'al  <fui  fait  l'objet  principal  lie  la 
théorie  4ei>  substîtatiqns. 

416.  Le  problème  génêtal  que  l'on  a  en  vue  dans  h 
théorie  des  substitutions  peut  être  énoncé  dans  les  termes 
suivants  : 

Quels  sont  les  systèmes  de  substitutions^  conjuguées 
que  Von  peut  former  avec  n  lettivs  données? 

La  solution  de  ce  problème  serait,  pour  l'Algèbre,  de 
la  plus  haute  importance  ;  aussi  Lagrange  et,  après  loi, 
plusieurs  géomètres  émînenis  se  sont-ils  occupes  de  cette 
question  difficile.  Mais,  malgré  leurs  efforts,  ils  n'ont  pu 
atteindre  le  but  proposé,  et  la  science  ne  possède  aujour- 
d'hui sur  ce  sujet  qu'un  petit  nombre  de  propositions 
générales  que  noua  allons  établir  ici. 
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Parmi  les  systèmes  de  substitutions  conjuguées  que  l'on 
peut  former  avec  n  lettres  données,  nous  connaissons  : 
i"  ie  système  qui  comprend  les  N  =  i.a. .  .n  eabsli tu- 
lions;  3°  les  systèmes  que  l'on  forme  en  pt^nant  toutes 
les  puissances  d'une  substitution  (quelconque.  Nous  les 
rappelons  ici  afin  de  présenter  un  ensemble  complet  des 
résultats  acquis. 

417.  Théorème  I.  —  Parmi  les  N  =  i.a. . .«  substi- 
tutions que  ton  peut  former  avec  n  lettres  données, 
celles  quréquivalènt  à  un  nombre  pair  de  transpositions 

constituent  un  sjstème  conjugué  d' ordre  —,  etiln  existe 
aucun  autre  système  conjugué  du  même  ordre  —  • 

La  première  partie  du  théorème  est  évidente.  Nous 
avons  vu,  en  effet,  que  si  l'on  multiplie  entre  elles  plu- 
sieurs substitutions  du  premier  genre,  c'est-à-dire  pl«^' 
sieurs  substitutions  dont  chacune  équivaut  à  un  nombi^ 
pair  de  transpositions,  on  obtient  pour  résultat  une  sub- 
stitution du  premier  genre. 

Pour  établir  la  seconde  partie,  soit 

(")  I,  S,,  S,,  s„.. .,  s„ 

un  système  conjugué  d'ordre  -  ■  Multiplions  à  gauche  et  à  - 

droite  tes  substitutions  de  ce  système  par  une  substitution 
{[uelconque  T,  nous  obtiendrons  les  produits 

(a)  T,  TS,,  TS,,...,  TSpi      , 
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Si  T  fait  partie  du  systàne  (i),  les  saites  (2)  et  (5)  Ibr- 
meroat  des  systèmes  conjugués  identiques  â  (i);  mais 
à  T  n'est  pas  comprise  dans  le  système  (i),  cbacune  des 
suites  (a)  et  (3)  se  composera,  comioe  on  l'a  ru  précé- 
demment, des  —  substitutions  qui  n'appartiennent  pas 
au  système  (i).  Dans  tous  les  cas,  les  suites  (a)  et  {3} 
offrent  les  mêmes  substitutions,  et  l'on  a,  en  conséquence, 
quel  que  soit  1,  pour  une  certaine  valeur  de/, 

TSi:=::SyT      Ou     TSiT-'  =  Sj; 

d'où  il  résulte  que  le  système  (i)  renferme  toutes  les  sub- 
stitutions semblables  k  l'une  quelconque  de  celles  qui  y 
sont  contenues.  Ce  système  ne  reuftirme  donc  aucune  des 
transpositions,  car  autrement  il  les  renfermerait  toutes, 
et  son  ordre  serait  égal  à  N,ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Supposons  que  T  désigne  maintenant  une  transpo- 
sition, les  suitfs  (1)  et  (2)  comprendront  tontes  les 
N  substitutions  des  n  lettres,  et  ces  substitutions  ne  fertnt 
que  s'échanger  entt%  elles,  si  on  les  multiplie  par  une 
transposition  U.  Or  il  est  évident,  d'après  ce  qui  précède, 
que,  par  cette  multiplication,  la  suite  (i)  se  transformera 
dans  la  suite  (2);  donc  à  son  tour  la  suite  (2)  se  changera 
dans  la  suite  (1),  ce  qui  montre  que  la  substitution  UT 
fait  partie  du  système  (1).  Ce  système  comprend  ainsi 
toutes  les  substitutions  que  l'on  obtient  en  multipliant 
deux  transpositions  entre  elles,  et  il  renferme,  en  consé- 
quence, les  -  substitutions  qui  équivalent  chacune  à  un 
nombre  pair  quelconque  de  transpositions. 

CoBOLLiiRE.  —  Le  ijstème  conjugué  d'ordre  -  ren- 

Jèrme  toutes  les  substitutions  circulaires  d'ordre  impair^ 
et  il  n'en  renferme  aucune  d'ordre  pair. 
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En  effet,  tome  sahstîtution  cîrcQlaire  d'ordre  ;i  éqoî- 
vaut  k  p  —  I  traDspoûtioDS  ;  on  a 

i:,',.  ». '^■)  =  (»-  "■,-,)(".,  ■■^.)-  •("..  «.)(".,  «.). 

418.  Théorème  II.  —  Si  un  système  conjugué  ren- 
ferme toutes  les  substitutions  circulaires  dont  l'ordre 
est  un  nombre  donné  p  égal  ou  infèrieut  à  n,  l'ordre 

du  sjrstime  conjugué  est  N  ou--  Cet  ordre  est  toujours 
égal  àN  si  p  est  pair. 

Le  théorème  est  évident,  dans  le  cas  de  p  =  ^  ;  car  le 
système  proposé  contient  toutes  les  transpositions  et  soti 
ordre  est  égal  à  N.  Dans  te  cas  de  p  ^  3,  le  système  pro- 
posé renferme  la  substitution  circulaire 

des  trois  lettres  données  «i ,  a^,  a,  et  il  contient  aussi  la 
niLstitution 

n,leiw»^)Te  n  étant  sapérieuràS,  a^  désigne  une  lettre 
DoiiTelle.  Le  produit  de  ta  première  substitution  par  ta 
seconde  est 

et  ce  produit  doit  fignrer  dans  le  système  proposé.  Donc 
celui-ci  renferme  tontes  les  substitutions  qui  équivalent  à 
un  nombre  pair  de  trauspositîons,  et  son  ordre  est  ainsi 

aa  moins  égal  à  -  ;  d'ailleurs  cet  ordre  est  un  divi 


Le  cas  de  p  ]>  3  se  ramène  facilement  au  cas  de/»  =  3. 
En  effet,  soient  a,,ai,  at  trois  quelconqties  des  lettres 
données,  et  posons 

Tir:(a,,a„  «,}  =  {«,,  a») (a,,  fl,). 

'7' 
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soit  aussi 

une  sabsUlution  circulAÏre  d'ordre  p  formée  avec  les 
lettres  a,,  n, ,  Oj  ei  p  —  3  autres' leilrcs  dotinfe  i't, 
&(,...,  bf,.  On  aura 

(«.,«0s  =  («,)(''>.  *..  è '-,.".).,  ■ 

et,  en  multipliant,  à  gauche,  par  {«1,*,),         '. 

TS=^[a„a„a„b,,  b„  . . .  ,  fi,). 

Par  hypothèse  le  système  proposé  renferme  toutes  les  sub- 

stîtullons  circulaires  d'ordre /i,  donc  les  subslitutionsTS 

et  S~'  doivent  y  figurer  ainsi  que  leur  produit  T,  qui  est 

l'une  quelconque  des  substitutions  circulaires  formées 

avec  trois  des  lettres  données. 

'  Si  le  nombre  p  est  pair,  le  système  proposé  comprend 

les  produits  de  transpositions ,  en  nombre  impair,  qui 

équivalent  aux  substitutions  circulaires  d'ordre  p  ;  l'ordre 

.  .        .  N 
de  ce  système  est  donc  supérieur  a  -i  et,  en  conséquence, 

il  est  égal  a  N. 

4i9.  TuéonÈME  III.  —  Une  subslàutiùn  quetconqae'ï 
étant  formée  avec  n  lettres,  les  diferses  substltuUons 
des  mêmes  lettres  qui  sont  échangeables  avec  T  constù- 
tuent  un  système  conjugué. 

En  effet,  soient 

i,S,,S„...,S„_, 

les  M  substitutions  échangeables  avec  T,  parmi  lesquelles 
figure  évidemment  l'unilé.  Nous  avons  vu  que  le  produit 
de  plusieurs  de  ces  substitutions  est  lui-même  une  suislî- 
lution  échangeable  avec  T;  ce  produit  fait  donc  partie  de 
la  suite  précédente,  et,  en  conséquence,  celle-ci  forme  un 
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système  conjugué  d'xirdre  M.  Ce  nombre  M  a  pour  va- 
leur [a"  402) 

ii--3(i.a...m,)('-2- -■'".)-■  ■(!.:»■..'"„)"?  ":•-■•«:-» 

Mi  désignant  le  nombre  des  cycles  de  T  qui  sont  de  l'ordre 
nj.Oa  tient  compte  des  cycles  formés  d'une  seule  lettre^ 
en  sorte  (jue  l'on  a 


jlinsi  en  particulier  avec  un  nombre  n  de  lettres.égal  i 
nii  R] ,  on  peut  former,  par  le  précédent  tbéorèmc,  un 
système  qonjugué  d'ordre 

1.2.3. ..™,X«T'. 

ËxBHPLB.  —  Dans  le  cas  de 

n  =  6  =  3Xa  =  2X3, 

on  jMurra  tbrmer  deux  systèmes  de  substitutions  conju- 
guées dont  les  ordres  seront  respectivement  i  .2.3  X  a* 
ou  48,  et  1.3X3*  ou  i8. 

420.  Thëohèice  IV.  —  Une  substitution  quelconqueT 
étant  formée  avec  n  lettres,  les  diverses  substitutions  S 
telles,  que  le  produit  STS~'  Je  réduise  à  une  puissance 
deT,  constituent  un  système  de  substitutions  conjuguées. 

Le  nombre  des  substitutions  qui  satisfont  à  l'égalité 

STS-'^P", 

■lans  laquelle  i  représente  un  nombre  donné  premier  à 
l'ordre  de  la  substitution  T,  est  ^al  (n"  409)  au  nom- 
bre M  des  substitutions  écbangeables  avec  S.  Si  donc  on 
désigne  par  v  le  nombre  des  substitutions  S  qui  satis- 
font à  la  précédente  égalité,  lorsque  i  cesse  d'être  un 
nombre  donné,  et  par  tf  (ft)  le  nombre  qui  indique  com- 
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bien  il  y  a  de  nombres  premiers  à  l'ordre 'ftde  la  substi- 
tution T,  on  aura 

Cela  posé,  soient 
(")  i,S,,  S.,  S.,...,  S,_, 

les  substitutions  qui  satisfont  à  la  condition  imposée  pu 
l'énoncé  du  tbéorème.  Je  dis  que  le  produit  de  deui 
qaelconques  des  substitutions  (i)  lait  parue  de  la  mèB« 
suite,  et  que  celle-ci  constitue  en  conséquence  un  système 
conjugué  d'ordre  v.  Considérons,  eu  effet,  les  deux  sub- 
stitutions Si,  Si  ;  on  a  par  hypothèse 

(2)  S,TS7'  =  T',     ou     S.T*=T'S,, 

(3)  S,TS7'  =  T',     ou     S, T  =  TJ  S,; 

en  multipliant  à  gauche  par  Si  l'égalité  (3),  il  vient. 

(4)  S,S,T:^S,T'S,; 

et  en  élevant Tiégalilé  (a)  k  la  puissance  ;,  on  a 

S,  TS7' .  S,  TS7' ...  .S,  TS7' =  T"/, 
c'est-à-dire 

(5)  S.T'S7'=1V,     ou    S.V^rïS,; 

en  vertu  de  cette  égalité  (5],  la  formule  (4)  dotine 

(6)  S,  S,  1=1"  S,  S„     ou     (S,S.)T(S,S,)-  — TC, 
d'où  il  suit  que  la  substitution  S, S,  fait  partie  delà 


suite  (■),  comme  on  l'avait  annoncé. 

-431.  Soienterundes  nombres  premiers  à^,etfil'ei- 
posant  auquel  e  appartient  reUtivenunt  au  module  ^ 
Âo  tien  de  former  la  suite  (■)  arec  tomes  les  substiia- 
tions  S,  qui  satisfont  à  l'égalité 

STS-'  =  T', 
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oà  I  a  tme  valeur  ^elcDiique,  si  l'on  prend  seulement  let 
mbstintions  S  qui  satisfont  à  la'mtme  égalité  es  impo- 
sant la  condition  que  i  soil  congru,  suivant  le  modtile  ii,  & 
nue  puissance  de  e,  les  substitutions  de  la  suite  (i)  forme- 
ront encore  un  système  conjugué.  Effectivement,  si  l'on 
suppose  que  dans  les  égalités  (a)  et  (3)  i  et  j  désignent 
deux  puissances  de  e,  le  produit  i^  sera  lui-même  une 
poissance  de  e,  et  en  vertu  de  l'égalité  (6),  le  produit S|  S, 
^artiendra  à  la  suite  (i).  On  peut  donc  énoncer  le  tLéo- 
rème  suivant  : 

Théorème  T.  —  Une  siAstitution  quelconque  T, 
d'ordre  ft,  ^aat  Jormée  avec  n  lettres,  si  Von  forme 
toutes  les  substitutions  S  telles,  que  le  produit  STS~'  se 
réduise  à  une  puissance  de  T,  dont  l'exposant  soit 
congru,  suivant  le  modula  ft,  à  une  puissance  d'un 
nombre  donné  e  appartenant  à  Vexposanl  $,  par  rap- 
port au  module  fz,  les  substitutions  S  constitueront  un 
système  conjugué  d'ordre  ÔM.  Lorsque  le  nombre  ft. 
admet  des  racines  primitives,  fl  peut  être  un  diviseur  quel- 
conque de  f{iL), 

Ce  théorème  Y  comprend  le  théorème  lH  comme  cas 
{Miiicalifir  ;  il  se  confond  avec  celui-ci  quand  on  fait  9  =  i 
M,  par  suite,  e  =  i.  Mais  il  ne  comprend  pas  le  théo- 
rème IV,  parce  qu'il  n'existe  pas  en  général  de  racines 
primitives  pour  un  nombre  composé.  Celte  extension  du 
théorème  III  a  été  indiquée  par  M.  C.  JoiHan,  dans  un 
Mémoire  qui  fait  partie  du  XXX'VIII"  Cahier  du  Journal 
de  l'École  Polytechnique. 

CoKOiL&mB  I.  —  On  peut  former,  avec  n  lettres,  des 
systèmes  de  substitutions  conjuguées  d'ordfv  "?{")  ^ 

d'ordre  -    ■  \  t  étant  un  diviseur  convenable  de  n.  Mu 
t 

particulier,  si  n  est  un  nombre  premier,  on  peut  former 
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un  pfsième  de  substitutions  conjiiguéesdomt  Tord^vsoil 
égal  à  n{n  —  i)  ou  duifuotient  de  c»  novibro  pQ^'iun 
diviseur  qiielcontiue,  de  n  -t-„i  .  , 

Ce  corollaire  résulte  imaiédiatemeal  des  ihéorcmes  IV 
et  V,  en  supposant  «jue  T  y  désigne  une  substimtîon  cir- 
culaired'oidre  n. 

ConoLLAiRE  II.  —  On  peut  former,  avec  n  —  i  lettres 
données,   un  système    conjugué   (tordre  tj{n)  ou  ■ 

Considérons  en  effet  le  système  conjugué  qui  éobnehl 
»<!i>(/i)ou  ^^^  substitutions  de  n  lettres,  et  dont'îl  est 

question  dans  le  corollaire  précédent.  Pour  former  ce  sys- 
tème, on  part  d'une  subslituiîoQ  circulaire  T,  d'ordre  n, 
et  l'on  prend  les  substitutions  S  qui  satisfont  à  une  éga- 
lité de  la  forme  STS~*  =  T'".  Or,  du  mode  de  formation 
.  de  ers  substitutions  S,  il  résulte  que,  pour  chaque  valeur 
de  i',  il  existe  une  substitution  unique  S,  qui  ne  déplace 
pas  une  lettre  donnée  a.  Donc  le  système  que  nous  consi- 
dérons renferme  f(n)  ou  - —  substitutions  qui  ne  dépla- 
cent que  n  — I  lettres;  il  est  évident  que  ces  subslitutioni 
constituent  un  système  conjugué. 

422.  Dans  le  cas  de  fj  ;=  6,  si  l'on  choisît  d'abord 
pour  T  une  substitution  régulière  formée  de  deux  cycles 
du  troisième  ordre,  on  pourra  former,  par  le  théo- 
rème IV,  un  système  de  substitutions  conjuguées  dont 
l'ordre  sera  i.3X3*Xa  ou  36.  Si  l'on  prend  en  second 
lieu,  pour  T,  une  substitution  circulaire  du  sixième  or- 
dre, on  pourra  former,  par  le  théorème  V,(coK>IlaireI)t 
un  système  conjugué  d'ordreSxf  (6)  ou  i4.  Soit 
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)«subttiUitioB-oîrcaii>ife  «h«Uie;  le  système  OMiju^é  se 

vDinpoiera  a  t**  des  sicpaissmcM  de  T,      > 

I,  T,  T,  T',  t',  T*; 
T^èen  six  substitutions  du  deuxième  ordre  suivantes  : 

(«,»)(«,/)(•(,«),     (".')  (<(./)<>)(«>. 

,  («,j)(s,. )(.,/),      (»,.)(s,i)W(/), 

sii'ondésigaep&rSrunc  quelconque  de  ces  sîx  dernières 
sub^iituUons,  on  a  STS"'  =»  T'  ou  (ST)'  =  i . 

■  423.  ThéovèukVI.  — Si  deux  synèines  de  substitu- 
tions conjuguées 

.      i,S,,S„....  S^_,, 
1,  T„T,,...,  T^_,, 

'formées  avec  n  lettfes,  et  dont  les  ordres  sont  respecti- 
vement fi  et  V,  sont  échangeables  entre  eux  àt  n'ocrent 
aucune  substitution  commune,  les  substitutions 


T.. 

T,S,, 

T,S„. 

,T,S,_,. 

Ti, 

T,S,, 

T,S.,. 

■.  T,S,_,, 

1,-1 

.  T._,S 

T,.,V 

,, 

Si, 

S,,... 

s,-,. 

II. 

S.T,, 

S,T„. 

.  s,_,i„ 

T„ 

S,T„ 

S.T., . 

..S,_,T., 

-     I,-,.  S,T,_,,...,  S^_,T^_,, 

obtenues  en  multipliant  lat  substitutions   de  Vun  des 
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systimei  par  celiet  de  l'atitre,  formèrent  ua  syttème 

conjugué  (tordre  \tv. 

En  effet,  si  l'on  prend  plusieurs  termes  dans  l'un  quel- 
conque des  deux  tableaux,  et  qu'on  les  multiplie  entre 
eux,  on  obtiendra  un  produit  composé  de  facteurs  T  et 
de  facteurs  S.  Mais,  par  hypothèse,  on  peut  intervertir 
l'ordre  de  deux  facteurs  consécutifs  S  et  T,  à  ta  condition 
de  modifier,  s'il  y  a  lieu,  leurs  Indices,  pmsque  l'on  a, 
quels  que  soient  i  et  /, 

S,T;  =  T,tS/     et     T,S,  =  Sj.T,--; 

en  outre,  le  produit  de  plusieurs  facteurs  S  ou  T  conté' 
cutifs  se  réduit  à  l'une  des  substitutions  déuguées  par  S 
ou  T;  donc  le  produit  que  nous  avons  formé  est  de  l'une 
ou  l'autre  forme 

SiTy,    TjS, 

et,  en  conséquence,  il  fait  partie  des  substitutions  com- 
prises dans  chacun  de  nos  tableaux.  D'ailleurs,  deux 
substitutions  prises  dans  le  même  tableau  sont  différentes, 
car  l'égalilé 

entraîne 

SyS/'z^Ti-TT'i 

le  premier  membre  appartient  au  système  S,  le  deuxième 
au  système  T;  en  outre,  ces  deux  systèmes  n'ont  que  le 
seul  terme  commun  i  ;  il  s'ensuit  que  l'on  a 


Chacun  de  nos  ubieaux  comprend  donc  fjtv  substitutions 
«■istiactes,  lesqueUe*  OMWtituentan  «yit^ae  conjogn^ 
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mpectifi  fiet  V  sont  échangeables  entre  eUes  et  n'aiU 
aucune  puissance  commune  autre  que  l'unité,  on  far- 
inera un  lystknte  d 'ordre  ftv  en  multipliant  les  fi.  puis- 
sances de  S  par  les  v  puissances  de  T. 

£b  effet,  dans  l'IijpotbAse  adiaise,  les  <leux  systèmes 
conjugués 

I,  S,  S*,...,  S''-', 
i,  T,  T',    ...  T"''', 

remplissent  les  conditions  exigées  par  l'énoncé  du  th^- 
rème  précédent. 

CokoluikeII. — Si  plusieurs  substitutions  S,  T,  U,... 
d'ordres  respectifs  y.,  v,  p,..,  sont  échangeables  enlre 
elles  deux  à  deux,  et  si  l'égalité 

S'T/U*...  =  i 

ne  peut  avoirlieu  ^ue  pour  i  =  y,,j=v,  A  =  p,...,  on 
formera  un  yfstème  conjugué  d'ordre  fivp...  en  multi- 
pliant les  puissances  de  S  par  celles  de  T,  puis  les  ré- 
sultais obtenus  par  les  puissances  de  Uf  et  ainsi  de  suite. 

Reh&uquk.  —  Si  l'on  pose 

''=^(-.". -,-.)(»■•  » >,-.)■•■(/••>: /,-.). 

«=("..' /.)(«..  '.,.•.,/)..•(",_.■  V,.-. /,-.), 

pour  que  S  et  T  soient  des  substitutions  échangeables 
entre  elles  et  que  ces  subslîtutioDS  n'aient  aucune  puis- 
sance commune  autre  que  l'unité,  il  faut  et  il  suffit 
(a*  405)  que  l'on  ait 

S  =  V,    T  =  Q, 
Sj^PJP'P'...,     T=QQ'(r...; 
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P'  el  Q',  P"  et  Q". . .  désignant  des  substitutions  for- 
mées de  ]a  même  manière  que  P  et  Q,  mais  avec  des  lettres 
diËT^éreDres. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  de  six  le^rçS'  Si  l'on 
fait 

S  =  U,b){c.d){e^/),     T^ia.c)lb.d)[c]{/), 

OU  obtiendra  un  système  conjugué  du  quatrième  ordre 
qui  se  composera  des  quatre  substitutions 

I,  S.  T,  ST. 

424.  Examen  d'u»  cas  beharquable  qui  behtke  dahs 
LES  THÉORÈMES  V  ET  VI.  —  Lc  cas  dont  il  s'agit  ici  est 
celui  du  système  de  fi(n  —  i)  substitutions  conjuguées 
doDt  il  est  question  dans  te  corollaire  I  du  tbéorème  V, 
lorsque  le  nombre  n  des  lettres  est  premier. 

Soient 

les  n  lettres  données,  et  supposons,  comme  au  n"  404, 
<i"^  ''nii+r  désigne  la  même  lettre  que  a, .  Le  système  que 
nous  considérons-sera  formé  de  toutes  les  substitutions  S 
qui  satisfont  à  une  égalité  de  la  forme 

STS-'  =  T', 

dans  laquelle  T  désigne  une  substitution  circulaire  d'or- 
dre n.  Soit 

T:=(a.,  a,,  «„...,  «_,) 

cette  substitution.  Le  nombre  n  étant  première!  i  dési- 
gnant un  nombre  quelconque  non  divisible  par  n,  T' sera 
une  substitution  circulaire  d'ordre  n,  et  l'on  aura,  par 
nos  conventions, 

T'  =  [a„  at,  Ou,...,  «(— i)i], 

OU,  en  faisant  passer  une  lettre  quelconque  a^  à  la  pre- 
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raiera  place,  .  ■  ,        ■ 

Cela  posé,  chaque  substitution  S  doit  se  former  en  pre- 
Aant''pour  iminéraieur  la  permutation  qui  constitue  le 
cycle  de  T'  et  pour  dénominateur  la  permutation  qui 
figure  dans  te  cycle  de  T.  Désignons  par  C  cette  dernière 
permutation,  par  C  et  C"  les  permutations  qui  consti- 
tuent le  cycle  de  T'  lorsqu'oo  met  à  la  première  place 
«t  et  On  respectivement.  L'expression  générale  des  sub- 
stitutions S  sera 


On  a  évidemment 

(c)  "['"*'  "'"'  "'''■'■.■■'*  "("-''•'' 

=  T«; 

quant  à  la  substitution  (  „  |  >  elle  ne  r 

nfenne  pas  la 

laii«  flo  et  l'on  a 

=[:;:.;:rl- 


Cette  substitution  a  pour  effet  de  multiplier  par  /  les 
indices  des  lettres  a  ;  soit  i-  une  racine  primitive  pour  le 
nombre  premier  n,  posons 

(■^r'     (mod.  n), 

et  désignons  par  V  la  substitution  qui  a  pour  efiet  de 
mi^liplier  par  ries  indices  des  letlfcsa  :  il  est  clair  quu  la 
puissance  v""'  dé  U  multipliera  ces  indices  par  r'  ou  i^ 
on  aura  donc 

on  voit  eu  outre,  à  cause  de  r"~'  S3  i  (mod.  n),  que  U  est 
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une  substitution  circulaire  de  l'ordre  n  —  i  dont  l'ex- 
pression est 

Il  résulte  de  U  que  si  l'on  désigne  par  h  un  nombre  tel, 
qne  l'on  ait  h  ^ki  (mod.  n),  U  sobstîtation  S  aura  ponr 
valeur 


(■) 

S=T'D>| 

enfin,  de  1 

'équation 

SK-=T' 

on  lire 
d'où 

ST'S-' 

=  T"  =  T»  = 
T*S-'  =  U- 

Les  formules  (i)  et  (a)  fourniront  donc  la  même  valeur 
de  S,  si  les  exposants  A  et  k  satisfont  à  la  relation 

A  =  ir'. 

Cbacunc  de  ces  mêmes  formules  donnera  toutes  les  sub- 
stitaiions  du  système  que  nous  considérons  en  attribuant 
à  A  ou  à  Aies  «valeurs  o,  i,  3,...,n — i,età  v  les  mêmes 
valeurs,  zéro  excepté,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  n  —  i 
excepté.  En  d'autres  termes,  le  système  dont  nous  nous 
occupdtas  s'obtiendra  en  multipliant  les  substitutions 

I,  T,  T T*-', 

à  droite  ou  k  gaucbe,  par  les  substitutions 

I,  U,  IP,...,  U— '. 

Exemple.  —  Considérons  le  cas  de  n  =  5 ,  Comme  s 
est  ici  racine  primitive,  on  pourra  former  on  système  de 
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vingt  substimtions  conji^uées  en  multipliant  entre  elles 
les  puissances  des  dcox  substitutions 

T  =  {a„  a„  a„  a„  a,),      U  =  (a,,<i,,  o.,  a,); 

il  est  facile  de  Térifier  sur  cet  exemple  que  la  formule 

tI''T»tJ~='  =  T*'' 

a  lieu  quels  que  soient  les  nombres  k  et  v. 

425.  Théorème  VII.  —  Étant  donné  un  système  de 
n  lettres,  soient  n,  un  nombre  entier  égal  ou  inférieur 
à  ?i,  et  v  =  7n,ni  un  multiple  de  n,  contenu  dans  n. 
Soient  encore  n,  un  nombre  égal  ou  inférieur  à  m,,  et 
m^nt  un  multiple  de  n,  contenu  dans  m,.  Soient  pareil- 
lement Rg  un  nombre  égal  ou  inférieur  à  m,,  et  m,n, 
un  multiple  de  n^  contenu  dans  jtii,..,.  On  pourra  tou- 
jours, avec  V  lettres  arbitrairement  choisies  parmi  Zfi 
n  lettres  données,  former  un  système  de  substitutions 
conjuguées  dont  l'ordre  jeta  n^^n'' n",'. ... 

Ce  théorème  a  été  démontré  par  Cauchy,  dans  le  Mé- 
moire que  nous  avoos  déjà  eu  l'occasion  de  citer. 

Prenons  v  =  m,  n,  lettres  parmi  les  n  qui  sont  don- 
nées, puis  distribuons- les  en  m,  groupes  ou  arrangements 
composés  chacun  de  n,  lettres,  et  que  nous  nommerons 
groupes  de  première  espèce.  Prenons  ensuite  ces  m,  ar- 
nogements  pour  composer  les  cycles  de  m^  substitulîoas 
circulaires  d'ordre  n,,  que  nous  représenterons  par 

(i)  Pi,  Pi,  Pa,.-.,  P™,- 

Parmi  les  mt  groupes  de  première  espèce,  prenous-ea 
"itn,  et  distribuODS-les  en  m,  groupes  de  deuxième  espèce 
lesqueU  seront  afnsi  formés  par  la  réunion  de  n,  groupes 
de  première  espèce.    Avec  les  n,n,  lettres  de  cbaqua 
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groupe  de  deuxième  espèce,  formons  une  substitutioii 
ajant  pour  eHet  de  déplacer  circulaïietpent  les  gro[fpç^. 
de  première  espèce  coutenus  dans  le  groupe  de  deuxième 
«spèce,  et  soient  ■       i         ;  . 

(2)  Q.,  Q.,  Q.,..-,  Q-,, 

les  mt  substîtulions  ainsi  obtenues.  Si  C,  C,  C",^..' 
désignent  les  arrangements  ou  groupes  de  première  espèce, 
qui  composent  un  groupe  de  deuxième  espèce ,  cbaqufî 
Substitution  (a)  sera  de  la  forme  .      ,.     : 


(CC'C-..,)     ou     ^J' 


ce. 

C  G". 


elle  a  pour  effet  de  remplacer  chaque  lettre  de  C  par  celle 
qui  occupe  le  même  rang  dans  C,  celle-ci  par  celle  qui 
occupe  le  même  rang  dans  C",  et  ainsi  de  suite.  Il  résulte 
de  U  que  les  substitutions  Q  sont  régulières  et  que  cha- 
cune d'elles  est  formée  de  n,  cycles  d'ordre  n,, 

I^artni  les  'Ni  groupes  de  deuxième  espèce,  prenons-en 
mj/ij  etdistribuonvies  en  m^  groupes  de  troisième  espèce, 
lesquels  comprendront  ainsi  nj  groupes  de  deuxième 
espèce.  Avec  les  rtiritH,  lettres  de  chaque  groupe  de 
troisième  espèce,  formons'  une  substitution  ayant  pour 
effet  de  déplacer  circulai  rement  tes  groupes  de  deuxième 
e3|>èce  contenus  dans  celui  de  troisième  espèce,  et  soient 
(3)  R,,  E„  R„...,  R.. 

les  rri)  substitutions  ainsi  obtenues.  En  reproduisant  ta 
raisonnement  que  nous  avons  fait  à  l'égard  des  substitu- 
tions Q,  on  prouvera  que  cKacnne  des  substitutions  R  est 
routière,  et  qu'elle  est  formée  de  n,  ni  cycles  d'ordre  n,. 
On  peut  continuer  ainsi  tant  que  l'on.u'aArB  pas  ren- 
contra l'unité  dans  la  suite  des  sombresm,,  jn,,  m*,.... 

Dans  chacune  des  «uiles  (i),  (a),  (3),. . .,  deux  sub- 
slîtalîous  quelcoqques  n'ont  aucune  lettre  c 
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par  mité,  elles  sont  échangeables  entre  elles.  On  o!>- 
âfidra  ddnc  un' système  de  substilutîous  conjuguées  P 
d'ordre  «"'  en  muliipUant  entre  elles  les  mi  suites  qu; 
sont  formées  chacune  par  les  ni  puissances  de  l'une  des 
substitutions  (i).  Pareillement,  on  obtiendra  de  la  même 
manière  des  systèmes  conjugués  Q,  R, . . . ,  dont  les  or- 
dres seront  respectivement  n"',  n^,. .  •,  au  moyen  des 
substitutions  (a),  (î),.... 

Je  dis  en  outre  que  deux  quelconques  des  systèmes 
ainsi  formés  sont  échangeables  entre  eux.  Â  cet  effet, 
représentons  les  lettres  contenues  dans  chacun  des  divers 
airangemepts  ou  groupes  d'une  espèce  quelconque  par 
un  même  caractère  a,  ou  &,  ou  c,. . .  affecté  d'un  indice 
variable^  alors  celles  des  subsUtutions  P,  Q,  K, . . .  qui 
ont  pour  effet  d'échanger  circulairement  les  groupes  d'es* 
pèces  moins  élevées  contenus  dans  l'un  des  groupes  que 
nous  considérons  pourront  se  déduire  de  celles  qui  se 
rapportent  à  un  autre  groupe,  en  changeant  la  lettre  que 
nous  sommes  convenus  d'affecter  d'indices,  mais  en  con- 
servant les  mêmes  indices.  Si  donc  A  et  B  désignent  deuK 
arrangements  de  î^"'  espèce  formés  respectivement  de 
deux  lettres  a,  £,  afTectées  des  mêmes  indices,  et  si  l'une 
des  substitutions  P,  Q,.-.  change  A  en  A',  l'une  de  ce» 
substitutions  changera  aussi  B  en  B',  les  indices  dç  b 
dans  B'  se  succédant  dans  le  même  ordre  que  les  indices 
de  a  dans  A'- 

Cela  posé,  soit  Y  une  substitution  de  l'une  des 
suiteï  (a),  (3),...  qui  déplace  circulairement  les  groupes 
A,  B,  C,  D,...,  K  de  i^"'  espèce,  contenus  dans  un 
groupe  ABCD. .  .K  de  (i  +  ly*""  espèce.  Soit  en  même 
temps  U  l'une  des  substitutions  (1),  (3),  (3),...  qui  ne 
jwoduisenl  de  déplacements  de  lettres  que  dans  l'un  des 
arrangemenu  A,  B,...,  dans  Q  par  exemple.  Supposons 
n.  18 


3,a,i,;t!dbïGoogIe  ■ 


3^4  COURS  i>'ai.gèbile  scpérieu&e. 

^e  U  change  C  en  C'\  d'après  ce  que  nous  venoae  de  dire, 

le  système  auquel  D  appartient  penfel^mera  une  autre  «uli- 

stituiîon  TJ'  changeant  aussi  D  en  D'.  Aipp1ic[uons  sue* 

ceesivement  les  trois  substitutions  U,  V,  U'~'  à  l'arraii' 

gement 

ABCD...K. 

Par  la  substitution  TJj  cet  arrangement  devient  d'abord 

ABC'D...K; 
il  se  trau^wme  enEtrite  en 

BCD'...KJL 
par  la  substitution  V.  Enfin,  conuoe  la  sabsdtuti^Mi  U'^ 
change  D'  en  D,  elle  nous  donnera  l'arrangeinait 

(pie  l'on  aurait  obtenu  tout  d'abord  en  appliquant  la  sub- 
stitution Y  à  l'arrangement  primitif;  on  a  donc 
U'-'VU=V,  d'où  V0  =  t]'V. 
Il  résulte  de  là  que  les  âjstèmes  conjugués  P,  Q,  B,... 
sont  échangeables  entre  eux  deux  à  deux.  D'ailleurs  us 
produit  tel  que  V. .  .AQP,  formé  avec  des  substitutioac 
de  ces  divers  systèmes,  ne  peut  se  réduire  à  l'unité  i 
moins  guc  tous  ses  facteurs  ne  se  réduisent  euK-mèna 
à  l'unité,  car  s'il  en  «tait  autrement  on  aurait 

. . .  RPQ  =  V-', 
ce  qui  est  impossible,  puisque  la  substitution  coutenae 
dans  le  premier  membre  est  impropre  à  déplacer  les 
groupes  Je  lettres  que  V~'  échange  entre  eux.  On  voit 
dmic  que  l'on  obtiendra  nu  système  de  substitutions  con' 
jnguées  d'ordre  n7'.«"'  o"'  - . . ,  en  multipliant  entre  eux  les 
systèmes  P,  Q,  R, . , , . 

Cojuu,LAtRB  L  —  Étant  donné  un.  système  de  n  tel- 
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1res,  Soit  p  un  nombre  premier  égal  ou  inféiieur  à  n. 
Soient  encore  vssm,p  un  multiple  de  p  coiïtenuéahs 
n;mtp  un  multiple  dep  contenu  dans  m,  ;  m,/)  un  mul- 
tiple de  p  contenu  dans  m, . . .,  On  pourra  toujours, 
avec  V  lettres  ckaisiei  arhitrti,iKenitnt,Jhrm^r  u%  Sfithmt 
de  substitutions  prirnitives  tfï  conjuguées  d'otrire 

Ce  corollaire  résulte  du  lliéorèraé  précédent,  en  y  sup- 
posant «1  =  n,=  /Ji  =  . .  .  =  p.  L'ordre  du  système  con- 
jugué étaut  une  puissance  de  ^,  cliacuaedes  substitutions 
du  système  a  elle-même  pour  ordre  une  puissance  de  p, 
et  en  conséquence  elle  est  primitive. 

CoBOLtAiHE  n.  —  Étant  donné  un  système  de  n 
lettres,  soient  p  un  nombre  premier  égal  ou  inférieur 
à  n,  t  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  n, 
et  pi'  la  plus  haute  puissance  dp.  p  qui  divise  exactement 
fe  proijuit  Nti=M,«.3t.  .R.  On  pourra  toajoori ,  avec 
ï  lettres  prises  arbitrairement  parmi  leS  n  lettres  don- 
nées, former  un  système' de  substitutions  primitives  et 
conjuguées  d'ordre  p''. 

Ce  corollaire  se  déduit  du  précédent ,  en  supposant  que 
m,psoit  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  n, 
m^p  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  m^ ,  et 
ainsi  de  suite.  Dans  cette  hypothèse,  la  somme 

[1  r!^  (n, -I- 1»! -h  «j  +  ■ .  ■ 
est  évidemment  l' exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  p 
qui  divise  exactement  IV^i.2.3...r. 

-  426.  Exemple.  —  Considérons  le  oel  de  r  sa  6)  et  pre- 
nons p^3.  La  plus  haute  puissance  de  2  qui  divise 
exactement  le  produit  i.i.i.4.5.6  est  2*  ou  16;  on 
pourra  donc  avec  six  lettres  former  un  systéciie  de  seize 
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substitulîons  primilives  et  conjuguées.  Soient  a,  £,  c,  d, 
e,  f  les  lettres  données  :  on  pourra  choisir  pour  ]es  sub- 
stitutions P  ' 

la  série  des  substitutions  Q  se  réduit  ici  à  une  substitua 
tioQ  unique,  et  l'on  peut  prendre 
{a,c){b,d). 
Le  produit  des  quatre  systèmes 

.,(«.») 

■■  ('■•') 

.,  (»,/! 

,,(a,0(»,rf)  •         • 

fourni  t  seize  substitutions  conjuguées,  parmi  lesquelles  ou 
rencontre,  outre  l'uuiié  :  i'*  trois  transpositions,  savoir, 
(»,  S),  (.,d),  (.,/); 

2*^  cinq  substitutions  régulières,  fonnées  cbacune  de  deux 
transpositions,  savoir, 

(,.,  j)  (t.  i),(o,  »)(«;/).  («,■')(«,/), 

3°  trois  substitutions  régulières  formées  chacune  de  trois 
transpositions,  savoir, 

(«.  i)  («,  Jl  («,/),(".')(».  «I)  {',/)•  (",'')(*,')  {',1]: 
4°  deux  substitutions  circulaires  du  quatrième  ordre, 
savoir, 

{a,  d,  h,  c),  {a,  c,  b,  d)  ; 

5°  deux  substitutions  primitives  du  quatrième  ordre, 
non  régulières,  savoir, 

{^,d,l>,c){e,/),  [a,c,b,d){e,/). 
427.  Théobèmb  VIU.  —  Si  l'on  a  formé  un  système 
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de  substitutions  conjuguées  de  m  lettres  dont  Fordre 
soit  fi,  et  un  système  de  substitutions  conjuguées  de 
p  lettres  dont  tordre  soit  ct,  on  pourra  construire  un 
système  de  substitutions  conjuguées  de  n=  mp  lettres, 
dontV  ordre  sera  jifu. 

En  effet,  distribaoas  les  mp  lettres  données  en  p 
groupes  composés  chacun  de  m  lettres,  et  que  nous  repré- 
Mnterons  par 

è„  b,,  b, *«_,, 


Soient  A  un  système  de  fi  substitutions  conjuguées, 
formées  avec  les  m  lettres  a  qui  composent  la  première 
K^e  de  ce  tableau.  Soient  aussi  B,  C, .  .' . ,  K  les  systèmes 
<ie  substitutions  conjuguées  que  l'on  obtient  en  rempla- 
ftut  successiveuient  dans  A  la  lettre  a  par  b,c,d,.. ., 
h,  uns  changer  les  indices  dont  la  lettre  est  affectée. 
Désignons  enfin  par 

1,  S,,  Ti,...i  Vi 

D  substitutions  conjuguées,  formées  avec  les  p  lettres 
"•>  b;, . . , ,  fii\  posons 

S  =  S.S,...S^,,     T=T,T,...T^,,..., 
et  nommons  P  le  syst^e  conjugué  d'ordre  <? 

1,  S,  T,...,  U, 
dont  les  substitutions  ont  pour  effet  d'échanger  entre 
elles  les  lignes  horizontales  de  notre  tableau. 

Les  systèmes  A,  B, . . . ,  K  sont  évidemment  échangea- 
bles entre  eus,  el  il  est  aisé  de  voir  qne  leur  produit  est 
échangeable  avec  le  système  P.  Ep  effet,  soient  A  une 
substitution  du  système  A,  el  S  une  substitution  deP;  la 
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apr^quoi  la  substitution  S  déplacera  les  lignes  borizoo- 
tales  du  tableau;  seulement,  si  eHe  doit  amener  les  let- 
trea  i  à  la  ptsoe  des  a,  la  tigae  précédente  sera  remplacée 
par 

fi',,  fi',,  *',,...,  &',„_,, 

et,  pour  faire  disparaître  les  accents,  il  suffira  d'appliquer 
la  substitution  B~*,  B  désignant  ce  que  devient  A  quand 
OD  y  remplace  a  par  6. On  voit  alors  que  l'on  a 
B~'  PA  =  P,    d*où    PA  =  BP. 

n  résulte  évideoumeot  dQ  là»  qu'en  multipliant  «fttre 
eux  les  p  -h  I  systèmes  A,  B,  C, . . . ,  K  et  P,  o«  obticair 
drEt  un  systènje  co#j[u§ué  dout  l'ordre  sera  j*f  ^^3•. 

GqitQLLAtUt  X.  —  On  p0ut  fanm»r,  avee  b  =  m/»  fi* 
tffiSf  un.  système-  ds  aiàhititutHuu  conjuguées  tferdre 
(..«.3...m)'.(......p). 

Il  suffit  en  effet  de  prendre  pour  A,  le  système  de  toutes 
les  substitutions  formées  avet;  m  lettres,  et  pour  P  le  sys- 
tème de  toutes  les  substitutions  formées  avec  p  lettres. 

Exemples.  —  Dans  le  cas  de  n^6,  on  peut  faire 
m  =  3,p=2, oap^a,  m=3.  On  voit  alors  que  l'on 
peut  former  avec  a^X  kUro».  deu;  sysièmea  de  sidwtitu- 
lions  conjuguées,  dont  les  ordres  sont  respectivement  72 
et  48-  Dans  le  cas  de  n  =  4i  on  a  m  ^  a,  p  =  3,  et  l'on 
peut  former  avec  quatre  Itsttres  un  système  conjuré 
d'ordre  8. 

CoKOLLiitiç  ÎI.  —  Si  p  est  un  nombre  pretu^,  w 
peut  former,  avec,  n  ?3  inp  IçUrçs^  un  système  ée  subU^ 
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n  si^t  en  effet  àt  cboîsir  A  comme  dans  le  pr^^ént 
oorollaire,  et  de  prendre  pour  P  le  ejAième  conjugué    . 
Jordre  p  {p  —  ■)  dont  nous  avons   reconnu  l'existence 
dus  le  cas  oàp  est  an  nombre  premier.  Le  système  dont 
ila'agtt  ici  se  rencontre  dans  la  théorie  des  équations. 

428,  Théob^mx  IX.  —  Si  un  sjstème  de  substitutions 
eonjuguéts  relatif  à  n  lettres  renferme  toutes  les  substi- 
tutions circulaires  du  troisième  ordre  que  l'on  peutfor- 
mer  avec  n  —  l  lettres  données,  et  qu'il  ait  encore 
d'aatres  substitutions,  il  renferme  toutes  les  substitu- 
tions circulaires  du  troisième  ordre  que  l'on  peut  former 
tavc  les  n  lettres. 

Soient 

0,,  a,,   a,, . . . ,  a„_^,  à 

les  R  lettres  données,  G  le  système  que  l'on  considère,  et 
G'  le  système  conjugué  formé  avec  celles  des  substitutions 
ie  G  qui  oe  contiennent  pas  b .  Désignons  par  T  une  sub- 
■titntion  de  G  qui  n'appartienne  pas  à  G',  et  supposons 
<[ae  T  substitue  h,  ai,aj  à  a^,  ai,at,  l'et  j  étant  deux 
indices  quelconques  qui  peuvent  avoir  les  valeurs  i  et  a; 
comme  la  substitution  U  =  (a„,  a, ,  di)  appartient  h  G, 
par  hypothèse,  il  en  serademëmedeTUT~'  =  (£,a;,  a,-). 
Le  sjsième  G  renferme  donc  toutes  les  tnbsiitations  cir- 
culaires formées  avec  les  n  lettres. 

CosoLLAiKE.  —  Si  un  sjrstème  de  substitutions 
conjuguées  relatif  à  n  lettres  renferme  toutes  les 
t.a.3...(R — i)  =  -  substitutions  formées  ayec  n  —  i  let- 
tres, ton  ordre  est  ^  ou  -  ■  Si  le  système  proposé  ren- 
fermit  seulement  les  —  substitutions  du  premier  genre 
formées  avec  re  —  i  lettres,  son  ordre  est  —ou  —  ' 
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Viage:  Par  hypothèse,  Tordre  de  G'  èsi  -  ou  —  ;'  le  même 

nombre  exprimera  donc  aussi  l'ordre  de  G)  si  ce  sjrtit^lle 
u'a  que  les  seules  substilutions  de  G''  Bans  lecas  conlrUR, 
G  admettra  toutes  les  substitutions  circulaires  du  troisiî^e 

ordre  formées  avec  les  n  lettres,  et  son  ordre  sera  N  du  ~  t 

savoir   :  N  s!  G'  renferme  toutes  les  substitutii^s  de 


tntîons  du  premier  genre. 

4^.  TaioRkME  X.  —  Si  tin  système  de  substitutions 
conjuguées  relatif  à  n  lettres  ne  renferme  pas  toutes  kt 
substitutions  circulaires  dittroisième  ordre  formées  avec 
n  • —  I  lettres,  mais  qi^il  contienne  toutes  celles  que  Von 
peut  former  avec  n  —  3  des  lettres  données,  les  sitbsli- 
.  tutions  du  système  qui  déplacent  les  deux  autres  lettres 
ne  peuvent  que  les  échanger  entre  elles.  Le  nombre  n  est 
supposé  supérieur  à  j[. 

Soient 

a„  a„  o,,...,  A,^,  bt,  b, 

les  n  lettres  données,  G  le  système  que  l'on  considère, 
et  G'  le  système  conjugué  formé  par  celles  des  lubstita- 
tions  de  G  qui  ne.déplaceut  aucune  des  lettres  bf,bi\ 
par  hypothèse  le  système  G  renferme  toutes  les  substi- 
tutions circulaires  du  troisième  orçlre  que  l'on  peut  for- 
mer avec  les  n  —  a  lettres  a.  Désignons  par  T  une  sub- 
.  sdtution  de  G  qui  n'appartienne  pas  à  G'  et  qui  n'^ohuge 
pas  entre  elles  les  lettres  b^  et  ^i. 

Si  T  déplace  b„  pour  la  substituer  k  a,  et  qu'elle  ne 
déplace  pas  &,,  ouque,  déplaçante, ,  elle  la  substitue  à  £*, 
soient  a,  et  ai  les  deux  lettres  qui  seront  remplacées  par 
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:tex  lettres  quelconques  ttoDilées,(ij ,  a/j'câmme  la  sub- 
slitulîou  TJ  =  (ua,  a, ,  at)  appartient  à  G^  il  en  est  de 
même  de  TUT~'^{itt,ai,a,)  ;  donc  le  système  G  ren- 
"imoé  tontes  les  substitutions  circnlaires  du  troisième 
■Wifre  qu'on  peut  former  avec  n  —  t  des  lettres  données, 
ce  qui  est  contre  l'hypotliêse. 

'  Si  T  substitoe  b,  et  i,  à  a*  «t  £t,,  a,-  à  at,  la  snbstitu- 
^on  U  =  (a«,  ai,a,)  appartenant  à  G,  il  enserademéine 
de'tUT"'  =  (in,  6, ,a^).  Or  cette  dernière  substitution 
rw^lace  a,  par  B^,  et  b,  par  bi  ;  on  rentre  donc  dans 
le  cas  précédent,  qui  est  incompatible  avec  notre  hypo- 
thèse, comme  on  vient  de  le  voir. 

II  résulte  de  là  que  la  substitution  T  ne  peut  qu'échan- 
ger les  lettres  &oi  &t  entre  elles;  elle  sera  donc  de  la 
forme  T  =  ((,,  b,).S,  SétantunesuLstiiutiondeG'.  On 
voit  aussi  que  le  système  G  s'obtiendra  en  multipliant 
entre  eux  le  système  G'  et  le  système  formé  des  deux  sub- 
stitutions I,  (&,,ii).  En  conséquence,  l'ordre  du  sys- 
tème G  est  double  de  Tordre  du  système  G'. 

Behahque.  ~-  La  démonstration  précédente  exige  que 
le  nombre  des  lettres  a  soit  au  moins  égal  à  3,  et  que 
l'on  ait  en  conséquence  n  ^  4*  ^^  tbéorème  ne  subsiste 
pas  pour  n=>4- 

GoioLLAiRS.  —  Si  un  sjstème  de  substitutions  conju- 
guées relatif  à  n  lettres  renferme  les 


substitutions  formées  avec  n  —  a  des  lettres  données,  mais 
qiîil  ne  renferme  pas  toutes  celles  qu'on  peut  former 
avecn-^t  lettres,  son  ordre  sera  égal  au  quotient  de  ^ 

par  l'un  des  deux  nombres  - 
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tème  renferme  seulement  les  — ; :  substitutions  du 

premier  genre  formées  avec  n  —  a  lettres,  mais  qUd  ne 
contienne  pas  toutes  celles  tfue  Von  peut  former  avec 
n  —  I  lettres,  sen^rdre  sera  égal  au  quotient  de  N  p^ 
Pun  des  deux  nombres  n  (n  — -i^  anfn  —  i). 

En  effet,  par  hypoilièse,  l'ordre  de  G'  est  — ; 

ou  — ' — ^;^— TT  et  le  même  nombre  exprimera  Tordre 
de  G,  si  ce  système  n'a  que  les  seules  substitutioDs  de  G'. 
Dass  le  cas  contraire,  tonte  subslitutîon  de  G  qui  n'ap- 
partient pas  à  G'  déplace  circulairement  les  deux  lettres 
non  contenues  dans  G^  car  autrement  G  posséderait 
tontes  les  substitutions  circulaires  du  troisième  ordre 
qa*on  peut  former  avec  n  —  i  lettres,  et  cela  est  contre 
Fhypothèse.  Alors,  d'après  le  ib^orème  précédent,  l'ordre 
de  G  est  double  de  l'ordre  de  G'. 

Des  groupes  de  permutations. 

430,  Considérons,  un  système  X  de  labsiitBiktDa  cou- 
jugaées  de  n  leitces,  dont  l'ordre,  soit  égal  à  p  ;  soient 


l'es  substitutions  de  ce  système.  Si  Ton  prend  une  quel- 
conque des  permutations  des  n  lettres  données,,  et  que 
l'on  multiplie  cette  permutation  Ao  par  les  ^  substitutions 
de  r,  ou  obtiendra  fx  pi'oduîts 

A»»  SiAi)  SxAt,--.,  S__,A»» 

A.,  A„  A,,...,  *^_,. 
qui  constituent  ce  qu'on  nomme  un  grotte  de  permata- 
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tions.  Les  substitutioBs  du.  sjslèine  F,  par  WsqusUw  on 
passe  d'une  perjnuutioi).  à  un«  autre,  sont  dites  les  sub~ 
sdtutions  du  groMpb. 

Désignons  par  G,  aoitle  sjstèrae des  Pi  =s i, 3.3 n 

substitutions  des  lettres  données,  soit  tont  autre  système 
conjugué  contenant  toutes  le»9ubstitntiow  du  système  F. 
On  a  vu  aun^ilSquesi  l'on  désigne  par  m  =  pf  l'ordre 
iu  système  G,  les  subsbtQtions  de  ce  système  peuvent 
être  icprétmié«6derKne  ou  de  Tantre  des  deux  manières 
suivantes  : 


S,T„ 


8>T„ 
8,T„ 


i  I,      S,,        s,,...,        s^_,. 
yv,,    u,s,.     B.s,,...,     u.s^_,, 
(î)         (u„    v,St,  '  u,s,,...,    r,s.  ,» 

■    • 

Cela  posé,  on  obtiendra  un  groupe  de  m  permutations, 
en  iw^îplta&t  la  permutation  Ao,  prise  arbitrairement, 
par  les  m  substitutions  da  G  ;  et  pour  effectuer  cette  opé- 
ration on  peut  supposer  à  G  l'une  ou  l'autre  des  forme* 

(■)«(.). 

Ëmpkxyon»  d'^wrd  la  îotïuo  (>)■  La  iwernière  ligne 
borîsfmtafe  «M  formée  desfi  sadutilirtiaM  du  système  T, 
4t  le*,  proàniu  de  la  pwmntatiott  A«  p»r  ce»  rabetitaliMM 
donoomtf.  I9  sranp«  4éfi  considéré  fJtu  haut,  saYmr  : 

A,,  A„  A,,...,  A„_,., 
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Pour  multiplier  Ao  par  les  substilutious  de  la  deuxième 
ligne  du  tableau  (i),  il  safiit  de  faire  le  produit  A'^'  de  li 
permutation  Ao  par  T,  et  de  multiplier  ensuite  ce  produit 
par  les  Gubstitutions  F;  les  résultats 


qu'on  obtiendra  ainsi,  forment  évidemment  un  deuxième 
groupe  de  permutations  qui  admet  les  mêmes  substito-^ 
lions  que  le  précédent. 

Comme  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  évidem- 
ment à  chacune  des  lignes  du  tableau  (i),  k  partir  de  1;^ 
deuxième,  on  voit  qae  le  groupe  de  permutations  obtenu 
en  multipliant  une  permutation  Ag  par  les  fnq  substitu- 
tions du  système  G  est  dècomposable  en  q  groupes  for- 
més chacun  de  fi  permutations;  en  outre,  ces  divers 
groupes  partiels  admettent  les  mêmes  substitutions , 
savoir,  celles  du  système  T. 

Opérons  maintenant  de  la  même  manière  en  employant 
le  système  G  sous  la  forme  (3).  La  première  ligne  du 
taMeaa  (a)  donnera,  cxHume  précédemment,  le  groupe 

A„  A,,  A,,...,  A^_,; 
quant  aux  lignes  suivantes  du  tableau  (  2] ,  elles  donneront 
pour  résultats  tes  produits  obtenus  eu  multipliant  succes- 
sivement ce  premier  groupe  de  permutations  par  les  sub- 
stitutions 

u,,  u,,...,  V^,, 

et  comme  ces  opérations  équivalent  à  de  simples  obang&- 
menls  daos  la  notation  employée  pour  désigner  les  lettres, 
chacune  d'elles  transformera  le  premier  groupe  en  un 
autre  groupe.  Il  résulte  de  là  que  le  groupe  obtenu  en' 
multipliant  la  permutation  An  par  les  p.q  substitutions 
du  système  G  est  dècomposable  en  q  groupes  de  p  per- 
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mutMtions  tels,  çu'on  passa  d'un  groupe  à  un  autre  en 
exécutant  une  même  substitution  sur  les  penmtaltons  du 
premier. 

Il  peut  arrÎTer  que  lea  lignes  horizouules  soient  les 
mêmes  dans  les  deux  tableaux  (i)  ei  (a).  Cette  circon- 
stance se  présentera  nécessairement  si  les  substitutions 

î,  T,,  T,, , . . .  T,_,, 


fonnent  nn  système  conjugué  échangeable  avec  le  sys- 
tème r.  Dans  ce  cas,  le  groupe  de  permutations  obtenu 
en  multipliant  la  permutation  A,,  par  les  \iq  substitutions 
du  système  G  est  décomposahle  en  q  groupes  formés 
chacun  de  ^^permutations  et  qui  jouissent  de  cette  double 
propriété,  que  les  substitutions  sont  les  mêmes  dans  les 
divers  groupes  partiels  et  qaon  passe  de  l'un  de  ces 
groupes  à  un  autre  en  exécutant  une  même  substitution 
sur  les  permutations  du  premier. 

431.  ExBMFLB. —  Considérons  le  caft  de  quatre  lettres 
a,  b,  c,  d,  et  prenons  les  quatre  systèmes  de  substitutions 
CODJ  liguées 

G  =.,  (a,b)[c,d), 

G'=..  (a,c)(b,d), 

G"  =  i,  {b,c.d),  (b,d,e]. 

G"=i,{b,c). 

Les  systèmes  G  et  G'  sont  échangeables,  et  leur  pro- 
duit G'  G,  qui  est  du  quatrième  ordre,  est  un  système  con- 
jugué édbAngeable  avec  G";  enfin,  le  système  conjugué 
G"  G' G  est  lui-même  échangeable  avec  G*",  en  sorte  que 
le  produit  G*'G"G'G  comprend  les  vingt-qnatre  substi- 
totioai. 
•  Ccila  posé,  mtJtiplions  la  permdtation  abcd  par  le  sys- 
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tème  G^CG'G,  nous  obtiendrons  le  groupe  des  vingl- 

qaatr«  permutatioDs,  savoir  : 


abcd 

acdb 

adbc 

acbd     abdc 

<id^b 

badc 

cebd 

iucb 

c^b     b«td 

d^f 

cdub 

dbac 

b<ad 

bdac     dcab 

ebad 

dcba 

bdac 

ebda 

dbca     cdba 

bcda 

Ce  groupe  se  décompose  en  deux  autres  •,  l'un  de  ceux-d 
comprend  les  permutations  des  trois. premier  es  colonnes, 
et  il  admet,  comme  le  second,  les  douée  substitutioBi  du 
premier  genre  ;  ou  passe  de  l'un  des  groupes  partiels  à 
l'autre  en  exécutant  la  transpositlou  {h,  c). 

Le  premier  de  ces  deux  groupes  se  décompose  lui- 
même  en  trois  autres,  formés  chacun  des  permutations 
contenues  dans  une  même  colonne  ^  ici  les  trois  groupes 
partiels  admettent  les  quatre  substitutions  du  système 
G'G,  et  ou  passe  d'un  groupe  à  un  autre  en  exécuunt 
une  même  substitution  de  G". 

Enfin,  le  premier  de  ces  trois  derniers  groupes  est  dé- 
composable  en  deux  autres  qui  sont  formas,  l'un  des  deux 
premières  permutations,  l'autre  des  deux  dernières.  Ici 
chacun  des  groupes  partiels  admet  la  substitution  de  G, 
et  on  passe  de  l'un  à  l'autre  groupe  en  exécutant  la,  subsli- 
tudon  de  G'. 
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CHAPITRE  in. 

DES  INDICES  BES  SYSTÈMES  CONJUGUÉS. 


btdiaB  d'un  rjrjtèma  conjugué.  —  Limite  inférieure  des 
indices  supiriears  à  1. 

433.  Pour  abréger  le  discours,  je  nommerai  indice 
fun  système  àe  substitutions  conjuguées  formées  avec 
n  lettres,  le  quotieul  obtenu  en  divisant  le  produit 
N=:  t  .a.3. .  .n  par  le  nombre  qui  exprime  l'ordre  du 
«ystime.  Si  m  désigne  l'indice  d'un  système  conjugué 
d'ordre  pt,  on  aura 


l'ordre  et  l'indice  d'un  système  conjugué  relatif  A  n  let- 
tres sont  donc  deux  diviseurs  correspondants  du  prodnit 
i.i.i.  ,.n.  ' 

L'indice  m  peut  avoir  les  valeurs  i  et  a,  quel  que  soit 
le  nombre  n  des  lettres,  et  il  serait  intéressant  de  con- 
naître en  général  les  plus  petites  valeurs  qu'il  peut  avoir 
quand  il  est  supéneur  à  3. 

Kuâni,  dans  sa  tbéorie  des  équations,  a  considéré  pai^ 
ticalîèrement  le  cas  de  cinq  lettres,  et  l'on  peut  ctmclure 
de  ses  recbercbes  que  : 

Dans  le  cas  de  cinq  lettres,  si  l'indice  d'un  sjstème 
conjugué  est  supéneur  à  ^,  ilestaumoins  égalât. 

Caucby,  dans  un  Mémoire  qui  faîtpartie  du  X"  Cahier 
du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  a  démontré  en- 
suite un  théorème  {dos  général  duquel  il  résulte  que  : 
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L'indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées , 
formées  avec  n  lettres,  ne  peut  être  en  même  temps 
supérieur  à  a  et  inférieur  au  plus  grand  des  nombres 
premiers  qui  ne  surpassent  pas  n^ 

Et,  dans  le  cas  oà-n  est  ua  nombre  premier,  on  a  ce 
théorème  : 

\L'indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées, 
formées  apec  n  lettres^  n  étant  un  nombre  premier^  ne 
peut  être  en  même  temps  supérieur  à  net  inférieur  à  n. 

'  Cauchy  donne  à  entendre,  dans  son  MëoHiire,  qu'il 
diercha  à  étendre  le  précédent  théorème  au  cas  où  n  est 
un  nombre  composé,  mais  il  ne  pat  d'abord  j  parvenir 
que  dans  le  cas  de  n  =  6.  Il  a  en  effet  démontré  que  : 

L'indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées^ 
formées  avec  six  lettres,  ne  peut  être  en  même  temps 
supérieur  à  a  et  inférieur  à  6. 

M.  Bertrand  s'est  occupé  ensuite  aree  succès  de  cette- 
même  question,  et  il  est  parvenu  à  démontrer  générale- 
ment, et  pour  la  première  fois,  que  : 

L'indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées, 
formées  avec  n  lettres,  ne  peut  être  en  même  temps 
supérieur  à  îi  et  inferieur^à  n  [*) . 

Toutefois  la  démonstration  de  M.  Bertrand  repose  sur 
un  postulatum  qui  semble  absolument  étranger  à  la:  tbé»" 
lie,  et,  à  ce~  point  de  vue,  elle  n'est  paa^cou^tsmiAt 
satisfaisante.  Le  postulatum  dont  il  s'agit  a  été  démontcô. 
au  n°  391,  et  il  consiste  en  ce  que  : 

Sil'on  a  n'^j,  il  y  a  em  moins  un  nombre  premier 
compris  entre  -  et  n  —  a. 

{•)  Journal  de  l'SMIt'Pofyléeiiii^m,XTLX*Cahïtr.         '^  ■'""' 
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Le  raisonnement  dont  M.  Bertrand  «  fait  usage  coa- 

dait.à  cet  autre  théorème  déqiontré  auparavant  par  Abel, 

dviS'.le  cas  de  n  =  S.    . 
Si  l'indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées, 

formées  avec  ,if  lettewt  est  égal  à  ji,  le  système  conjugué 

se  compose  des  1.2...  (n  — 1)  substitutions  de  n  — i 

lettres. 
,  Dans  une  Note  qui  fait  partie  du  XXXII*  CaMer  Au 

Journal  de  l'École  Polytechniqtis,  j'ai  fait  voir  que  si, 

entre  n  —  2  et  -1  il  n'y  a  aucun  nombre  premier,  le 

tltfonàme  de  M.  Bertrand  subsiste,  pourvu  que  -  soit  un 

nombre  premier.  La  démonstration  n'est  en  aucune  façon 
modifiée  ;  seulement  on  ne  peut  plus  conclure  ce  corol- 
laire, que  si  l'indice  d'un,  système  conjugué  est  égal  au 
nombre  n  des  lettres,  le  système  est  fonné  par  les 
i.a. . .  (n —  i)- substitutions  de  n  — i  lettres. 

Cette  remarque  a  quelque  importance,  car  îl  en  résulte 
qne  le  théorème  de  M.  Bertrand  comprend  celui  de  Caucfay 
pur  le  cas  de  tz  ^  6,  et  rend,  par  suite,  inutile  la  dé- 
monstration un  peu  compliquée  qui  se  rapporte  à  ce  cas 
particulier.  En  effet,  si  n  =  6,  il  n'y  a  aucun  nombre 

pofmier  enl^,n  —  3  et  -;  mais  -  ou  3  est  on  noiabre 
pramier. 

M.  Bertrand  a  démontré  aussi,  dam  son  Mémoire,  le 
théorème  suivant  : 

Si  l'indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées, 
formées  avec  n  lettres,  n  étant  >  9,  est  supérieur  à  n, 
cet  indice  est  au  moins  égal  à  3  n . 

Plus  tard,  dans  un  Mémoire  qne  j'ai  présenté  k  l'Aca- 
dànie  des  Sciences,  en  iS49}  i'*^  démontré,  sans  avoir 
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recours  à  aucan  postulalum,  les  llléorème»  suivasU  {*)  : 

i"  L'indice  d'un  système  de  suistilutions  conjuguée^, 
formées  avec  n  lettres,  ne  peut  être  en  même  tem^ 
supérieur  à  ^  et  inférieur  à  n,  à  moins  que  n  ne  soà 
égal  à  4- 

2"  Si  l'indice  d'un  système  conjugué  est  précisément 
égal  au  nombre  n  fies  lettres,  le  système  est  formé  de 
toutes  les  substitutions  de  n  —  i  lettres,  à  moins  que  n 
ne  soit  égal  à  6. 

3°  Si  l'indice  d' un  systime  conjugué  est  mpénenraa 
nombre  n  des  lettres,  il  est  au  moins  égal  à  lin,  pourvu 
que  n  soit  >  8. 

4°  Si  l'indice  d'un  système  conjugué^  relatif  à 
n  lettres,  est  supérieur  à  an,  il  est  au  moins  égala 

>  pourvu  que  n  soit  ]>  ja. 

Les  démonstrations  que  j'ai  données  de  ces  propositions 
ne  laissent  rien  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  rigueur. 
Cauchy,  de  son  c6té,  avait  repris  la  question  et  il  avait 
obtenu  d'autres  démonstrations  des  mêmes  théorèmes; 
ces  démonstrations  reposent  snr  des  notions  nouvelles 
qui  ont  une  grande  importance  dans  la  théorie  dont  nous 
nous  occupons,  et  que  nous  ne  pouvons  passer  sous 
silence.  Mais  nous  croyons  devoir  rappeler  d'abord  les 
considérations  dont  l'illustre  géomètre  a  fait  nsage,  dans 
son  premier  Mémoire,  pour  établir  la  première. des pn- 
positions  énoncé»  dans  cet  aperpu,  ainsi  que  l'analyse 
ingénieuse  et  élégante  par  laquelle  M.  Beotraud  est  pU" 
venu  à  démontrer  son  théorème. 

433.  Théokbiie  se  Cidcby.  —  L'indice  d'un  sys- 
tème de  substitutions  conjuguées,  formées  avec  n  lettret. 
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m  peut  être  en  même  temps  supérieur  à  a  et  infériew 
ait  plus  grand  des  nombres  premiers  qui  ne  surpassent 
pas  n. 

En  eSet,  comidérons  un  système  G  d'ordre  fi  de  subsli- 
miions  conjuguées  forra^e&  avec  a  lettres,  et  soient 

I,  S,,  S„  S,,...,  S^_, 

ces  substitutions.  Si  on  les  multiplie  à>  gauche,  pour  fixer 
les  îdëes,  par  les  diverses  puissances  d'uiie  substitution 
circulaire  quelconque  T,  dont  l'ordre  p  soit  on  nombre 
premier  égal  ou  inférieur  à  n,  on  formera  le  tableau 


r,      TS,,      T'S,,...,      T'S^. 


qui  CDm|Hrendra  pip  substitutions.  Si  l'indice  -  du  sys- 
tème G  est  inférieur  à  p,  on  aura  fip  ^  N,  et,  en  consé- 
quence, on  trouvera  nécessairement  deux  substitutions 
égales  dans  le  tableau  précédent.  Soit  donc 

T"S(=:T^S;; 

les  exposants  a  et  S  doivent  être  supposés  inégaux,  car,  si 
Ton  avait  €  ^  at,  il  s'ensuivrait  S,  =  S;  ou  )' =  i.  De 
l'^atitié  précédente  on  tire 

T-^^SjSr'     ou     V^Sj&T'; 

le  produit  SjST'  étant  une  substitution  du  système  G,  dis- 
tincte de  Tiinité,  on  voit  que  ce  systètne  renferme  nécea- 
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sairemeot  une  ptiissancG  T-'  de  T  ;  il  contient  donc  toutes 
les  puissances  de  T''.  Mais  l'ordre  de  la  sabstitufiop  cir- 
culaire T  étaut  un  nombre  premier,  cette  substitution 
fait  partie  de  la  suite  des  puissances  deT',  et  en  consé- 
quence elle  appartient  an  système  G.  ' 

Le  système  G  renferme  donc  toutes  les  substitutions 
circulaires  d'ordre  p,  et  il  s'ensuit  (n"  418)  qu'il  com- 

prend  ]V  ou  —  substitutions;  eit  d'autres  termes,  son 
indice  est  égal  à  i  ou  à  a. 

434.  Théoeeme  de  M.  Beutraud.  —  Vindice  d'an 
système  de  substitutions  conjuguées,  formées  avec 
n  lettres,  ne  peut  être  en.  même  tetnps  supérieur  à  ^  et 
inférieur  à  n. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dît,  M.  Bertrand  admet 
ce  poBlulatunv  :  Si  n  est  ;>  7,  ilj-  a  au  moins  un  nonAre 

premier  compris  entre  -  et  n  —  2. 

Cela  posé,  considérons  ua  système  G  composé  des 
substitutions  conjuguées 


formées  avec  n  lettres,  et  supposons  que  l'indice  -  de  ce 
système  soit  inférieur  à  n.  Désignons  par  p  un  nombre 
premier  compris  eutre  —  et  n  —  2,  et  prenons  arbitraire- 
ment />  4-  3  lettres  parmi  les  n  lettres  donitéea}  fbnnMs 
avec  p  de  ces  p  -h^  lettres  une  snbsûlution  circulaire  T 
d'ordre  p,  et  avec  les  deux  lettres  resnntes  une  traB^o- 
sîtion  U.  Cela  posé,  multiplions  les  subsùtuttons  du  sys- 
tème G  à  gauche,  par  exemple,  par  les  p  puissances  de  T, 
puis  les  produits  obtenus  par  |e&  deux  puMS^bces  de  U) 
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OD  formera  de  celte  nf^ière  les  deux  tableaux  : 
[  f.  S.,  S,,...,  S^_„ 

1  T,  TS,,  TS„...,  TS^_„ 

f  T'-',     T'^'S,,     T/^'S,,..,,      T'-' S^_„ 

U,        US,,         US,,...,  us^_,, 

UT,       UTS.,         UTS„...,,       UTS   _„ 

UT'—',  UT'-' S,,  UTi— 'S,,...,    UTJ— 'S       „ 

dans  lesquels  on    trouve  npij.  substitutions.  Mais,  par 

hypothèse,  p  est  au  moins  4gal  à  -  eift  est  lui-même 

inpérieur  à  — ;  donc  le  nombre  de  nos  substitutions  sur- 

paiseN,  et,  en  conséquence,  il  est  nécessaire  que  deux 
dWre  elles  soient  égales. 

Si  ces  deux  substitutions  égales  appartiennent  au  même 
taUeao,  qb  aura,  par  exemple, 

T'S.^T^S,     ou     UT"S|=UT^S,, 
K  et  S  étant  deux  exposants  inégaux,  et  il  en  résultera 

T«-*  =  S/Sr'; 

U  sobstitation  T"~^  appartient  donc  au  système  G,  et 
l'on  CD  conclut,  comme  dans  le  précédent  théorème,  que 
la.wb8t*lpU«a''ï'i  &it«Ue*métDe  partie  de  ce  système. 

Si  les  deia  aubetituliato  égales  n'appartiennent  pas  as 
mène  jaMeaw,- on.  «nra    - 

-'■  ■      -■'■  '  ■■'T»^si=l]T^S;=T*US;, 
car  An  peut  imervertir  l'ordre  des  substitutions  U  et  T 
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qui  n'ont  pas  de  lettres  communes.  De  cette  i^BlC  on 

tire,  à  cause  de  U~'  =  U,  ; 


d'où  il   résulte  cpie  la  subslitHtion  T"       U  appartient 
au  système  G,  et  il  ea  est  de  même  du  carré 


de  cette  substitution.  La  différence  a  —  ê  peut  être  nulle, 
et  alors  la  substitution  il  appartient  au  syst^e  G;  si 
a  — S  n'est  pas  nulle,  la  substitution  T'^"~  'appartient 
«n  système  G,  ainsi  que  toutes  ses  puissances,  parmi  les- 
quelles figure  T,  coDim«  dont  l'bypodièse  pvécéiknte. 
Dans  ce  dernier  cas  T  et  T°'~  U  apparti^nent  an  sys- 
tème G,  il  en  est  de  même  de  U. 

On  voit  en  résumé  que  l'une  au  moins- 4es  deuisab- 
stitutions  T  et  U  appartient  au  système  G. 

Supposons  maintenant  que  l'indice  du  système  pro- 
posé ne  se  réduise  pas  à  i,  ou  que  l'ordre  de  ce  systinit 
ne  soit  pas  égal  à  N.  Alors,  parmi  les  transpositions  que 
l'on  peut  former  avec  les  n  lettres  données,  il  y  en  aara 
au  moins  une  qui  ne  fera  pas  partie  des  substitutions  da 
système  G  ;  nous  prendrons  pour  U  cette  transpositioD, 
et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  établi,  toute  substitution 
circulaire  T  d'ordre/»,  formée  avec  celles  des  n- — a  IeUr« 
données  qnî  ne  figurent  pas  dans  U,  appartiendra  an  ijs- 
tème  G.  Celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent 
pas  les  deux  lettres  de  la  transposition  V  forment  évidcm- 
stent  nn  système  conjugué  G',  et  puisque  ce  système  G' 
renferme  toutes  les  substitutions  circulaires  d'ordtc  p, 
son  ordre  est  égal  à  i.a.3...  (n  —  a)  ou  à  la  moitié  de 
ce  nombre  (n"  418).  Mais  le  premier  cas  ne  peut  tfoir 
lieu,  car  autrement,  l'indice  de  G  ^tant  supérieur  t  h 
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«t  iiutice  serait  au  moins  égal  à  n  (n°  iS9,  Coroïlaire)^ 
ce  cpii  est  contre  l'hypothèse.  Donc  l'ordre  de  G'  est 

-^—^-^ ,  et,  par  suite,  l'indice  de  ce  système  est 


Le  système  G'  n'a  ainsi  que  des  substitutions  du  pre- 
mier genre,  et,  en  conséquence,  le  système  G  ne  renferme 
aucune  des  transpositions  que  l'on  peut  former  avec  les 
lettres  relatives  à  G'.  Oéaignons  parti'  l'une  quelconque 
de  ces  (ransposi tiens  et  par  T' une  substitution  circulaire 
d'ordre  p  qui  ne  contienne  aucune  des  leUres  de  U', 
mais  qui,  au  contraire,  renferme  les  deux  lettres  de  U, 
ou  au  moins  l'une  d'elles.  Comme  la  transposition  U'  ne 
se  trouve  pas  dans  G,  la  substitution  T'  appartiendra  à 
oe  système,  comme  on  l'a  vu  pins  haut,  d'où  il  suit  que 
le  système  G  renferme  toutes  les  tubslitation»  <ùrciilsires> 
d'ordre  p  que  l'on  p«Ht  former  arec  les  r  lettres  doimées  ; 

il  contient  donc  les  -  substitutions  du  premier  genre  que 

Ton  peut  focmer  avec  ces  leUres.  U  est  évident  d'ailleurs 
que  le  système  G  ne  peut  renfermer  d'antres  substitu- 
tions puisqu'il  ne  possèdepasiessubstîtutions  du  deusième 
genre  formées  avec  les  n  —  a  lettres  relatives  à  G';  donc 

l'ordre  de  ce  système  est  égal  à  -  et  sou  iodice  e»t  égal 

435.  La  démonstration  précédente  subsiste  quand  il 
ii*exiate  pas  de  nombre  premier  entre  -  et  n  —  a,  pourvu 


(*)  4n  aar^  pit  tirer  ImDiédlalemeDt  c«Ue  conclusion  dea  propocl- 
Uona  étabiies  sui  a"*  4Î8  et  i29(  niaisi  il  nouf  K  para  cooTeBable  de  cod- 
lener  dam  son  inlégrité  le  rsisonDement  par  lequel  M.  Bertrand  a  diabli 
ion  théArèide. 
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que  —  soit  un  nombre  premier;  dans  ce  cas,  on  penE 

poser  ;»  =  -  ;  lel  est  le  cas  de  n  =  6.  Mais  qoand  il  existe 

un  nombre  premier  p  effectivement  compris  entre -et 

n — 3,  le  raisonnement  que  nous  avons  développé  peut 
servir  à  démontrer  une  proposition  nouvelle  fort  impor- 
tante. Effectivement,  pour  établir  que  le  système  G  pos- 
sède l'une  au  moins  des  substitution»  T  et  U,  il  n'est  pas 
nécessaire  de  supposer,  comme  nous  l'avons  fait,  que  l'in- 
dice de  G  soit  inférieur  kn;  la  même  cliose  a  lieu  encore 

qoand  cet  indice  est  %al  à  n,  pourvu  que  l'on  ait  p^-j 

et  l'on  arrive  toujours  à  cette  conséquence  que  l'indice 
de  G'  est  i  ou  a.  Cet  indice  ne  peut  être  égal  à  s,  car  il 
en  résulterait,  comme  on  l'a  vu,  que  l'indice  de  G  serait 
lui-même  égal  à  3,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse;  l'in- 
dice de  G^  est  donc  égal  à  i  ;  mais  alors  (n"  429,  Corot- 
laire)  l'indice  de  G  ne  peut  pas  être  égal  à  n,  à  moins 
que  ce  système  ne  soit  formé  par  les  substitutions  de 
R  —  I  lettres.  De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  l'indice  d'un  système  de  substitu- 
tions conjuguées  est  égal  au  nombre  n  des  lettres,  le 
système  se  compose  des  1.2. 3. .  .(n  —  1)  substitutions 
formées  avec  n  —  i  lettres. 

La  démonstration  ne  s'applique  pas  aux  cas  de 
n  ^  3,  4ï  5,  fi,  7;  Le  théorème  a  été  démontré  par  Abel 
pour  n=5  (OEuvres  complètes,  1. 1",  p.  19),  et  il  a  lieu 
aussi  pour  lescasden  =  4i  Sj  7?  comme  on  le  verra  plus. 
loin.  Le  seul  cas  de  n  =  6  fait  exception  ;  nous  établi- 
rons qu'il  existe  efiectirement  un  système  de  snbstifutïons 
conjuguées  de  6  lettres  dont  l'indicé  est  égal  à  6  et  qui 
renferme  des  substitutions  circulaires  des  ordres' 4>  5,6. 
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Démonstration  nouvelle  du  théorème  relatif  à  la  limite 
inférieure  det  indices  plus  grands  que  a. 

436.  Je  vais  faire  connaitre  actuellement  la  détnons- 
iration  par  laquelle  je  suis  parvenu  à  établir  directement 
le  théorème  de  M.  Bertrand  ;  j'ai  publié  cette  démonstra- 
tion pour  la  première  fois  dans  le  tome  XV  du  Journal 
We  Mathématiques  pures  et  appliquées  (i"  série),  et  je 
l'ai  reproduite  dans  la  précédente  édition  de  cet  ouvrage. 
Mais  en  la  présentant  ici  je  profiterai  des  secours  que 
m'offrent  les  propositions  établies  dans  le  Chapiire  pré- 
cédent, ce  qui  me  permettra  d'apporter  quelques  simpli- 
fications; la  démonstration  dont  il  s'agit  sera  fondée  sur 
denx  lemmes  que  bous  étublirons  d'abord. 

Lemue  I.  —  Soient  G  un  système  de  substitutions  con- 
juguées formées  avec  ri  lettres  On,  a,,  a,,,..,  fl„_»,  £.,  61, 
et  G'  le  système  conjugué  formé  avec  celles  des  substi- 
tutions de  G  qui  ne  déplacent  aucune  des  deux  lettres 
h/,,  £,.  Si  les  systèmes  G  et  G'  ont  un  même  indice  ft 
supérieur  à  1,  on  pourra  construire  afec  les  n  —  a  let- 
tres an,  Oi,, . .,  a„_t  un  ^stème  de  substitutions  con- 
juguées dont  l'indice  sera -•  D'okil  suit  que  le  nombre^ 
etf  toujours  pair. 

Désignons  paru  et  pies  ordres  respectifs  des  sysièmesG 

et  G'.  Les  indices  de  ces  systèmes  seront  -^ — -  '  '  '     et 

i.2.3. .  An  —  2)  .,  ,  II. 

1 ^ —i,  comme  ils  sont  égaux,  par  hypothèse, 

«Il  àni'a 

Posons     ' 

,G=i,S„  S„S3,....Sp_,,...,  S,_,, 
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SA  l'on  représente  par  T,,  Ti,,..,  T  ,  des  substitntioni 
des»  —  a  lettres  a,  le  système  des  (xp  =  i.3.3...(n  —  a} 
aubatituiîons  des  n  —  3  lettres  a  pourra  (n"  413)  être 
représenté  par 

M,  S.,  S,,...,  Sp_,, 

I  T,,        T,S,,        T,S„...,        T.S^ir 
10        It„        T,S„        T.S,,...,        T,Sp_,, 


et  je  dis  qne  le  système  des  fxv  =  i.a...n  substitutiot» 
des  n  lettres  est  compris  dans  le  nouveau  tableau 

S.,  S,....,  S^_,, 

T,S,,        T.S,,...,        T,S„_,, 
T,S,,        T,S.,...,        T,Sj,_,, 


-i>  T^-|Si»  T^_,S.,...,  T^„,S,_,. 

OÙ  les  substitutions  T  sont  les  mêmes  que  dans  le  ta- 
bleau (i).  Il  suflBt  de  prouver  que  ces  p.v  substitutions 
sont  distinctes.  Si  l'on  avait 

T(S,=Tj'S/, 
on  en  conclurut 

T^=:T(S;S7; 

or  les  fadeurs  T  sont  indépendanu  de  b„  et  hi,  donc  le 
produit  SjSr'i  qui  est  l'une  des  substitutions  St  du  sys- 
tème G,  ne  contient  pas  fig  et  &i  ;  il  en  résulte  que  S^  fait 
partie  du  système  G'.  D'ailleurs  l'égalité  précédente  de- 
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ce  qoln'estpas  possible,  d'après  la  maniàre  dont  les  sut»- 
sUtutions  T  ont  Hé  cboisies  pour  foroier  le  tableau  (i). 
Le  tableau  (3)  renferme  donc  toutes  les  subslitutifHu 
des  n  lettres;  or,  si  l'on  applique  ces  subrititutiiM»  à 
nue  permutation  quelconque,  il  7  en  aura  évideminent 
i.a.3...(R  —  2)  qui  transporteront  deux  lettre»  quel- 
conques données  k  deux  places  déterminées;  d'ailleurs 
les  substitutions  T  ne  contenant  pas  £«  et  &,,  il  est  évi- 
dent que  toutes  les  fi.  substitutions  contenues  dans  une 
même  colonne  verticale  du  tableau  (3)  donneront  à  &i 
et  à  il  les  mêmes  places  ;  il  y  aura  donc,  dans  la  pre- 
mière ligne  borizontale  du  tableau,  c'est-à-dire  dans  le 

„    i.a.3...f/r  — a)  ,     .      . 

système  Kx,  ^  ou  p  snbstitutions  qm  trans- 

porteront  £«  et  £1  à  deux  places  quelconques  et  qui,  en 
coBséfjueoce,  snbstitueront  ces  lettres,  dans  la  permuta- 
tion primitive,  à  deux  lettres  quelconques,  parmi  les- 
quelles b„  et  i,  peuvent  se  trouver;  en  particulier  il  y 
aura  précisément  p  substitutions  qui  échangeront  i«  et  h, 
entre  elles.  Si  Ton  pose 

ces  p  substitiitioBs  senmtde  la  forme 

US',,  US",,  US",,...,  I]S'p_,, 

S'. ,  S', , . . . ,  S'     ,  étant  des  substitutions  indépendantes 

•       '         '    p— '  ^ 

de  &o  et  de  (,.  Aucune  de  ces  substitutions  S'  ne  peut  m 
réduire  à  l'unité,  ou  plu»>  généralement  à  l'une  des.  subsû- 
tutions  du  système  G'  ;  car  si  S^  appartenait  à  G',  et  par 
suite  à  G,  comme  US)  est  aussi  une  substitution  de  G,  il 
«1  serait  de  m£me  de  U.  Je  dis  que  cela  ne  peuSétro;  en 
cfiet,  on  a  vu  que  les  substitutions  S,-  de  G  peuvent  sulMli<- 
tuer  £(,  et&t  à-deux  lettres  quelconques,  et  inversement 
substituer  deux  lettres  quelconques  à  b,  et  h,  ;  d'a[H-ès 
cela,  si  U  appartenait  à  G,  il  en  serait  de  même  de  toatss 
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les  snbstilutîons  de  la  forme  S,- US"',  c'est-à-dire  de 
tontes  les  transpositions-,  l'indice  de  G  serait  alors  ^al 
à  I,  ce  qoi  est  contre  l'hypothèse. 

Cela  pos^,  prenons  dans  le  système  G  les  j7  substitu- 
tions de  G'  avec  les  p  prec^entes,  il  est  évident  que  les 
ap  substitutions  obtenues,  savoir  : 

t  US*,,  US',,  US',,...,  USp_,, 

formeront  un  système  conjugué.  En  effet,  les  produits 
Sf  Sj  et  US',  X  U^  =  Si  S^  appartiennent  a  G,  et  comme 
ils  sont  indépendants  de  b^  et  de  &t ,  ils  font  partie  de  la 
première  ligne,  du  tableau  (3);  pareillement  le  produit 
S;  X  USy  =  U  X  S;  Sy ,  appartenant  à  G,  fait  nécessaire- 
ment partie  de  la  seconde  ligne  du  tableau  (3).  On  peut 
conclure  de  là  que  les  substitutions 

(I,     S,,    S,,...,  S„_,, 

«'       !  S'.,  s'„ .......  C 

forment  un  système  de  ^p  substitutions  conjuguées  de 
n  —  a  lettres;  l'indice  de  ce  système  est  égal  à  -■,  comme 
on  l'avait  annoncé. 

437.  Lehhe  II.  —  Soient  G  un  système  de  substitu- 
tions conjuguées,  formées  avec  n  lettres  a«,  a^,  at, . . ., 
«„_»_!,  i„  b„...j  i«_t,  et  G'  le  ^stème  composé  de 
celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent  aucune 
des  m  lettres  b.  L'indicé  de  G  ne  peut  être  inférieur  à 
Tindice  p.  do  G',  et  .si  on  la  représente  par  p.-\-\f  on 
pourra  former  un  système  G,  de  substitationt  conjugLées 
de  n  — m  lettres,  dont  V  indice  ^|  sera  égal  ou  inférieur 
à}.,  et  dont  toutes  les  substitutions  seront  contenues  4ans 
le  ^stème  G; 
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En  eHet,  désignons  par  v  l'ordre  de  G,  par  p  l'ordi'é 
de  G',  et  posons 


On  formera  toutes  les  substitutions  des  n  —  m  lettres  «, 
en  multipliant  les  substitutions  de  G'  par  des  substitu- 


indépendantes  des  lettres  b.  Si  l'on  multiplie  de  même  le 
système  G  par  ces  substitutions  T,  on  formera  les  [iv  ■ 
produits  ' 

[  '.         S,,  S,,...,        Sp_j,...,        s,_,, 

|t,,        T,S,,       T.S,,...,     T,Sp_,,...,     T,S^_,, 

et  l'on  peut  démontrer,  comme  dans  la  proposition  pré- 
cédente, que  ces  fi-v  substitutions  sont  distinctes,  d'où  il 
suit  que  l'indice  de  G  n'est  pas  inférieur  à  [i.  Mais  cet 
indice  étant  fx  +  ^i  et  X  n'étant  pas  nul,  le  tableau  (i) 
n'embrasse  pas  toutes  les  substitutions  des  n  lettres. 
On  formera  les  >v  substitutions  manquantes,  en  multi- 
pliant le  système  G  par  certaines  substitutions 

.    ,.   TV,  t;,...,  li 

qui  dépendront  tontes  des  lettres  hy  et  l'on  aura  ainsi  le 
tableau  Suivant,  complémentaire  du  tableau  (i)  : 

;  t,,  r,s,,,  t.S,,---,  l'.Sp^,.---,  fiS,.,, 
)T'„'T'iS„  t,S„...,  r,Sp_,,...,  T.S^.,, 

[Tj,  T'jS,,  l'jS,,...,  ï'jSp_,,...,  l'iS,_,. 
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Cela  p<Hé,  les  snbetîtatioDs  du  ubleaa  (i)  sont  insuffi- 
santes pour  transporter  les  m  lettres  b  h  m  places  quel- 
conques dans  une  permutation  prise  à  TtJonté;  car  si  le 
contraire  avait  lieu,  toute  substitution  des  n  teUres  poui^ 
rait  se  réaliser  en  effectuant  d'abord  une  substitution  S, 
qui  amènerait  les  leUres  b  aux  ^aces  voulues,  après 
qurà  il  KSteraii  à  faire  une  sabstîmtion  des  lettres  a  qui 
équivaut  à  l'une  des  substitutions  du  système  G'  suivie 
d'une  substitution  T;  le  tableau  (i)  renfermerait  donc 
toutes  les  substitutions  des  n  lettres,  ce  qui  est  ooatre 
l'hypothèse.  Il  résulte  de  U  que,  dans  une  permutation 
des  n  lettres  données,  on  peut  assigner  m  places  aux- 
quelles il  est  impossible  de  faire  arriver  respectivement 
les  m  lettres  b,  par  le  moyen  de  l'une  des  substitutions  (i); 
mais  comme  il  existe  évidemment  i.a.S..  .(n  —  m)  sub- 
stitutions diflereutes  qui  peuvent  produire  cet  effet,  il 
faut  que  ces  substitutions  soient  toutes  contenues  dans 
le  tableau  (a).  Si  donc  on  appliqne  les  substitutions  {2) 
k  la  permutation 


parmi  tes  Au  permutations  obtenues,  il  y  en  aura 

1. a. 3.. .(»-») 

dans  lesquelles  chacune  des  m  lettres  b  occupera  la  même 
place.  Or,  en  opérant  ainsi,  ilest  évident  qu'on  applique 
à  la  permutation  À  les  substitutions  obtenues  en  multi- 
pliant le  système 

I,  t;s,t;"',  t;s,t;~',.--»  t;s,_,t;"' 

qui  est  semblable  à  G,  par  les  substitutions 

i,  t;t;~',  T;Tf'»-",  r.T'p-, 
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donc  le  système  G  lui-même  est  tel,  que  ai  l'on  nraitiplie 
ses  subsLitaUoQs  par  X  substiuitiMis 

I,  Ui,  V,,...,  Uj_, 
conrenablemeat  choisies,  les  produiu  obtenu» 

(  '.         S,,  S,,...,  S,_,, 

V,,       U,S,,        C'S,,...,        U.S,_,, 


(3) 


[  Ui_,,  Uj„,S,,  Ci^.S,,...,  Uj. 


comprendront  les  i.a.3...(n  —  m)  substitutions  qui 
ne  déplacent  pas  m  certaines  lettres;  je  désignerai  par 
J',,  i',,. .,,  6'„^, ces  m  lettres,  et  par  a',,  a', ,. ,,,  ôj^,^, 
les  71  —  m  autres.  Soient 


.  S'„  S-,, 


°P.-i 


les   pi   substitutions  de  G  qui    ne  déplacent  pas  les  m 
lettres  b',  on  obtiendra  le  système  de  toutes  les 

...«.3. ..(«_-») 
mbstitutioos  des  lettres  a',  en  multipliant  G,  par  cer- 
taines  substituUons   indépendantes  des   lettres  &',  tjni 
feront  évidemment  partie  des  facteurs  i,  Ui,  Ui,..., 
Ui_,,  et  que  l'on  peut  représenter  par 

.,  V„    V,,...,  U^__,; 
alors  on  aura 

p,p,=  i.2.3...(«-;n), 

et  le  nombre  fjti,  égal  ou  inférieur  à  ^,  exprimera  l'indice  ' 
dusystèmeGt  dontlontesles  substitutions  sont  contenues 
dans  G. 

438.  Ces  lenmes  établis,  nous  passons  k  la  démons- 
tration des.théoràmes-que  nons  avons  en  vue* 
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TstoKÈME  1.  — Le  nombre  n  étant  impair,  si  Tinâice. 
d'un  système  de  substitutions  conjuguées,  formées  avec 
n  lettreif  est  plus  grand  gae  a,  cet  indice  est  égal  ousupé- 
rieur  an;  et  quand  il  est  égal  an,  le  système  conjugmi 
est  composé  de  toutes  les  substitutions  que  Von  peut 
former  avec  n—~\  lettres. 

Le  théorème  est  évident  dans  le  cas  de  tj  =  3  ;  car  l'in- 
dice do  système  étant  supérieur  k  s,  il  est  nécessairement 
égal  ou  supérieur  à  3 .  Eu  outre,  si  cet  indice  est  égal  à  3, 

l'ordre  du  système  est  --■■--.  ou  a  qui  est  un  nombre  pre- 
mier. Le  système  est  alors  formé  des  deux  puissances 
d'une  substitution  circulaire  du  deuxième  ordre,  c'est-à- 
dire  d'une  transposition. 

Il  résulte  de  là  que,  pour  établir  le  théorème  énoncé 
dans  toute  sa  généralité,  il  suffit  de  prouver  que  s'il  a  lien 
pourn  =  n',  il  subsiste  aussi  pour  n  =  n'4- 3.  En  d'au- 
tres termes,  nous  pouvons  admettre  que  le  théorème  a 
lieu  quand  on  remplace,  dans  son  énoncé,  n  par  n  —  a, 
le  uombj«  n  étant  un  nombre  impair,  au  moins  égal  à  5. 

Soient  G  le  système  conjugué  donné  dont  nous  suppo- 
sous  l'indice  supérieur  à  2,  et  G'  le  système  conjugué 
composé  de  celles  deâ  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent 
pas  deux  lettres  choisies  arbitrairement  parmi  les  n  lettres 
données.  D'après  ce  que  nous  admettons,  l'indice  de  G' 
ne  peut  être  en  même  temps  supérieur'  à  3  et  inférieur  à 
R  —  3  ;  cet  indice  sera  donc  l'un  des  cinq  nombres 


ou  bien  il  sera  supérieur  à  n,  auquel  cas  l'indice  de  G 
sera  lui-même  plus  grand  que  n.  Nous  allons  examiner 
successivement  ces  cinq  hypothèses. 

t* L'indice  deGî  est  i. — Comme,  par  hypothèse,  l'iii- 
dice  de  G  n'est  pas  i,  cet  indice  est  égal  (n<"438  et  4S9, 
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Corollaires)  à  l'un  des  nombres  n,  1  /»  (n  —  i), 

et  ai  outre,  si  cet  indice  est  égal  à  n,  le  système  G  est  * 
composé  de  tontes  les  substitutions  de  n  —  i  lettres. 

%°  L'indice  de  G'  est  2.  —  Dans  ce  cas,  l'indice  de  G, 
qu'on  suppose  différent  de  a,  est  l'un  des  nombres  an, 
n(B  — t),  an{n  — i)  (n»' 428  et  429);  il  est  donc  aupé- 
rienr  à  n. 

y  L indice  de  G'estn  —  a.  —  Dans  ce  cas,  l'indice  de  G 
ne  peut  être  égal  an  —  a,  d'après  le  lemme  l  (n''  436), 
parce  que  n  —  a  est  un  nombre  impair.  Si  l'indice  de  G 
est  égal  an  —  1  ou  à  n,  on  pourra  former,  d'après  le 
lemme  II  (d°  437),  un  système  conji^ué  de  substitutions 
de  n  —  3  lettres,  dont  l'indice  sera  i  ou  a  et  dont  toutes 
I  les  substitutions  eeroDl  contenues  dans  G  ;  on  rentre  donc 
daas  l'une  des  deux  bypotbèses  précédentes,  quand  l'in- 
dic^de  G  n'est  pas  supérieur  à  n. 

4°  L'indice  de  G'  ejt  n  -—  1 . —  Dans  ee  cas  l'indice  de  G 
ne  peut  être  n  —  i  ;  car  si  cet  indice  était  n  —  i ,  ofi  pour- 
rait former,  d'après  le  lemme  I,  on  système  conjugué  de 

substitutions  de  «  —  2  lettres,  dont  l'indice  serait • 

Or|  a  n  est  ]>  5,  le  nombre  est  supérieur  à  2  et 

il  est  inférie^r  à  n  —  a  ;  nous  admettons  d'ailleurs  que 
llndice  d'up  système  conjugué  relatif  à  n — 3  lettres 
ne  peut  êti^  en  mê^me.  temps  supérieur  à  3  et  inférieur  à 
»  —  2;  donc  l'hypothèse  que  nous  discutons  en  ce  mo- 
ment est  inadmissible  quand»  est  supérieur  à  5.  Mais  elle 
l'eft  afissi,  Jktrsque.  n  kf  S^  car  dans  de  cas  l'indice  de  G'  ' 
nej)^a,t:.pas  ktxd  supposé  égal  à  n  —  ■  =  4*  puisque  4 
n'est  pas  un  diviseur  du>produit  t. 3>3>    . 

Uiudiceidc  G^  s'il  n'est  pas  supérieur  à  ft,  «st  donc  igal 
à  i)>;:ftiaî»  Md*rs,  d'apràs'ta  lemme  II,  on  pourra  former 
II.  M 
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UD  système  conjugué  de  subsuiutions  de  n — a  lettres, 
xyant  i  pour  indice  et  dont  loutes  les  suhslitutioDS  seront 
contenues  dans  G.  On  rentre  ainsi  dans  la  première  des 
Kypollièsea  que  nous  venons  d'examiner. 

5°  L indice  de  G'  est  n.  —  Dans  ce  cas,  l'indice  de  G  est 
nécessairement  supérieur  à  n  ;  car,  d'après  le  lemme  I, 
cet  indice  ne  peut  être  égal  à  n,  puisque  n  est  im  nombre 
impair. 

On  conclut  de  là  que  l'indice  de  G  supposé  plus  grand 
que  a  ne  peut  être  en  aucun  cas  inférieur  à  n,  et  que  si 
cet  indice  est  égal,  à  n,  le  système  G  est  formé  parles 
substitutions  de  n  —  i  lettres. 

439.  TaÉonÈME  II.  —  Le  nombre  n  étant  pair,  si 
l'indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées  for- 
mées avec  n  lettres  est  plus  grand  tfue  a,  cet  indice  est 
égal  ou  supérieur  à  n,  le  cas  de  n=^4  étant  excepté. 
Et,  si  l'indice  du  système  est  précisément  égal  à  n,  celui- 
ci  est  composé  de  toutes  les  substitutions  formées  avec 
n  —  I  lettres,  le  seul  cas  de  n^^G  étant  excepté. 

Soient  G  le  système  conjugué  donné,  et  G,  le  système 
conjugué  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  ne 
déplacent  pas  une  lettre  choisie  arbitrairement  parmi  les 
lettres  données.  Nous  supposons  que  l'indice  de  G  est  sih 
périeur  à  a;  quant  à  l'indice  de  Go  qui  se  rapporte t 
n  —  I  lettres  seulement,  il  ne  peut,  d'après  ce  qui  précède, 
être  en  même  temps  supérieur  »  a  et  inférieur  à  n  —  i, 
puisque  n  —  i  est  un  nombre  impair.  Cet  indice  de  G, 
Sera  donc  l'un  des  nombres 


ou  bien  il  sera  supérieur  à  n,  et,  dans  ce  cas,  l'indice 
de  G  sera  lui-même  pins  grand  que  n.  Tfous  allons  exa- 
miner les  quatre  hypothèses  précédentes  : 
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■  i"  L'indice  de  G»  est  i.  —  Dans  ce  cas,  l'indice  de  G 
est  égal  à  n  (n"  428,  Corollaire),  puisqu'on  suppose  cet 
indice  diUërent  de  i. 

2"  L'indice  de  G»  est  2.  —  Dans  ce  cas,  l'iadice  de  G 
esi^gal  à  an  (n"  428),  puisqu'on  le  suppose  ditXérent 
de  3. 

3°  U indice  de  G«  est  n  —  i .  —  Dans  ce  cas,  comme 
n — I  est  impair,  le  système  G»  (u"  438)  est  formé  par 
tontes  les  substiiulions  de  n  —  2  lettres,  et  son  indice^ 
qui  est  plus  grand  que  i ,  est  égal  (  n°'  428  et  429)  à  l'un 

des  nombres  n,  '?  n[n  —  1),  pourvu  cependant 

qae  n  soit  |>  4  (*)■  En  outre,  cet  indice  ne  peut  être 
égal  à  n  que  dans  le  cas  oii  G  renferme  toutes  les  substi- 
tniions  de  n  — i  lettres. 

4"  VindiCe  de  Go  est  n.  —  Alors  l'indice  de  G  est 
^al  ou  supérieur  à  n  ;  il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où 
cet  indice  est  précisément  égal  à  n. 

Remarquons  d'abord  que  la  première  pai 
rèine  énoncé  se  trouve  établie  par  ce  qui  préc 
Si  le  nombre  pair  n  est  supérieur  à  ^,   l 
système  conjugué,  relatif  à  n  lettres,  ne  p. 
fois  supérieur  à  a  et  inférieur  à  n.  Dans  ce 
ïre,  nous  supposerons  n  —  2^4»  ^tj  P^f  suite,  n  ^  6. 
Désignons  par  G'  le  système  conjugué  formé  par  celles 
des  substitutious  de  G<i  qui  ne  déplacent  pas  l'une  des 
n  —  I  lettres  relatives  à  G„,  lettre  qui  peut  d'ailleurs 
èire  choisie  à  volonté.  L'indice  de  G'  ne  peut  être  à  la 
fois  supérieur  à  2  et  inférieur  an  —  3,  d'ailleurs  il  n'est 
pïE  supérieur  à  n  ;  donc  il  a  pour  valeur  l'un  des  cinq 


(*)  Ndds  iTOni  TO  (d"  i?7)  qn'oD  pent  former 
t;>lème  de  lubstilutions  conjuguées  dont  l'ordre  ei 
it  «gai  h  3. 


3,a,i,;t!dbïGoogIe 


3o8  couBS  d'ai-gèsie  supébicvke. 

nombres  i,  a,  n  —  a,  a  —  i,  n.  Le  cas  où  cet  indice 
serait  l'un  des  nombres  n  —  3,  n  —  i  se  ramène  im- 
médiatement, par  le  lemme  II,  au  cas  où  il  serait  i  ou  a; 
or,  je  dis  que  ce  dernier  cas  ne  peut  avoir  lieu;  car,  si 
l'indice  de  G'  est  i  ou  a,  l'indice  de  Gi  sera  nécessaire- 
ment l'un  des  nombres  i,a,  (n  —  i),  a(n  — i)  (n**  428) 
dont  aucun  ne  peut  être  égal  à  n.  L'indice  de  G'  est  donc 
égal  à  n\  mais  alors,  d'après  le  lemme  I,  on  pourrait  for- 
mer un  système  conjugué  de  subsdtuUoDs  de  n  —  a  let- 
tres, dont  l'indice  serait  -,  ce  qui  est  impossible,  puis- 
que l'on  a 

'  Donc  notre  dernière  hypothèse  est  inadmissible,  si  le 
nombre  n  est  supérieur  à  6.  Elle  peut  au  contraire  avoir 
lieu  quand  n  =:  6,  ainsi  que  nous  allons  rétablir*,  nuis 
«lie  est  impossiUe  quand  n  =  4i  puisque,  4  n'étant  pas 
un  diviseur  du  produit  1.2.3,  l'indice  deGg  ne  peut  pas 
ètie  égal  à  4-  Ainsi  le  cas  de  n  =  6  constitue  la  seule  ei- 
ception  à  la  deuxième  partie  de  notre  théorème. 

Du  ^stème' conjugué  d'indice  6  qui  comprend  120  sub- 
stitutions de  six  lettres,  et  qui  n'est  pas  formé  par  les 
I30  substitutions  de  cinq  lettres, 

440.  Il  résulte  de  la  démonstration  précédente  que  si 
un  tel  système  existe,  celles  de  ses  substitutions  qui  ne 
dé[Jaccntpas  deux  lettres  quelconques  forment  un  sys- 
tème conjugué  de  subsiitudons  de  quatre  lettres,  dont 
l'indice  est  6,  et  dont  Tordre  est,  en   conséquence, 

-'   -   ''*  ou  4-  Ce  système  d'ordre  4  ne  peut  renfermer, 

outre  l'uniié,  que  des  substitutions  circulaires  du  qua- 
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Ir!ème  ordfe,  des  substitutions  régulières  du  deuxième 
ordre  formées  de  deux  cycles,  ou  des  transpositions.  Mais 
il  ne  saurait  y  avoir  de  transpositions,  car  le  système  en- 
tier des  substitutions  des  six  lettres  n'en  saurait  contenir, 
comme  on  l'a  vu  dans  la  démonstration  du  Icinme  du 
d"  436,  lemme  qui  embrasse  le  cas  que  nous  considérons 
ici.  Si  le  système  d'ordre  4  dont  il  est  question  n'est  pas 
composé  des  quatre  puissances  d'une  substitution  circu- 
laire du  quatrième  ordre,  il  comprendra,  outre  l'unité, 
les  trois  substitutions  régulières  que  l'on  peut  former 
arec  les  quatre  lettres;  donc  on  y  trouvera,  dans  tous  les 
cas,  une  substitution  régulière  formée  de  deux  transposi- 
tloDS.  Et,  comme  il  y  a  quinze  combinaisons  de  six  lettres 
qnatre  à  quatre,  le  système  conjugué  G  dont  nous  nous 
occupons  doit  comprendre  quinze  substitutions  régulières 
foimëes  cliacune  de  deux  transpositions.  Or,  deux  substi- 
tutions de  cette  espèce  qui  auraient  un  cycle  commun  et 
nue  troisième  lettre  commune  ne  peuvent  figurer  dans  G, 
car  le  produit  de  deux  telles  substitutions  est  évidemment 
use  stibstitution  circulaire  du  troisième  ordre;  donc,  si 
l'on  distribue  les  quinze  transpositions  des  six  lettres  en 
cinq  groupes  de  trois  transpositions,  de  telle  manière  que 
les  six  lettres  figurent  dans  les  trois  transpositions  d'un 
même  groupe,  on  obtiendra  les  quinze  substitutions  ré- 
gulières de  G,  en  faisant  les  produits  deux  à  deux  des 
transpositions  contenues  dans  un  même  groupe.  Toute 
antre  substitution  régulière  de  la  même  espèce  a  néces- 
sairement un  cvcle  commun  et  une  troisième  lettre  com- 
mune avec  l'nne  des  quinze  dont  nous  Tenons  de  parler, 
et  par  conséquent  elle  ne  peut  pas  être  contenue  dans  G; 
ainsi  ce  système  ne  renferme  pas  les  trois  substitutions 
régulières  formées,  avec  les  quatre  mêmes  lettres,  et,  par 
suite,  il  contient  une  substitution  circulaire  de  ces  quatre 
lettres. 
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Soient 

a,    b,    c,    d,    e,  f 

les  Iclires  données,  et  supposons  que  le  système  G  ren- 
fei'iue  les  puissances  de  la  substitution  circulaire 

Le  même  système  doit  renfermer  une  substitution  circu- 
laire Ui  formée  avec  les  quatre  lettres  a,  $,  c,  e  ;  on  pent 
supposer  que  a  soit  mis  au  premier  rang  dans  U|,  mais 
alors  c  ne  pourra  occuper  la  troisième  place,  car,  si  cela 
avait  lieu,  le  produit  des  deux  sul^titutions  régulières  U' 
et  U|,  qui  auraient  un  facteur  (a,  c)  commun,  ne  con- 
tiendrait que  deux  transpositions  ayant  une  lettre  cpm- 
mune  i,  et  il  se  réduirait  à  une  substitution  circulaire 
du  troisième  ordre,  laquelle  ne  peut  figurer  dans  G.  B 
faut  donc  que  c  occupe  dans  U,  la  deuxième  ou  la  qua- 
trième place,  et  alors  il  occupera  dans  Uj  la  quatrième 
ou  la  deuxième.  J'appellerai  Ui  cçllede  ces  deux  substitu- 
tions dans  laquelle  c  occupe  la  quatrième  place  ;  on  aura 
donc 

U,  =  (fl,i,s,c)     ou     U,  =  (fl,e,  6,c); 

pareillement,  le  système  G  renferme  deux  substitutions 
ciiTuiaires  du  quatrième  ordre  dont  chacune  est  le  cube 
de  l'autre,  et  qui  sont  formées  avec  les  quatre  lettres  a, 
h,  c,  f\  je  désignerai  par  Ui  celle  de  ces  substitutions 
dans  laquelle  c  occupe  la  deuxième  place,  et  l'on  aura 

U,  =  {<ï,  c,/,  ô)     ou     U,  =  (a,c,  *,/J. 

Mais,  si  l'on  prend  la  première  valeur  de  Ui,  il  faudra 
prendre  la  deuxième  valeur  de  Uj  et  inversement,  car 
autrement  U*  et  U|  auraient  une  transposition  commune, 
et  leur  produit  se  réduirait  à  une  substitution  circulaire 
du  troisième  ordre.  Rien  ne  distinguant  jusqu'ici  les  let- 
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1res  e  et  /,  nous  ferons 

V,=^{a,b,e,c),     V,=  [a,e,b,/]. 

Cela  posé,  en  appliquant  euccessiveinent  les  substitu? 
lioDS  U,  Vi,  U|  à  unie  permutation  quelconque,  on  trouve 

V,V={a,e,  c,d,  6), 
U,U,U  — (o,  e,  h,  c,d,f). 
Ou  roit  donc  que  le  système  G  renferme  les  ti-ois  substi- 
totions  circulaires 

n— [fl,  è,  c,d),     T  =  (a,  e,c,d,  b),     S  =  {i,  e,  b,c,tl,/) 

ies  ordres  respectifs  4i  ^}^\  ce  système  s'obtiendra  donc 
eQ  multipliant  à  droite  ou  à  gaucbe,  mais  toujours  de  la 
même  manière,  les  puissances  de  U  par  celles  de  T,  puis 
les  résultats  obtenus  par  celles  de  S.  En  opérant  ainsi,  on 
formera  bien  6  X  5  X  4  ou  1 30  substitutions  distinctes, 
car  il  est  évident  que  deux  produits,  tels  que  S'T'U', 
S'T'U'',  ne  peuvent  être  égaux,  à  moins  que  l'on  n'ait 
i'  =  A,  j'  =  ;',  i'  =  '•  Mais  il  reste  à  faire  Toir  que  ces 
lao  substitutions  constituent  réellement  nn  système  con- 
jugué.     . 

En  premier  lieu,  les  systèmes  conjugués  formés  l'un 
avec  les  puissances  de  U,  l'autre  avec  les  puissances  de  T, 
soDt  échangeables  entre  eux.  Ou  a  efiectivement 

UTU-'  =  T',     U'TD-'^T',     XJ'TD-'  =  P=^T', 
c'est-à-dire, 

■     V'TV-'  =  T^', 
et,  en  élevant  à  la  puïraance  ft, 

u'^''\J^'  =  J''■''\   d'où  u''t''  =  t''"''"xj'j 

ces  denx  xy«ièmes  fournissent  donc,  par  la  multiplication, 
vnsystjn^  mnjugné  de  30  substitutions  relatives  à  cinq 
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lettres;  en  mettant  a»,  a,,  a,,  ai,  ot  oaUko.  de e,c,d, 
b,  a,  on  ferait  ct^ncider  ce  système  avec  celui  que  nous 
avons  rencontré  au  n°  424. 

En  second  lieu,  le  système  conjugué 

I,  P,,  P„...,  P.,, 

dont  nous  venons  de  parler,  est  échangeable  avec  le  sys- 
tème conjugué  formé  par  les  puissances  de  S.  D'abord,  il 
est  facile  de  vérifier  que,  quel  que  soit  n,  on  peut  trouver 
tui  entier  m  tel,  que  chacune  des  substitutions 

S-TS",     S"US° 

se  réduise  à  l'une  des  substitutions  P.  Le  nombre  m  x 
détermine  facilement  par  la  condition  que  les  subsûtu- 
tions  que  nous  venons  d'écrire  ne  contiennent  pas  k 
■  lettre  /,  et  l'on  trouve 


S*  TS  ^  T' U  =  UT, 

S'TS'=T', 

S'TS'^US 

STS'  =T'll'=U'T', 

S'TS>=T'U'=U'TS 


S' US  =  T' U  ==  UT',  , 
S'US'=T'U'=U=T, 
S'US=^PU'=U'T', 

SUS*    =T'U'=::U'T, 

S>US'=U'. 


On  a  donc,  quel  que  soit  n, 

S~TS-  =  P(,     S"US"  =  P,, 
ou 

TS-  =  S-"  Pi ,     US°  =  S-"  P, , 

m  et  i  ayant  des  valeurs  convenables.  Il  résulte  de  là  qac 
tout  produit  de  la  forme  P,S"  peut  être  ramené  àU 
forme  S*"?*}  en  effet,  P(  est  un  produit  composé  de  fac- 
teurs T  et  de  facteurs  U,  et,  d'après  ce  (pu  précède,  on 
peut  faire  avancer  successivement  S'  d'un  rang  vers  la 
gauche,  en  modifiant  chaque  fois  convenablemait  l'expo- 
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saat  V  \  apT«#:ain>ir  répété  cette  opéra,iioa  plusieurs  fois, 
ijl  est  ç1^<|u^  ^r  ^' 36  troavera  remplacé  par  une  expres- 
sion de  la  forme  S**  Pj.  Le  système  des  substitntions  P  ei 
celui  des  puissances  de  S  étant  échangeables  entre  eux, 
on  obtiendra  en  les  multipliant  l'un  par  l'autre  un  sys- 
tème conjugué  d'ordre  24  X  5  =  i3o  oa  d'indice  6. 

Il  importe  de  remarquer  aussi  que  le  système  dont 
nous  Tenons  de  prouver  l'existence  comprend  des  substi- 
tutions du  premier  genre  et  des  substitutions  du  deuxième 
genre  en  nombre  égal.  En  conséquence,  les  substitutions 
du  premier  genre  constitueront  un  système  conjugué 
d'ordre  60  et  dont  l'indice  sera  égal  à  la. 

Des  systèmes  transitifs  de  substitutions  conjuguées. 

4il.  Lorsque  les  substitutions  d'un  système  conjugué 
permettent  de  substituer  successivement  l'une  des  lettres 
à  cliafcune  des  autres,  le  système  est  dît  transitif.  Il  est 
intransitif  dans  le  cas  contraire.  Cette  distinction  des 
systèmes  conjugués  en  transitifs  et  intransitiù  est  due  à 
Ckuchy;  elle  a  une  très-grande  importance  dans  la  ibéo- 
rie  qiii  noua  occupe. 

Plus  généralement,  si  les  substitutions  d'un  système 
conjugué  permettent  de  substituer  m  des  lettres  données 
à  m  lettres  quelconques,  nous  dirons  que  le  système  est  m 
fois  transitif. 

Si  un  système  de  substitutions  eonjuguées  est  m  fois 
transitif,  les  substitutions  du  système  permettent  de  sub- 
stituer m  lettres  quelconques  à  m  lettres  quelconques.  En 
effet,  le  système  proposé  étant  supposé  m  fois  transitif, 
il  y  a  m  lettres  a,,  pt,...,  a„  qu'on  peut  substituer  à 
m  autres  quelconques  b,,  i|, . . .,  b^,  distinctes  ou  non 
.  des  premières.  Réciproquement,  les  substitutions  du  sys- 
tème permettent  de  remplacer  Si,  aty. .,  a„  par  &i, 
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^ii-  •  •}  ^M)  c^  en  conséquence,  elles  peavent  subsiitoer 

ees  dernières  lettres  à  m  lettres  qaelcontpies. 

Il  est  évident  que  le  système  de  tontes  les  substitutions 
formées  avec  n  lettres  est  n  —  i  fois  transitif,  et  que  le 
système  qui  comprend  toutes  les  substitutions  du  pre- 
mier genre  formées  avec  les  mêmes  lettres  est  n  — a  fois 
transitif. 

On  voit  aussi  qa'un  système  de  substitutions  conju- 
guées formées  avec  n  lettres  est  transitif,  quand  il  ren- 
ferme une  substitution  circulaire  d'ordre  n  ;  mais  celte 
condition  n'est  pas  nécessaire.  En  général,  un  système 
conjugué  de  substitutions  de  n  lettres  est  m  fois  transi- 
tif, quand  il  renferme  m  substitutions  circulaires  des 
ordres  respectifs  n,  n  —  i,...,  n  —  m-t-i.  Par  exemple, 
le  système  d'indice  6,  dont  nous  nous  sommes  occupé  au 
n"  440  et  qui  est  composé  de  120  substitutions  conju- 
gaées  de  six  lettres,  est  trois  fois  transitif,  car  il  admet 
trois  substitutions  circulaires  des  ordres  res[>ectifs  6,  5,  4> 

44S.  Théorème  I.  —  L'ordre  .d'ufi  système  m  fois 
transitif,  de  substitutions  conjuguées  de  n  lettres,  est  ua 
multiple  de  n(n  —  i)...(n  —  m -^i) ; , en  d'autres  termes, 
Vmdice  du  système  est  un  diviseur  du  produit 

-    i.2.3...(»-.»l. 

En  effet,  soient  Âo,  Â|,  Ai,...  les  n(a — i)...{n — wH-i) 
arrangements  m  km  que  l'on  peut  former  avec  les  n 
lettres  données,  et 

S,,  S,,  S,,...,  Sp_, 

celles  des  snbstitaUons  du  système  proposé  G  qui  rem- 
placent les  lettres  de  l'arrangement  A,-  par  celles  qui 
occupent  respectivement  les  mêmes  rangs  dans  A,-.  Dési- 
gnons, en  outre,  par  T  l'une  des  sobstitntions  de  G  qui 
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remplacent  les  lettres  de  A,-  par  celles  de  Ai,  il  est  clair 
que  les  p  subslitations 

TS.,  TS,,  TS„...,  TS      , 

remplaceront  les  lettres  de  A,'  par  celles  de  Ai-  Le  nombre 
des  sabstîtations  qui  remplacent  A;  par  Aj  ne  peut  donc 
être  moindre  que  le  nombre  de  celles  qui  remplacent  A; 
par  A;,  et  réciproquement  ce  dernier  nombre  ne  peut 
itre  inférieur  au  premier. 

Il  résulte  de  là  qu'il  y  a,  dans  le  système  proposé,  nu 
même  nombre  p  de  substitutions  qui  remplacent  l'arran- 
gement donné  A;  par  cbacun  des  arrangements  A,,,  Ai , 
A,,...,  Si  donc  on  appelle  f:[  l'ordre  du  système  G,  on 

pt  =  «(«^i)...{«_m-f-.)Xf, 
et  l'indice  du  système  sera  .  .  . 


'  cet  indice  est  en  conséquence  un  diviseur  du  produit 
1.2.3. ..  (n  —  m),  et  l'on  voit  en  outre  qu'il  est  égal  à 
l'indice  du  système  conjugué  formé  par  les  p  substitutions 
qui  remplacent  l'un  des  arrangements  A,  par  lui-même. 
De  là  résulte  la  proposititm  suivante  .* 

CoKOLLtiKE.  —  Si  un  système  G  de  substitutions  con- 
juguées est  m  fois  transitif,  celles  des  substitutions  de  G 
qui  laissent  immobiles  m  lettres  choisies  à  volonté  for- 
ment un  système  conjugué  G'  dont  l'indice  est  égal  à 
l'indice  de  G. 

-4i3.  Théorème  IL  —  Un  système  de  substitutions 
conjuguées  dont  l'indice  est  supérieur  à  2  ne  peut  Être, 
m  fois  transitif  s'il  renferme  une  substitution  qui  ne  dé- 
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place  que  i  lettres,  le  nombre  i  étant  supposé  égal  ou 
inférieur  à  m. 

En  effet,  supposons  que  le  système  proposé  G  renferme 
une  substitution  S  qui  ne  déplace  que  i  lettres;  le  nom- 
bre m  étant  au  moins  égal  à  i,  et  le  système  G  étant  m  fois 
transitif,  ce  système  renferme  une  substitution  T  qui 
remplace  les  i  lettres  contenues  dans  S  par  i  lettres  cKoi- 
sies  arbitrairement;  par  conséquent,  il  renferme  aussi  , 
la  substitution  TST"'  qui  est  une  substitution  quel- 
conque semblable  à  S. 

La  substitution  S  étant  décomposée  en  cycles,   soit 

S  =  CC,C,..., 
et  formons  la  substitution  semblable 

S' ^  c  C7'  C7' . .  ■ , 

le  produit 

s's  =  ce 

appaHÎendra  au  système  G.  Si  l'ordre  (x  du  cycle  C  est 
supérieur  à  a  et  que  l'on  ait 

C  =  ^a,,  ay,  a,,...,  a^_,,  «/._i)j 

nous  ferons 

«■=("...,_„«,-„...,..,"„..), 

et  nous  aurons 

SS'  =  (».,  <,„  »,)■ 

Le  cas  de  fx  =  3  est  compris  dans  ce  qui  précède,  on  a 
alors  C  =  C;  mais  si  {.t  =  a,  et  que  l'on  ait 

comme  il  y  a  au  moins  nne  lettre  a^  non  contenue  dans  S, 
nous  ferons 
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et  nous  aurons  encore 

SS'=(<i,,  a„  a,). 
Ainsi,  dans  tous  les  cas,  G  renferme  une  sulntitutioa 
circulaire  du  troisième  ordre  ^  donc,  si  m  est  égal  ou  supé- 
rieur à  3,  G  renferme  toutes  les  substitutions  circulaires 
de  troisième  ordre,  et  en  conséi^uence  son  indice  est  ^al 
à  I  ou  a  (n- 418). 

Le  cas  de  m  =  3  échappe  à  celte  analyse;  mab,  dans 
'  ce  cas,  le  sptème  G  contient,  par  hypothèse,  une  des 
transpositions  formées  avec  les  lettres  données;  donc  il 
les  renferme  toutes  et  sop  indice  est  ^al  à  i. 

CoROLLiiKB.  —  Un  système  de  substitutions  conjuguées 
doublement  transitif,  dont  l'indice  est  supérieur  à  a,  ne 
renferme  aucune  transposition; pareillement,  un  sysième 
triplement  transitif,  dont  l'indice  est  supérieur  à  a,  ne 
renferme  aucune  transposition  et  aucune  substitution 
ciiculaire  de  trois  lettres, 

444.  Théorème  III.  ^^  Si  l'indice  d'un  système  m  fois 
transitif  de  substitutions  conjuguées  formées  avec  n 
lettres  est  supérieur  à  2,  cet  indice  est  un  multiple  du 
produit  I .  a .  3 ...  m. 

En  efiet,  soient 

A„  A„   A,,...,  A„ 
les 

M  — 1.2. 3. ..m 

permutations  formées  avec  tn  des  lettres  données  choisies 
arbitrairement,  et 

I ,  T, ,  T ,  T„_, 

les  M  substitutions  de  ces  mêmes  lettres.  Soient  aussi 

I,  S,,  S,,...,  Sp_, 
celles  des  substitutions  du  système  proposé  G  qui  ne  dé- 
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placent  pas  les  m.  lettres  que  nous  venons  de  clioîsîr,  A 
qui,  en  conséquence,  remplacent  l'arrangement  A*  par 
lui-même.  Il  y  a,  dans  le  système  G,  comme  on  l'a  tu 
dans  la  démonstration  du  théorème  I  (n"  442),  p  substi- 
tntions  susceptibles  de  remplacer  les  m  lettres  de  A^  par 
celles  qui  occupent  les  mêmes  rangs  dans  Ki\  mais,  pour 
exécuter  une  telle  substitution,  il  suffit  évidemment  de 
faire  d'abord  une  substitution  du  système  T  qui  amènera 
les  m  lettres  de  A^  aux  places  voulues,  après  quoi  il  restera  , 
seulement  à  exécuter  une  snbstiiution  S'  de  n  —  m  let- 
tres. D'ailleurs,  les  deux  substitutions  que  nous  em- 
ployons sont  échangeables  entre  elles  puisqu'elles  n'ont 
pas  de  lettres  communes,  et  les  pM  substitutions  dis- 
tinctes du  système  G  qui  sont  susceptibles  de  remplacer 
l'un  des  arrangements  A  par  uu  antre  arrangement  formé 
des  mêmes  lettres  peuvent  élre  représentées  par 


T.Si'»  T,S;"t  T.SJ"»...,    T,S'_  i 

Tii-i  S*""",  T^_,  s',""", . . . ,  Tb_,  sJ,"I','. 

où  S,-''  désigne  généralement  des  substitutions  qui  ne  dé- 
pendent pas  des  m  lettres  contenues  dans  les  arrange- 
Aients  A.  Le  produit  de  deux  quelconques  de  ces  substi- 
tutions appartient  au  système  G;  d'ailleurs  il  est  de  ta 
fçrmeXfS',  S'  étant  indépendant  des  m  lettres  contenues 
dans  A;  donc  il  fait  nécessairement  partie  du  tableau 
précédent;  il  en  résulte  que  les  Mp,  substitutions  de  ce 
tableau  forment  un  système  conjugué.  On  voit  en  outre 
que  les  substitutions  S,  qui   figurent  comme  facteun 
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dsns  deux  snbstitaiîons  de  ce  système,  ne  peUTent  êlrs 
égales  entre  elles;  en  eilet,  il  est  évident  que  si  j^i,  on. 
ne  peut  trouver  dans  notre  tableau  les  deux  substitutions 
T,-  S  et  T;  S,  et  la  même  ctose  a  lieu  si  j  est  différent  de  /, 
car  autrement  on  trouverait  aussi  (Ty  S)  (T,-  S)~*  ou  T;  T^', 
ce  qui  est  impossible  d'après  le  théorème  II  (n"  443), 
puis(]uc  celte  substitution  ne  déplace  que  m  lettres  au 
plus.  En  conséquence,  les  MjS  facteurs  S  du  précédent 
tableau,  savoir  : 


s',*"",  s'"  ",  s'""'",.--,  sj 

constituent  un  système  de  Mp  substitutions  conjuguées 
formées  avec  n  —  m  lettres  ;  l'ordre  Mp  de  ce  systènw  est 
donc  un  diviseur  du  produit  i.a.3...(n  —  m),  et  l'on  k' 


Or,  par  le  théorème  I  (n"  442),  le  premier  membre  de 
cette  égalité  est  précisément  l'indice  du  système  Gf  cet 
indice  est  donc  un  multiple  de  i .  2 ...  m. 

Rehikqoe.  —  Le  théorème  que  nous  venons  d'établîj- 
comprend,  comme  cas  parUculier,  la  proposition  que 
nous  avons  présentée  au  n"  436  à  litre  de  lemme.  On 
peut  effectivement  conclure  de  ce  qui  précède  le  corolr 
laire  suivant  ; 

CoROLLitRS.  —  Si  un  système  de  substitutions  conju- 
guées formées  avec  n  lettres  est  m  fois  transitif,  et  que 
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IHndice  [t-dece  système  soit  supérieur  à  a,  on  peut  for- 
mer un  système  de  substitutions  conjuguées  de  n~~m 

lettres  dont  Vindice  est ^- 

445.  l^ÉoniHE  IV,  —  Un  système  de  substitutions 
conjuguées  de  n  lettres,  dont  l'indice  est  supérieure  a, 

ne  peut  être  plus  de  -fois  transitif  [*). 

Es  effet,  quand  l'indice  (x  d'un  système  m  fois  transitif 
de  subsùtutions  formas  avec  n  lettres  est  supérieur  à  a, 
cet  indice  eat  en  même  temps  un  multiple  de  i.a...fnet 
vùa  diviseur  de  i .  a .  3 . . .  (m  —  m).  On  ne  peut  donc  pis 
avoir 

m~>n  —  m     ou     in~~>  — 

On  peut  même  ajouter  que  :  Si  n  est  supérieur  à  6, 
il  n'existe  point  de  système  de  substitutions  conjuguées 
formées  avec  n  lettres  dont  l'indice  soit  supérieur  à  3, 

et  qui  soit  -  fois  transitif. 

En  effet,  si  uniel  système  existe,  désignons-le  par  Gel 
soit  T  l'nne  de  ses  substitutions.  Supposons  que  la  sub- 

sbtotiou  T  remplace  les  -  lettres 

■ — a      -  —  1 


(')  Ce  tbéarinio  ■  été  démontré  par  Ms  Emile  Mathieu  dans  un  lU- 
maim  qui  fait  parUe  du  tome  V  du  Journal  de  VdiAnnsfifu»  para  et 
a^/>/ifH^«(s>  série);  M.  Mathieu  a  égatemenl  démontré  le  théoiéEDS  II 


DiailizodbvGoOgle 


SSCTlOir    IV.   —   CBlPITKE    III.  331 

le  système  G  renferme  une  substitution  U  qui  remplace 
ces  -  dernières  lettres  par 


b  éunt  une  lettre  différente  des  -  lettres  a  dont  est  formé 

le  premier  arrangement;  la  substitution  UT  =  S  ne  se 
réduit  pas  à  l'unilé  et  elle  ne  déplace  pas  les  lettres 
a,,  a,,...,  a„       ;  donc  le  système  G  renferme  une  sub- 
stitution qui  ne  déplace  que — hi  lettres. 
Décomposons  cette  substitution  S  en  cycles,  et  soit 
S  =  CC,C,...; 

si  T  désigne  nne  substitution  quelconque  de  G,  TST"'=:S^ 
sera  une  substitution  de  G  semblable  à  S  ;  posons 
S'  =  CC,C„.... 

,  Comme  S  et  S'  ne  renferment  <|ue  -  + 1  lettres,  ou  peut 
choisir  T  de  manière  que  l'on  ait 


oa  aura  alors 

SS'  =  CC'. 

La  substitution  SS'  appartient  à  G,  et  l'on  peut  même 
clioisir  à  volonté  les  lettres  de  C  a  l'exception  d'un« 
ttule.  Supposons  que  l'on  ait 

C  =  (».,„„»„. ..,«,_,). 

Sii  =  2,Cse  réduit  à  (a»,  a,),  C  sera  de  la  forme  (iojij) 
en  cboisissant  l'une  des  lettres  £o,  b,  parmi  celles  qui 

n.  ai 
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ne  figurent  pas  dans  S;  la  substitution  SS'  ne^plaçant 
an  plus  que  quatre  lettres,  on  a  nécessairement  (n"  143) 

î;3    ou    „Ç6. 

Si  *  est  ^  2,  on  peut  faire 

C  =  {a,,  b,  ai_,,  atf-i, . .  .,  a,);    • 
on  n'est  pas  libre  du  cboixde  è^  si  cette  lettre  diflSre 
de  a„  le  produit  SS'  ou  CC  est  (a^,  b)  (a,,  ni),  et  l'on 
conclut,  comme  précédemment,  que  n  est  au,  plus  égal 
à  &.  Si  la  lettre  b  n'est  autre  que  a,,  on  a 

SS'  =  («„a„  a,), 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  le  cas  de  n  =  4  où 
l'indice  du  système  deux  fois  transitif  est  a. 

Des  expressions  susceptibles  de  représenter  l'indice 
d'un  système  intransitif. 

446.  Soient  G  un  système  întransitif  de  substitulioiu 
'  conjuguées  de  n  lettres,  et 


les  <x  lettres  que  a,  peut  remplacer  par  les  substitutions 
de  G.  Si  a;  et  a,  désigneat  deux  quelconques  de  ces  lettres, 
le  système  G  renfermera  deux  substitutions  telles  que 


or  le  produit  de  la  deuxième  substitution  par  l'înTerse 
de  U  première  a  pour  effet  de  remplacer  la  lettre  Oj  par 
13,,  donc  tes  substitutions  de  G  peuvent  transporter  l'une 
quelconque  des  lettres  a  à  la  place  d'une  autre  lettre  quel- 
conque du  même  groupe.  Réciproquement,  toute  leilre 
susceptible  de  remplacer  nne  lettre  a,-  par  les  substi- 
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tition»  dfl  G  appartient  au  même  gronpe.  Car  si  la 
lettre  a  peut  remplacer  Oj,  par  une  substitution  de  G, 
cette  substitution  combinée  avec  l'une  des  précédentes 
pennettra  de  remplacer  a  par  Oi  et,  conséquemment,  la 
lettre  a  fait  partie  du  groupe  considéré. 

Soit  £,  l'une  des  lettres  données  non  comprises  dans  le 
groupe  précédent;  le  raisonnement  (jae  nous  venons  de 
faire  prouve  que  ij  fait  partie  d'un  deuxième  groupe  de 
lettres 

b.,   !>„...,   ig,  ,      ,_ 

^i  ne  peuvent  que  secbanger  entre  elles  par  les  substi- 
tutions de  G,  et  en  continuant  ainsi  on  voit  <jue  les 
n  lettres  données  peuvent  être  partagées  en  divers  groupes 


de  telle  manière  que  les  substitutions  de  G  ne  puissent 
qu  échanger  entre  elles  les  lettres  de  chaque  groupe.  Eu 
d'autres. termes,  chaque  substitution  S  de  G  sera  de  la 
forme 

S  =  A.BX..., 

A,  B,  C, . . .  étant  des  substitutions  qui  ne  déplacent  res- 
respeclivement  que  des  lettres  a,  des  lettres  b,  des 
lettres  c,  etc.  • 

Il  est  évident  que  les  substitutions  A  forment  un  sys- 
tème transitif  relatif  à  se  lettres,  et  de  même  les  substitu- 
tions B,  C,...  forment  des  systèmes  transitifs  relatifs 
à  6  lettres,  à  y  lettres,  etc.  Désignons  par  X  l'indice  du 
système  conjugué  formé  des  substitutions  A,  et  par  Ç  l'in- 
dice dn  système  G. 

Il  peut  arriver  que  lés  substitutions  A  soient  en  même 
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nombre  que  les  stibstitutions  de  G,  et,  dau»  ce  c 


d'où 

(■) 


Mais  si  l'ordre  ft  du  système  A  est  inférieur  à  l'ordre  v 
de  G,  il  y  aura  nécessairement  dans  ce  dernier  système  des 
substitutions  telles  que  AT,  AT'  composées  d'une  même 
sidistitution  A  et  de  deux  substitutions  T,  T'  indépen- 
dantes des  lettres  a. . . .  Le  produit  de  l'une  de  ces  sub- 
stitutions par  l'inverse  de  l'autre  ne  déplace  pas  les 
lettres  a  et,  en  conséquence,  le  système  G  renferme  nu 
certain  nombre  p  de  substitutions 

I,  T,,  T,,...,  T     , 

qui  ne  dépendent  pas  des  lettres  a  et  qui  forment  un  sys- 
tème conjugué  que  nous  désignerons  par  G'.  MaiuteDaDl, 
soit  A,  'V  l'une  des  substitutions  de  G.  qui  rènfermenL  le 
facteur  Ai,  ce  système  contiendra  les  p  substitutions 

A,T',  A.T'T,,  AiT'T,,.,.,  A.T'T      ,, 

mais  il  ne  contiendra  aucune  autie  substituiion  renfer- 
mant le  facteur  A,;  car  une  telle  substitution  peut  le 
mettre  sous  la  forme  A,  T'0,  et  si  elle  figurait  dans  G, 
©  yfigurerait  aussi.  Comme  A,  désigne  l'une  quelconque 
desfi —  I  substitutions  du  système  A,  distinctes  de  l'unité, 
on  voit  que  G  contient  fjp  substitutions;  ainsi  l'on  a 
V  ■=■  fi.p,  ou,  en  désignant  par  Ç'  l'ordre  du  système  G', 

a.3...n_  i.2.3..,a       i  .a.3.  ■ .(«  —  a] 
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ce  qni  doane  < 


s=(7:^ 


,..)[..=...(»-.))" 


Sî  l'on  suppose  que  le  système  G'  se  réduise  à  la  seule 
subsutuUoiL  égale  à  i,  on  aura 

5'  =  .. 3. 3. ..(/,-»}, 

en  sorte  que  l'on  peut  regarder  la  formule  (>)  comme 
comprise  dans  la  formule  (a). 

On  peut  raisonner  sur  le  système  O'  comme  nous 
Tarons  fait  sur  le  système  G,  et  l'on  aura  en  conséquence 

,.^.3. ..(.-.) 
S-(,.,.3...8)I..---.(»  — «)1*^' 

ift  étant  l'indice  d'an  système  transitif  relatif  à  S  lettres, 
et  g"  l'indice  d'un  système  relatif  à  n  —  ce  — -S  lettres. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'o&  rencontre 
dans  la  série  G,  G',  G",. . .  un  système  conjugué  qui  ne 
soit  plus  intransïlif  etqui  se  rapportera  alors  an  dernier 
des  groupes  de  lettres  données;  les  formules  précédentes 
donneront 

(3)  (f=9tXDÏie.  ... 

en  posant 


'(i.2.3...«)(i.3.3...e)(i.2,3...7).. 


La  formule  (3),  qui  a  été  indiquée  par  Cauchy,  nous 
fait  connaître  l'expression  des  nombres  susceptibles  de 
représenter  les  indices  des  systèmes  intrausitîfs. 
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447.  Il  faut  remarquer  que  la  formule  (9)'paita'écTiR 

^  1.2, ..a  =' 

et  OomtM  a  ne  peut  avoir  que  les  valeurs  I,  3,...,(n — i), 
le  premier  facteur  de  celte  expt«ssîoD  de  ^  est  l'im  det 
nombres 


dont  le  minimum  est  n.  D'aillears  .V>  et  ^'  sont  des  en- 
tiers, donc  Ç  est  an  moins  égal  à  n.  On  voit  même  cpe, 
pour  avoir  g  =  n,  il  faut  que  l'on  ail 

et  alors  le  système  proposé  G  est  évidemment  composé 
des  i.a.3...(/i  —  i)  substitutions  de  n  —  i  lelires. 

La  formule  précédente  montre  encore  que  si  Ç  est  su- 
périeur an,  cet  ïndîee  est  an  moins  l'gal  à  la  pins  petite 
de*  valeurs 


•Sur  la  limite  des  indices  supérieurs  à  a,  dans  le  cas 
des  systèmes  transitifs. 

448.  IVous  présenterous  ici  avec  quelques  modifications 
la  démonstration  que  Cauchy  a  donnée  du  théorème  de 
M.  Bertrand,  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  XXI  des 
Comptes  rendus  de  V  Académie  des  Sciences. 

D'après  ce  qui  précède,  l'indice  d'un  système  intransi- 
tif ne  peut  être  inférieur  au  nombre  des  lettres  ;  donc, 
pour  établir  le  théorème  que  nons  avons  en  vue,  il  snSt 
de  considérer  les  systèmes  transitifs. 

Je  dis  qne  l'indice  d'on  système  transitif  G  rdatU' 
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à.nleUfM  ne  peut  être  en  même  temps  sapénenr  à  a  et 
inférieur  à  n,  à  moins  que  n  se  soit  égal  à  4*  Pour  cela 
nous  dietioguerons  troia  cas. 

1°  Le  système  G  est  simplement  transitif.  -—  Dans  ce 
cas  le  système  G',  qui  comprend  celles  des  substitutions 
de  G  qui  ne  déplacent  qae  n  —  i  lettres,  est  intransitif  et 
sou  iodice  est  égal  ou  supérieur  à  n  —  i.  Cet  indiœ  eit 
lussi  celui  de  G,  et  je  dis  qu'il  ne  peut  pas  être  égal  i 
n  — I  si  n  est  |>4.  En  effet,  si  G  et  G'  avaient  n  — i 
pour  indice,  le  système  G'  (n"  447)  serait  formé  par  les 
substitutions  de  n — a  lettres,  et  ces  substitutions  feraient 
partie  de  G;  or  le  système  G  ne  peut  pas  contenir  toutes 
les  substitutions  de  n  —  i  lettres,  car  autrement  il  ne 
serait  pas  transitif,  ou  il  serait  composé  de  toutes  les 
substitutions  des  n  lettres,  et  alors  son  indice  serait  égal 
à  1.  Cela  étant,  si  n  est  >-  4j  on  ne  peut  pas  admettre  que 
le  système  G,  d'indice  n  —  i,  renferme  toutes  les  substi- 
tsiions  de  n  —  a  lettres-,  car  si  cela  avait  Heu,  l'indicé 

de  ce  système  serait  égal  à  l'un  des  nombres  -t 

n[n  —  i)  (n°  429,  Corollaire),  ce  qui  implique  contra-   . 
diction.  Donc,  si  n  est  ^  4)  l'iudjcc  de  G'  ou  de  G  est 
au  moins  égal  (n°  447)  au  plus  petit  des  deux  nomJires 
a(«  —  i),  1 i-i -■  Par  suite  cet  indice  est  supé- 
rieur an. 

2"  Le  système  G  est  deux  fois  transitif.  —  Alors  le 

système  G' est  simplement  transitif,  et  si  l'on  an — 1^4) 

l'indice  de  ce  système,  qui  est  aussi  celui  de  G,  sera  au 

moins  égal  au  plus  petit  des  deux  nombres 

,(«_2)  =  «-H(/z-4), 

(«_a)(;.-3)^^    ^    (ri-.)(«-6)^ 

a  a 

lesqtiels  ne  sont  pas  inférieurs  à  n,  quand  n  est  supérieur 
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k  5,  Noos-  uoiu  référons  poer  le  cas  de  n  =  5  an  théo- 
rème da  n"  433. 

3"  Le  système  G  est  au  moins  trois  fois  transitif.  — 
Soient  a« ,  a, , . . . ,  a,_i  les  lettres  données  et 


les  snbstitations  de  G.  Désignons  anssi  par  T,-  la  trans- 
position  (a,  Oi).  Si  l'on  multiplie  à  droite,  pour  fixer  les 
idées,  par 

T.,  T,,...,  T,^, 

les  substituUons  de  G,  on  obtiendra  rifx  produits  qm 
seroht  distincts,  si  l'indice  de  G  est  supérieur  à  a  ;  car  d 
l'on  avait 

T,S*=T;S*, 

on  en  conclurait 

Tr'Tj  =  S*sr', 

et  par  coDsé<]uent  la  substitution  TT'  T;  ferait  partie  de  G. 
Or  ce  produit  est  une  substitation  circulaire  de  trois 
lettres,  à  moins  que  l'un  de  ses  facteurs  ne  soit  égal  à  i,  et 
dans  ce  cas  elle  se  réduit  à  une  transposition.  D'ailleun, 
dans  notre  hypothèse,  le  système  G  ne  peut  renfermer 
une  telle  substitution  (n**  443,  Corollaire)^  donc  les 
np  produits  que  nous  avons  formés  sont  distincts,  ce  qui 
exige  que  «f*  ne  soit  pas  supérieur  à  1.2. .  .n,  c'est-à- 
dire  que  l'indice  de  G  soit  au  moins  égal  à  n. 
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CHAPITRE  IV. 

SUR  QDELQUES  CAS  PARTICULIERS  DE  LA  THÉORIE 
DES  SUBSTITUTIONS. 


449.  Les  deTeloppcments  que  je  me  propose  de  pré- 
senter ici  nous  conduiront  à  des  conséquences  intéres- 
santes au  piint  de  vue  de  la  théorie  des  substitutions,  et 
ils  trouverort  en  outre  plos  loin  leur  application  dans  la 
théorie  des  éjuations. 

Soit  posé 

.  ax  -i-  b 

a,  b,  a',  h'  ttant  des  quantités  quelconques  données; 
TaisoDS  aussi 

8'r  =  661,     9"*  =:  fle'x , . . , ,     Vx=  69— 'a; ; 
il    est  très-al^  d'avoir  l'expression  générale   de  6"X. 
Soit  en  e£fet 

a^x  -*-  b^ 

on  pourra  écrie,  d'après  la  loi  de  fonnatioa  des  fonc- 
tions â*x,  e*a:,  îtc, 


Pour  tirer  de  les  équations  les  valenrsde  â„,  d„,  h^i  b'„ 
tn  fonction  des  {Uantités  connues  a,  a',  h,  &',  désignons 
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par  z  noe  qaaDtûé  telle,  que  t'oa  ait 

les  équations  (3)  donneront 


a„-\-<i^Z—(a-\-à 

■.)(.„+<_,.).  ■ 

A„  +  i'^z=(a-f-û' 

'«)(»-. +  »L.,')i 

d'oui' 

on  tire 

(5) 

(".+«.>= 
(*.+*'."= 

En  outre,  l'équation  (4).  qui  est  du  deusième  degré,  a 

deux  I 

acine»,  el  si  l'oo  désig 

ne  ces  racines  par  z  et  ^', 

on  aura  encore 

(6) 

1  ».  +  »'.>'  = 

^^K 

„  K- 

En  faisant,  pour  abréger, 

(7) 

ii=v'(»  +  y)'- 

-4(«»'-So), 

et 

P„  =  {a  +  b'  +21] 

|.  +  („4.S_„)., 

(8) 

(.  +  4'  +  «) 

i--(»  +  *-a')" 

2f                                   * 

Un  trouve  aisément 

_P.+  ( 

o-*')Q. 

(9) 

'^:^  ^  ':.=  '^ 

>-6')Q^ 
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équadoiudont  on  déduit 


\  a„b'^~b^a„^{ab'  ~  ba')'; 
en  sorte  que,  si  l'on  a 

ab'  —  ùa'=^±  I, 
on  aura  aussi 

o^b-^- b^a'„=±.i. 

4^0.  Ou  coDuait  donc  les  coeflicients  de  la  fonction 
S^x  en  fonction  des  quantités  connues  a,  b,  à',  V.  A  là 
vérité,  '  notre  analyse  semble  en  défaut  si  t  est  nulle,  car 
dans  ce  cas,  bs  racines  2  et  r'  étant  égales,  les  équa- 
tions (6)  ne  liffèrent  pas  des  équations  (5);  mais, 
comme  les  équations  (8)  et  (g)  ont  lieu  quelque  petite 
que  soit  f,  il  e»  résulte  qu'elles  subsistent  pour  i  =  o: 
on  a,  dans  ce  cai, 

et,  par  suite, 

/     _!»->■  t')-'-»("-''>(°+*')-' 


(") 


^J■r 


j.+f)-- "(--y»» 


Ici  les  quantités  ti,h^<i,y  doivent  vériljer  l'équation 
(.2)  (d+ô')'=4{«6'-A<,'), 
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et  l'on  peut  écrire  la  valeur  de  6^x  comme  il  soit  : 


Ou  voit  que  si  l'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  in, 
B„x  converge  vers  la  quantité 

•        {a  —  b')x  +  ^b 

I        n         1                         « — ^'    —ai* 
qui  a  pour  valeur  lune  des  constantes  —■>  t,> 

lesquelles  sont  égales  entre  elles  en  vertu  de  la  rela- 
tion (is). 

451.  ProposODS-nons  maintenant  de  tnaver  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'oii  ait  identique- 
ment 

(,3)  .',  =  «, 

c'est-à-dire 

(.«         «,=6;.  «;=o,  *,=«. 

On  voit  immédiatement  qu'on  doit  exclure  le  cas  pard- 
cttlier  oiî  l'on  aurait 

[a-^b-Y  =  ly[ab'-bd). 
car  les  équations  (ii)  montrent  que,  xmr  satisfaire  aux 
équations  (i4)t  >1  faudrait  que  l'on  eût 

par  suite, 

ab'  —  io'  =  o , 
et  alors  la  fonction  Sx  ne  dépendrait  jas  de  ar.  Cela  étant, 
on  voit  par  les  équations  (9)  que,  çtonr  satisfaire  anz 
équations  (i4))  il  est  nécessaire  et  si^sant  que  l'on  ait 
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(a  -h  b'  +  2fJ''  — (a  +  i'  — a(]''. 
Ou  tire  de  ]à 

2llt  /- 


(i5)  2f=(«  +  6')taDg  —  ^— I, 

en  désignant  par  X  an  nombre  entier  qu'on  doit  supposer 
premier  avec  [t  pour  qu'il  faille  effectivement  exécuter 
fi.  fois  sur  X  l'opération  désignée  par  $  avant  de  repro- 
duire X,  " 

La  comparaison  de  cette  valeur  de  a  t  avec  celle  qu'on 
tire  d^  l'équation  (7},  donne 
(16}  {a  +  6')'—  4{ai'  _  èa')  cos'  —  =  o  ; 

ce  qui  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
l'on  ait 

S'"  3;  =  a:. 
Si  l'on  suppose  que  les  quantités  a,  b,  a',  V  soient 
réelles,  l'équation  {16)  montre  que  la  quantité  aZi' —  6a' 
doit  être  positive,  le  casdeff  =  2  étant  excepté.  Et  comme 
on  peut,  sans  changer -la  fonction  %x,  multiplier  les  con- 
stantes a,  ê,  a',  V  par  un  facteur  quelconque,  on  voit  que, 
sans  altérer  la  généralité  de  la  solution,  on  peut  supposer 
(17)  aW-ba'^x; 

■  alors  l'équation  (16)  donne 
(r8)  "  <,+  A'  =  2cos^. 

JS  ous  ne  mettons  pas  le  signe  d=  devant  le  second  membre, 
parce  qu'on  peut,  si  on  le  juge  à  propos,  changer  les 
signes  des  quatre  quantités  a,  h,  a',  b'. 
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Des  équations  (17)  et  (18)  cm  tire 


(■9) 


et  la  fonction  Ox  a  pour  valeur 


(20-) 


îc  —  I  o  —  a  cos  —  I 


Les  quantités  a  et  a'  demeurent  indéterminées;  quani 
k  1,  c'est  un  nombre  entier  quelconque  premier  avec  fi. 
Si  l'on  continue  de  poser 


on  trouvera  aisément 


(2O 
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Des  équations  {19)  et  (ai)  on  tîi'e 


(») 


Ces  formules  permettent  de  résoudre  la  question  suî- 
Tante  : 

Etant  donnée  une  fonction  linéaire  -? tt^  trouver 

7  telle,  que  l'on  ait 


une  fonction  linéaire  9x  = 
identiquement 


et      e'^j?  =  a:. 


On  voit  que  le  problème  n'est  possible  que  si  les  quan- 
tités données  a^,  b„,  a'^,  b'^  satisfont  aux  équations  (2a). 
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Des  fonctions  ralioniiélîes  linéaires  prises  suivant  un 
module  premier.'  '  '^ 

■:  452.  Nous  allons  considérer  ici,  à  ua  point  de  vue 
particulier,  les  fonctions  rationnelles  linéaires  de  la 
forme 

f)  —  ,^- 

dans  lesquelles  z  est  une  yariable  indépendante.  Nqus 
supposerons  que  les  constantes  a,  b,  a',  h'  soient  des 
nombres  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs,  et  nous  con-j 
viendrons,  en  outre,  de  prendre  les  résultats  suivant  un 
nuxlule  premier  impair  p  -,  en  d'autres  termes  nous  re^ 
garderons  comme  équivalents  les  entiers  qui  sont  (x>n- 
grus  relativement  au  module.  Les  développements  qui 
vont  suivre  conduisent  à  de  conséquences  intéressantes 
pour  la  tbéorle  des  nombres  et  qui  sont  surtout  utiles 
dans  la  théorie  des  substitutions  ;  je  les  ai  présentés,  pour 
la  première  fois,  dans  un  article  inséré  au  tome  XL VIII 
des  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences.  " 

Comme  nous  faisons  abstraction  du  cas  où  Bz  se  réduit 
à  une  constante,  la  différence  ab' —  ba'  ne  sera  jamais 
congrue  à  zéro  suivant  le  module  p  ;  cette  différence  sera 
dite  le  déterminant  de  la  fonction  linéaire  Qz.  On  peut 
sans  cbanger  cette  fonction  multiplier  les  quatre  con- 
stantes a,  b,a',  î>'par  un  même  nombre  k\  le  détermi- 
nant se  trouve  alors  multiplié  par  ft',  et  il  sera,  après 
comme  avant  la  multiplication,  résidu  quadratique  ou 
non-résidu  quadratique  de  p.  D'après  cela,  nos  ionciieni 
linéaires  peuvent  être  classées  en  deux  genres  ;  le  pre- 
ftiier  genre  comprendra  les  fonctions  dont  le  détermi- 
qAnt  'est  résidu  quadratique,  tandis  que  celleB  dont  le 
déterminant  est  non-résidu  constitueront  le  deu:ftène 
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genre.  Maïs  on  voit  que  l'on  pourra  toujours  faire  eu 
sorte  que,  dans  le  premier  genre,  le  déterminant  soit  uu 
résidu  quadratique  quelconque  donné,  i  par  exetnple,  et 
pareillement  que,  dans  le  deuxiètne  genre,  ledéierminaiit 
soit  un  non-résidu  quelconque  donné.  "^ 

L'expression  générale  de  ôz  comprend  des  fonctions 
entières  et  des  fonctions  fractionnaires;  les  premières 
peuvent  être  ramenées  à  la  forme 
(î)  /•+!,, 

et  les  dernières  à  la  forme 

A  dé^gnant  dans  les  deux  cas  le  déterminant  de  la 
fonction. 

Dans  les  formules  (2)  et  (3),  le  déterminant  A  peut 
recevoir  les  p  —  1  valeurs 


parmi  lesquelles  il  y  a  autant  de  résidus  que  de  non -ré- 
sidus; les  constantes^  et  g  peuvent  recevoir  les  mêmes 
valeurs,  et,  en  outre,  la  valeur  zéro.  Il  s'ensuit  que  le 
nombre  des  fonctions  entières  est  p  [p  —  i)  en  compre- 
nant la  variable  z  elle-même,  et  que  celui  des  fonctions 
fractionnaires  est  p'  {p  —  1}  ;  par  conséquent,  le  nombre 
total  fi  des  fonctions  linéaires  suivant  le  module  p  est 

(4)  N  =  (/.  +  i)p(/.-i}, 

et  le  nombre  des  fonctions  du  premier  ou  du  deuxième 

genre  est  -N. 

•153.  Soient  Oz  et  ôiZ  deux  fonctions  rationnelles  li^ 

néaires  prises  suivant  le  module  p;  pour  abr^er.  le  ài^ 

cours,  nous  nommerons  produit  de  la  fonction  linéaire 

IL  22 
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6i  z  par  dz  le  résultat  W,z  que  l'on  obtient  en  exécutant 
d'abord  sur  la  variable  z,  l'opération  désignée  par  6,, 
puis  sur  le  résultat  9i  z,  l'opération  désignée  par  9  ;  cette 
déSniLion  s'étend  naturellement  au  cas  de  trois,  de  qua- 
tre, etc.,  fonctions  linéaires.  Le  produit  de  m  fonctions 
linéaires  égales  à  dz,  c'est-à-dire  le  résultat  que  l'on  ob- 
tient en  exécutant  m  fois  sur  z  l'opération  4,  sera  la 
m"'"'  puissance  de  Qz,  et  nous  la  représenterons  par  ff"z. 
Le  produit  de  deux  fonctions  linéaires  a  pour  déter- 
minant le  produit  des  déterminants  des  facteurs.  Si,  en 
effet,  on  pose 

ai-k-b  ^n|ï-i-fi| 

on  aura 


'    "^  (fl'<i,-t-i'fl',}ï-+-t<i'*,4-i'i',)*^A's-f-B'' 
et 

jAB'  —  BA')  =  (flf  —  ba')  {a,  h\  —  b,a\). 

On  conclut  de  là  que  le  produit  de  tant  de  fonctions 
linéaires  que  l'on  voudra  est  une  fonction  linéaire  dont  le 
déterminant  est  égal  au  produit  des  déterminants  des 
facteurs.  D'où  il  suit  que  la  fonction  produit  appartiendra 
au  premier  ou  au  deuxième  genre,  suivant  que  le  nombre 
des  facteurs  du  deuxième  genre  sera  pair  ou  impair. 

Il  est  évident  que  l'ensemble  de  toutes  les  fonctions 
linéaires  forme  un  groupe  tel,  que  le  produit  de  plusieurs 
fonctions  du  groupe  fait  aussi  partie  de  ce  groupe.  On 
voit  par  ce  qui  précède  qu'il  en  est  de  même  de  l'ensemUe 
des  seules  fonctions-  linéaires  du  premier  genre,  mais 
non  pas  de  l'ensemble  des  seules  fonctions  du  deuxième 
genre. 

454.  Considérons  la  série  indéfinie 

■(5)  ■  i,  H,  B'«,  »i,.... 
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folmëe  par  la  Variable  z  et  les  diverses  ptiûsances  de  la 
fonction  linéaire  ôz  pour,  le  module  premier  p.  Comme 
le  notabre  des  foncticms  linéaire*  est  liioité,  la  suite  pré- 
cédente ne  pourra  jamais  offrir  qu'un  aombo-e  fini  de 
Taleurs  disiiocies  suivant  le  module  p,  et,  par  conséquent, 
quelques-uns  des  termes  de  uette  série  se  trouveront  né- 
cessairement reproduits  une  iiifioîté  de  fois.  Supposons 
que  l'on  ait  identiquement 

g^+wg^e""!;    ou    fl''e''s^fl"a     (mod./^j, 

on  pourra  écrire  z  au  lieu  de  tj"?,  et  l'on  aura  ideutî- 
^ement 

(6)  fl''z  =  ï     {maà.p), 

d'où  l'on  conclut  aisément 

i^^^z^^^z    (mod.p), 

qnds  que  soient  les  entiers  positifs  i.  et  p.  On  peut  con- 
venir d'étendre  cette  formule  à  toutes  les  yaleurs  positives, 
nulle  ou  négatives  de  p,  en  sorte  que  l'on  aura  en  parti- 
culier 
I7)  9-i^z     (mod.,.). 


[8J  e-'î  =  e— 'a     (mod.^). 

Si  a  désigne  le  plus  petit  nombre  tel,  que  la  con- 
gnience  (6)  ail  lieu  identiquement,  la  série  (5)  ne  corn* 
prendra  que  les  n  termes  distincts 

(9)  z,  6z,  a-z,...,  S^>z, 

et  deux  quelconques  de  ces  termes  seront  effectivement^ 
incongms  suivant  le  nutdale  p,  au  moins  tant  que'z 


^laiiizodbvGoogle 


34o  OOCKS    d'ALOËBKE   SDYÉBlËtfte'. 

restera  indéterminé;  le  nrtmbre  n  sera  dît  YordreAtXi 
fonction  linéaire  9z  pour  le  module  p. 

Si  e  est  un  nombre  premier  avec  n  et  inférieur  à  n, 
la  fonction  Q'z  sera,  comme  $z,  de  l'ordre  n  \  car  si  l'on 
suppose  les  termes  de  la  suite  (9)  rangés  en  cercle  a 
qu'on  les  compte  de  e  en  e  à  partir  du  premier  z,  c'est- 
à-dire  en  suivant  l'ordre 


il  est  clair  qu'on  ne  reviendra  au  point  de  départ  qu'a- 
près avoir  rencontré  le»  n  termes.  Au  contraire,  si  les 
nombres  n  et  e  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  (^ 
supérieur  à  1 ,  on  se  trouvera  ramené  au  point  de  départ 

après  avoir  rencontré  -j  termes,  et  l'ordre  de  la  fonc- 
tion 6'  z  sera  égal  à  -  ■ 

La  fonction  6~'z  définie  par  la  congruence  (8)  ser» 
dite  l'inverse  de  6s;  on  peut  obtenir  immédiatement  sa 
valeur.  Car  si  l'on  remplace  z  par  6~'  ;:  dans  la  con- 
gruence (1),  il  vient 


d'où 

eu  sorte  <]ue  les  fonctions  $z  et  d~*2  se  déduisent  l'une 
de  l'autre  en  changeant  a  et  b'  en  —  b'  el  —  a. 

435.  Soït,  comme  précédemment, 


et  posons  en  outre 


*  +  *™' 
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îî|lW  fait,  poup  abréger,  comme  au  n"  449, 


(il)  2(  =  V(o  +  />•]'  —  4{«é'  —  ùa'), 

l    P„  =  (fl  +  è'+20-  +  («+   t'  —  2()-, 

(i3)  ^  (a  +  é'  +  2r)--(g  +  ^'-af)-^ 

on  aura  ]es  équations  déjà  considérées 

(>4)        '  °  *'  '' 

eti{uj  sont  comprises  dans  les  formules 

Désignons  par  ^  le  déterminapt  al/ —  ba'  de  la  fonc- 
tion d  z  et  par  A„  celui  de  0"  s  ;  posons  en  outre 


on  aura  par  les  formules  (i4)  ou  (i5) 

i'i)  7  =  1'    '.  =  '■• 

On  voit  que,  dans  le  passage  de  la  fonction  Qz  à  sa 
m""'. puissance  6"z,  les  rapports  des  quantités  a — h\ 
h,  fl',  t  à  l'une  d'elles  restent  invariables  et  que  le  déter- 
minant se  troave  remplacé  par  sa  m'''"'  puissance;  cette 
dernière  propriété  résulte  d'ailleurs  de  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut. 

Les  formules  (i4}  montrent  que  ô"z  ne  peut  jamais  être 
une  fonction  entière  autre  que  z,  à  moins  que  $z  ne  soit 
elle-même  entière;  car  si  a'n'est  pas  nul,  a'„  ne  peut 
s'évanouir  que  dans  le  cas  oà  l'on  a  Q„  =  o,  et  alors  on 
a  J„  =  o  et  a„  =  b'^. 
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Pour  satisfaire  à  la  coD|;rueoce  (6),  il  ^niet  il  'snfEt 
que  l'on  ait 
(i8)  %  =  o     {moà.p); 

mais  pour  que  n  soit  elTectiveuient  l'ordre  de  la  fonc- 
tion 6  z,  il  faut  en  outre  que  pour  toute  valeur  de  m  iofé- 
rieure  à  n  la  quantité  Q^^  soit  différente  de  zéro  ;  nous  fai- 
sons ici  abstraction  du  cas  où  6z  est  du  premier  ordre, 
c'est-à-dire  du  cas  où  6z  se  réduit  à  z. 

Nous  nous  proposons  d'étudier  les  fonctions  linéaire 
6z  au  point  de  vue  de  leur  ordre.  Il  convient  dans  celte 
recherche  de  distinguer  trois  cas,  suivant  que  la  quan- 
tité t*  est  congrue  à  zéro  suivant  le  modale  p,  résidu 
quadratique  de  ce  module,  ou  non-résidu  quadratique. 

456.  Examinons  d'abord  le  premier  cas  où  la  quan- 
Uté  t*  est  congrue  à  zéro  suivant  le  module  />;  la  cod- 
gruence  (|S)  devient  alors 

a«(<7  +  6')"-'^o    [mod.p]. 

On  ne  peut  pas  avoir  a  +  t'^o  {mod,  p),  car  autre- 
ment la  condition  t^o  (mod.^]  se  réduirait  à 

aè' —  ba' ^o     (niod.  p]i 

le  déterminant  de  Bz  serait  nul  et  cette  fonction  se  rédoi' 
rait  à  une  constante.  La  congruence  (i8)  ne  peut  donc 
avoir  lien  que  si  n  est  un  multiple  de  p,  et  par  consé- 
quent, dans  le  cas  qni  nous  occupe,  l'ordre  de  la  foRc- 
tïon  linéaire  9z  est  toujours  égal  an  modale  p.  La  con- 
dition t^o  (mod.  p)  donne 

a  +  b'^nt/à      (mod./r); 
d'où  il  suit  que  le  déterminant  A  est  résida  quadratique 
de  ^,  et,  par  conséquent,  la  fonciioD  Oe  appartint  an 
premier  genre. 
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Oo  otniendra  toutes  les  fonctioas  linéaires  d'ordre  p 
eu  prenant  tous  les  systèmes  de  solutions  distinctes  des 
deax  congruences 

/i  +  é'^zy'Â,     ab' — ia'^a     (mod. /»); 

si  l'on  veut  d'abord  les  fonctions  entières,  on  posera 
a'=o,   é'  =  i,  ce  cjui  donnera  a  =  A  =  i^  on  aura 
donc  les  p  ■^—  I  fonctions  d'ordre  p 
(19)  %z  =  z^b, 

en  prenant  pour  h  les  valeurs  successives  i,  3,...,^  — 1. 
Pour  avoir  les  fonctions  fractionnaires,  nons  ferons 
a'  =  t  et  nous  poserons 

ce  qui  donnera 

a=\/i-i-g,      b'~<i/l~g,     b—-~g', 

en  sorte  que  l'expression  des  fonctions  fractionnaires 
d'ordre  p  sera 

.-t-tVi  — g-)  i  +  v'^i  — ff 

On  peut  attribuer  à  la  quantité  g  les  p  valeurs 


et  à  la  quantité  ^  les  mêmes  valeurs,  zéro  excepté; 
on  obtiendra  ainsi  p{j>  —  1)  fonctions  fractionnaires.  11 
suit  de  là  que  le  nombre  total  Np  des  fonctions  linéaires 
d'ordre  p  est 

[21)  ■        lH,^[p+i){p-y). 

Comme  tout  nombre  inférieur  à  p  est  premier  avec  ce 
nombre,  toutes  les  puissances  d'une  fonction  linéaire 
d'ordre  p  sont  aussi  de  cet  ordres  il  en  résulte  que  les 


3,g,i,;t!dbïGoogIe 


344  OOUM   D'AtCÈBTtB   StPtAÏKtntC. 

Np  fondions  dont  nous  venons  d'él«blir  l'exiiWéhcfe'fo*'- 
moni  p  -ht  groupes  renfermant  chacan  p  —  i  fonctions 
qui  sont  les  puissances  de  l'une  quelconque  d'entre  elles. 
Les  p  — I  fonctions  comprises  dans  la  formule  (19)  cod- 
stituent  évidemment  l'un  de  ces  groupes,  et  l'on  oblien- 
dra  les  p  autres  groupes  par  U  formule  (  20)  en  associant 
successivement  chacune  des  p  valeurs  de  g  avec  le  système 
de's  p  —  1  valeurs  de  s'A.  Effectivement,  si  l'onfonne, 
en  se  servant  des  formules  (i4)  ou  (i5),  la  puissance 
m''""  de  la  fonction  6z  donnée  par  l'cquation  (20),  011 
trouve 

(-v/Â+g-)s  — g' 

(a2j  0-=VZ '— 


>  +  (^Va~?) 


expression  qui  se  déduit  de  celle  de  6z  par  le  seul  chan- 
gemeulde  \fK  en  —  )fÂ. 

^7.  Lorsque  la  quantité  t'  est  différente  de  zéro,  I* 
congruence  (iS),  savoir, 

(1^3)       (a+4'  +  î,)'-.(o  +  4'-;.<)-     (mod.,), 
peut  être  mise  sous  la  forme 

{24)  a  +  ô'+  2(^({o  +  ô'  —  2f)     (mod,  p], 

eu  désignant  par  i  une  racine  de  la  congruence 
(35)  i"^!     (mod.p). 

En  outre,  pour  que  n  soit  effectivement  l'ordre  de  la 
fonction  fiz,  il  est  nécessaire  que  ;  soit  une  racine  primi- 
tive de  la  congruence  précédente. 

Si,  dans  la  congruence  (24)1  on  substitue  à  (  sa  valeur 
tirée  de  la  formule  (la),  puisqu'on  fasse  disparaître,  par 
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.i'dwatMJD  au  carré,  le  radical  introduit,  jt  viendra 

lelle  est  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  con- 
stantes a,  b,  a',  y,  pour  que  le  nombre  ra  soit  l'ordre  de 
la  fonction  8z,  dans  l'hypotlièse  où  (  est  différent  de 
séro.  Si  l'on  pose 

on  pourra,  au  moyen  des  formules  {12),  (a4)  ^'  (^7)ï 
exprimer  les  quantités  a,  V,  ba'  et  le  déterminant  A  en 
fonctîop  des  quantités  g,  t,  i\  on  trouve  ainsi 


b'— t  —  g, 

I20J  <  >-i 

1  ba'  —  t'  —  g'. 

Ces  formules  serviront  à  construire  les  fonctions  linéaires 
que  nous  considérons  ;  on  pourra  faire  a'  =:  1  quand  celte 
quantité  a' ne  sera  pas  nulle.  Il  est  aisé  de  former  aussi 
la  puissance  m""'  de  6z,  savoir 


on  trouve,  en  faisant  usage  des  formules  (i4)  ou  (i5)  et 
en  supprimant  un  facteur  commun,  ce  qu'il  est  permis 
de  faire, 

(29)     «"+*;„=^'':^'    ««-&:„=«-&',    ^:„=a',    b„=b; 


^laiiizodbvGoOgle 


346  COURS   D'ALakBRE   SUPiUJHWE. 

en  sorte  qu'on  passe  de  l'expression  de  $z  k  celle  de  ^z 
en  remplaçant  simplement  i  par  i"'  sans  changer  les  va- 
leurs de  g  et  de  t. 

458.  Supposons  que  la  quantité 

soit  résidu  quadratique  du  module  p.  Aloi's  les  quantités 
f  et  I,  respectivement  définies  par  les  formules  (i2)el(a4), 
sont  l'une  et  l'autre  réelles  ;  par  suite /ue  peut  être  racine 
primitive  de  la  congruence  (aS)  que  dans  le  cas  où 
l'ordre  n  de  la  fonction  9z  est  égal  à  p  —  i  on  à  un  di- 
viseur de  p  —  1 .  Les  fouctions  linéaires  qui  répondent  à 
une  racine  primitive  ideJa  congruence  (aS)  peuvent  èire 
formées  immédiatement  au  moyen  des  formules  (38). 

Pour  avoir  en  premier  lieu  les  fonctions  entières,  on 
fera  a'=  o,  b'  =1,  et  l'on  aura  ces  deux  solations  : 


qui  dooneront  les  ap  fonctions  entières  iz-\-b^-z  +  h 

si  l'on  attribue  à  b  les  valeurs  successives  o,  i,  3,...,p— i. 
Mais  nous  considérerons  seulement  les  p  fonctioQs  fotu^ 
nies  par  la  première  formule 

(3o)  /z  +  6 

comme  appartenant  à  la  racine  i;  les  p  autres  seront  rela- 
tives à  la  racine  primitive  -7  si  n  est  ^  2,  et,  dans  le  cas 

particulier  de  n  =  a,  elles  coïncideront  avec  celles  de  la 
formule  (3o). 

Pour  avoir  en  second  lieu  les  foncUonis  fractionnaires, 
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I  dans  les  formules  (38)  etl'onaura 


(3.) 


le  changement  de 


4'f  . 


ï  en  — t  dans  les  formules  {3i)  équi- 
vaut au  changement  de  i  en  -r;  donc,  lorsqu'on  doit  em- 
ployer successivement  toutes  les  racines  i,  on  peut  se 
borner  à  donner  k  t  toutes  les  ■■  —  valeurs 


Quant  à  la  quantité  g,  elle  peut  recevoir  les  p  valeurs 


Od  obtiendra  de  la  sorte,  au  moyen  des  formules  (3i), 

fonctions  fractionnaires  relatives  à  la  racine  i, 

ce  qui,  avec  les  p  fonctions  entières,  donnera  un  total  de 

~{p-^i)p  fonctions  linéaires.  Et  cela  aura  lien  encore 

dans  le  cas  de  n=m,  bien  qu'alors  la  congmence  (aS) 
n'ait  que  la  seule  racine  primitive  — i,  car  cette  racine 
ëiant  égale  à  son  inverse,  les  formules  (3i)  ne  change- 
ront pas  par  le  changement  de  (  en  —  t. 

II  est  facile  de  voir  que  \eA^(p+i]p  fonctions  qui 

répondent  à  une  racine  i  sont  distinctes  de  celles  qui  se 
rapportent  à  une  deuxième  racine  primitive,  en  sorte  que 
si  f  (n)  déûgne  le  nombre  des  racines  primitives  de  la 
congruence  (a5),  il  y  Aura  un  ntffiibre  de  fimctions  d'or- 
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dre  n  ^al  à 

pour  lesquelles  la  quantité  I*  est  résidu  quadratique  de  p. 
En  particulier,  le  nombre  des  fonctions  linéaires  d'ordre 
p  —  x  sera 

ç  (p  —  i)  désignant  ici  le  nombre  des  racines  primitives 
pour  le  nombre  premier  p. 

Quant  an  nombre  tolal  des  fonctions  linéaires  pour 
lesquelles  (*  est  résidu  quadratique  de  p,  et  dont  l'ordre  n 
est  en  conséquence  un  diviseur  de  p  —  i ,  il  sera  donné 
par  la  formule 

l'expressioo  Vy(n},  qui  s'étend  à  tous  les  diviseurs  n 

de  ^  —  I ,  I  excepté,  est  égale,  comme  ou  sait,  à  p  —  s  ; 
on  aura  donc 

(3a)  H^,  =  !(;,  + !)/'(;' -2)- 

Ces  Np_,  fonctions  linéaires  peuvent  être  partagées 

en  -  (p  4- i}p  groupes  contenant  chacun  p  —  a  fonctions 

qui  sont  les  p  —  2  puissances  d'une  fonction  linéaire 
d'ordre  p  —  i  relative  à  une  racîne_primitive  donnée  de/;. 
En  effet,  il  est  évident  que  toutes  les  N^,,  fonctions 
que  nous  considérons  seront  données  par  les  formules 
(3o)  et  (3i),  en  employant  toutes  les  racines  de  la  con- 
gruence 

iP—'  —  I  ^  o     (mod.  p), 

excepté  I  ;  et  ces  racines  ne  sont  autre  chose  que  1» 


^lailizodbvGoOglf 


sBcTtON  IV.  -^  chaïitbb  it.  349. 

p —  a  premières  puissances  d'une  racine  primitive  i.  Or, 
en  employant  cette  racine  pHmîtive,  les  équations  (3o) 
et  (3i)  donDent  -(p  ■+- 1)/>  fonctions  d'ordre^  —  i  ;  d'ail- 
leurs les  fo;:içulea  (39)  moutrent  que  les  puissances  de 
ces  fonctions  se  déduisent  des  fonctions  eUes-mèaies,  en 
remplaçant  la  racine  primitive  t  par  ses  puissances;  ou 
aura  donc  toutes  les  fonctions  linéaires  que  nous  consi-  . 
déroDS  en  prenant  \es-[p-T-i)p  qui  répondent    à    la 

racine  primitive  donnée  i,  et  en  formant  le  groupe  des 
p —  2  premières  puissances  de  chacune  d'elles. 

Les  formules  (3i)  montrentque  A  et  i  sont  en  même 
temps  résidus  ou  non-résîdus  quadratiques  de  p  ;  il  s'en- 
suit que  les  fonctions  dont  nous  nous  occupons  appar- 
tiendront au  premier  ou  «u  deuxième  genre,  suivant  que 
la  racine  (  à  laquelle  elles  se  rapportent  sera  résidu  ou 
non-résidu  quadratique  de  p.  Or,  pour  le»  fonction» 
d'ordre  p — i,  i  est  non-résidu;  donc  ces  fonctions  et  leur» 
puissances  impaires  appartiennent  au  deuxième  genre, 
tandis  que  les  puissances  paires  appartiennent  au  premier 
genre.  On  voit  aussi  que  parmi  nos  Np_,  fonctions,  il  y 


qui  appartiennent  au  premier  genre,  et 

qui  appartiennent  au  deuxième  genre. 

459.  Examinons  maintenant  le  cas  où  U  quantité 
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est  non-résidu  quadratique  du  module  p.  Alors  U  quan- 
tité t  est  imaginaire,  et  ponr  qae  a  et  b'  soient  réelles,  il 
faut,  parles  formules  (a8},c[uela  racine  i  soit  elle-même 
îmagioaire,  ou  qu'elle  soit  égale  à  — i;  dans  ce  dernier 
cas  on  a  nécessairement  «  =  a.  Je  dis  que  généralement 
le  nombre  n,  qui  marque  l'ordre  de  la  fonction  9z,  est 
égal  k  p-i-i  ou  à  un  diviseur  de  p  + 1 .  Si  l'on  a  n  =  2, 
la  proposition  est  évidente,  car  2  divise  p-\-i;  supposons 
donc  71  >  2.  Si  l'on  pose 

C'I  ^^  =  '<*  +  "' 

la  congruence  (26)  devient 

(34)  1'— 2^(-i-i  =0     (rood./i). 

On  sait  (n°  372,  théorème  III)  que  les  racines  de  U  con- 
gruence irréductible  (34)  peuvent  être  représentées  par  t 
et  i''^  et  comme  le  produit  de  ces  racines  est  congru  k  i, 
on  a 

(35)  iP+'=i     [mod.p]; 

I  ne  peut  doDC  être  racine  primitive  de  la  congruence  (  aS  ) 
que  si  n  est  ^al  à  p  -|-  i  ou  à  nu  diviseur  de  p  -J- 1 . 

D'après  la  congruence  (34),  k  désigne  la  demi-somme 
des  deux  racines  conjuguées  i  et  -i  et  il  en  résulte  que 
l'on  a 


nous  attribuerons  au  radical  qui  figure  dans  le  second 
membre  de  cetie  formule  celles  de  ses  deux  valeurs  qui 
fait  partie  de  la  suite 
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la  seconde  valeur  da  radical  sera  alors  relative  à  la  ra- 
cine -r  inverse  de  i.  Cela  pose,  comme  l'bypollièse  a*  =  o 
rendrait  t*  résidu  quadratiqae  de  p,  le  cas  que  nous  exa- 
miDons  ne  comprend  pas  de  fonctions  entières;  on  peut 
donc  faire  d  ^\  et  les  formules  (  28)  donneront  alors 

V  ^  — ' 

Ces  formules  feront  connaître  les  fonctions  linéaires  qui 
répondent  à  la  racine  i  en  donnant  à  ^  les  ^  valeurs 

et  en  prenant  successivement  pour  ('  tous  les non- 
résidus.  On  aura  ainsi  —  p(p  —  ■)  fonctions  linéaires 
d'ordre  n  relatives  à  la  racine  i,  et  il  faut  remarquer  que 
l'on  obtiendrait  en  même  temps  les  puissances  de  ces 
lonctîons  en  remplaçant  la  racine  i  par  ses  diverses  puis- 
sances. On  voit  aussi  que  le  nombre  de  toutes  les  fonc- 
tions d'ordre  n  que  nous  considérons  est 

~p[p  —  i]f(''), 


If  (n)  désignant  comme  prA;édemuient  le  nombre  des 
racines  primitives  de  la  congruence  (aS).  Celte  conclu- 
sion s'applique  au  cas  de  n=  2;  alors  on  n'a  que  la 
seule  racine  primitive  i=  —  i  qui  donne  aussi  A  := —  i. 

Les  formules  (36)  font  ainsi  connaître  -p{p — i)  ou 
~p{p  —  1)^(2]  fonctions  liuéaires  du  deuxième  ordre 
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pour  lesquelles  t^  est  non-résidu  quadratique  de  p.  S 
l'on  suppose  n  =  p  + 1,  ou  obtient  l'expression 

du  nombre  des  fonctions  linéaires  d'ordre  p  -i-  i. 

Enfin,  sj  N^,  désigne  le  nombre  total  des  fonctions 
linéaires  pour  lesquelles  £'  est  non-résidu  quadratique 
de  p,  et  dont  l'ordre  est  en  conséquence  un  diviseur 
de  p  +  I ,  on  aura 

or  l'expression  X"  o>  («),  qui  s'étend  à  tous  les  diviseurs 
de  p  4-  I  autres  que  i ,  est  égale  à  p  ;  donc 

(3,)  n,^,=  '-f(p-,). 

Ces  N^t  fonctions  linéaires  peuvent  être  partagées  en 
~p(p  —  i)  groupes  contenant  chacun  p   fonctions  qui 

sont  les  p  premières  puissances  d'une  fonction  linéaire 
d'ordre  p-i-i,  relative  h  une  racine  primitive  donnée 
de  p. 

En  eSét,  lesNpf.|  fonctionsdont  il  s'agit  seront  données 
par  les  formules  (36)  en  employant  toutes  les  racines  de 
la  congruence  (35)escepté  i,  et  ces  racines  ne  sont  autre 
chose  que  les  p  premières  puissances  d'une  racine  pri- 
mitive i.  Or,  en  employant  celle  racine  primitive,  les 

formules  (36)  donneront  -p[p  —  l)  fonctions  linéaires 

d'ordre  p  -H  i  ;  d'ailleurs  les  puissances  de  ces  fonctions 
se  déduisent  des  fonctions  elles-mêmes  en  remplaçant  la 
racine, primitive  j  par  ses  puissances.  Ou  aura  donc  toutes 
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I  les  foDCtioDs  linéfûres  doDt  nous  nous  occupons  en  pre" 
L  nant,  parmi  ces  fonctions,  les  -p{p  —  i)  c(ui  lépondent 
I  la  racine  i,  et  en  formant  le  groupe  des  p  premières 
bissances  de  chacune  d'elles. 

s  formules  (i6)  montrent  que  les  quantités  A  et 
F-sont  toutes  deux  résidus  quadratiques  de  p,  ou 

s  deux  non-résidus;  je  dis  que  ces  quantités  sont 
s  ou  non-résidns,  suivant  que  l'ordre  n  de  la  fonc- 

$z  divise  ou  ne  divise  pas ■  On  a  en  effet,  par 

■congruence  (34)) 


[mod.  p]. 


j  et,  en  élevant  à  la  puissance  ^— 

P-' 


\  {moA.p); 


«niTant  que  n  divise  ou  ne  divise  pas - 
dam  les  mêmes  hypothèses, 


m' 


m 


[mod.  p), 
—  ;  on  aura  donc, 

^. —  I      (mod.  p], 
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c'est-î-dire 

f  — '  p~' 

A  ^    ^+1     ou    ù   "   ^— I     {mod.p). 

Il  résulte  de  là  «jue  les  fottctioDS  linéaires  d'ordre  p  + 1 
appartiennent  au  deuxième  genre,  ainsi  {[ue  leurs  pmV 
sances  impaires  ;  au  contraire  les  puissances  paires  appar- 
tiennent an  premier  genre.  Donc,  parmi  nos  fonclioDS 
dont  le  nombre  est  N^i,  il  y  en  a 

qui  appartiennent  au  premier  genre,  et 

qui  sont  du  deuxième  genre. 

460.  Si  l'on  ajoute  l'unité  et  les  trois  nombres  N^, 
Np^,,  Np^.,,  on  doit  retrouver  le  nombre  Nde  toutes  les 
fonctions  linéaires  prises  suivant  le  module  p  ;  on  vérifie 
effectivement,  au  moyen  des  formules  (4),  (ai),  (3a)  et 
(37),  que  l'on  a  bien 

K  =3:  1+  Np  -i-  Np_,  +  Np^.,  ; 
si  l'on  désigne  en  outre  par  G  le  nombre  des  groupes 
distincts  qui  sont  formés  par  les  puissances  d'une  fonc- 
lion  linéaire  d'ordre  p,  p  —  i  ou  p  +i,  il  est  aisé  Je 
s'assurer  que  l'on  a 

G=p'+p-hi. 

Il  convient  de  remarquer  les  fonctions  du  deuxième 
ordre  qui  se  distribuent  dans  les  deux  genres  que  nons 
avons  distingués.  Les  unes  sont  les  puissances  de  degi^ 

—■    -  des'  foncUons   d'ordre   p  —  1 ,    leur  nombre  eA 
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-p[p  -i- ■),  et  elles  appsr tiennent  an  premier  genre  on 

au  deiucième  genre  suivant  que est  pair  ou  impair, 

c'est-à-dire  suivant  que />  a  la  forme  4?  +  i  ou  ta  forme 

4? +  3.  Les  antres  sont  les  puissances  du  degré  ^ 

des  fonctions  d'ordre  p  4- 1 ,  lear  nombre  est-  p{p  —  i } , 

et  elles  appartiennent  au  premier  ou  au  deuxième  genre 

suivant  que est  pair  ou  impair,  c'est-à-dire  suivant 

qne/}  ala  forme  4?  H- 3  on  la  forme  4  ?-I-ï- On  voit  que 
le  nombre  total  des  fonctions  du  deuxième  ordre  est  égal 
ip'.  Dans  ce  cas  de  «  ^  a  où  l'on  a  i^  — i,  la  con- 
gnience  {26)  se  réduit  à  <x  +  fi'^o  {mod.  j?);  il  en  ré- 
sulte que  l'expression  générale  des  fonctions  du  deuxième 
ordre  est 


OD  arrive  au  même  résultat  au  moyen  de  la  formule  (10), 
puisqu'une  fonction  du  deuxième  ordre  est  égale  à  son 
inverse. 

461.  On  voit,  par  les  développements  qui  précèdent, 
que  pour  former  les  différents  groupes  qui  contiennent  les 
puissances  d'une  même  fonction  linéaire  pour  le  module 
premier /7,  il  suffira  de  connaître  une  racine  primitive  de 
diacimedes  coogmences 

iP-'^i,     ir+'^i     (mod./)). 

Les  racines  de  la  première  ne  sont  autres  que  les  racines 
primitives  du  nombre  premier^,  et  on  a  vu  au  n"  372 
comment  on  pent  obtenir  les  racines  primitives  de  la 
deuxième  congnience.  Vent-on,  par  exemple,  former  lei 

23. 
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fonctions  linéaires  d'ordre  p  ■+■  i  pour  les  modules  5,  7, 
1 1  ;  il  suffira  de  trouver  une  valeur  de  le  pour  chacun  de 
ces  modules.  Or  les  racines  primitives  i  sont  données, 
pour  ces  différents  cas,  par  les  congruences 


, _=o     (xaaA.  5), 

t'  —  'M'^  — ») 


('°-0('-ii  ■ 

-^O     (mod,  7), 


-' ^^ ^  =a  o     (mod.  1 1  ), 


ou 

f' — (-1-1^0    (mod.5), 

i*±4'  "*"  ■  ^^"^     (mod.  7}, 
i'±6i -H  I  ^o     (mod.  Il); 

on  a  doDC  h  =3.  pour  le  module  5,  A:  =  ±  2  pour  le  mo- 
dule 7,  et  it  =  ±  3  pour  le  module  11. 

Des  fondions  analytiques  propres  à  représenter  les  auh- 
stitutions. 

462.  Dans  la  plupart  des  cas  où  l'on  a  à  considérer  lei 
substitutions  de  pluûeursquantiiésdonoées,  il  convient  de 
représenter  ces  quantités,  comme  nous  avons  déjà  eDl'DO 
casion  de  le  faire,  par  une  même  lettre  affectée  d'un  indice 
variable  z  susceptible  de  prendre  un  nombre  de  valenn 
distinctes,  égal  an  nombre  n  des  quantités  données.  Alors 
les  substitutions  qu'on  doit  exécuter  portent  sur  les  is* 
dices. 

Attribuons  successivement  à  z  les  n  valeurs  dont  «t 
indice  est  susceptible,  et  supposons  qu'une  fonction  don* 
née /"(s)  dez  prenne  en  même  temps  les  mêmes  valeurs, 
abstraction  faite  de  l'ordre  ;  on  exécutera  sur  les  quantilés 
données  unecertaine  substitution  en  y  remplaçant  chaque 
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lùiice  z^arf[z).  Cette  substitution  pouira  être  repré- 
Kutée  par 


m 


ou  plus  simplement  pareil). 

Toute  substitution  peut  ainsi  être  représentée  analyti- 
quemeot  par  le  moyen  d'une  fonction;  supposons,  par 
exemple,  que  les  valeurs  de  l'indice  x  soient  les  n  nom- 
bres 

et  que  ces  mêmes  nombres  soient  dans  un  ordre  différent, 

fl,  b,  c,...,   k; 
si  l'on  fait,  pour  abréger, 

F(.)  =  .(.-,)(.-î). ..(,-;,  +  ,), 

et  qu'on  désigne  par  F'  (z)  la  dérivée  de  F  (z),  la  fonc- 
tion entière 


/(*)  = 


prendra  les  valeurs  a,  h,  c,. .  .,h,  quand  on  donnera  à  z 
les  valeurs  o,  i,  2, . .  .,(n  —  i);  en  conséquence,  elle  sera 
propre  à  représenter  une  substitution.. 

463.  Lorsque  le  nombre  n  des  quantités  données  est 
égal  à  un  nombre  premier  p,  il  y  a  souvent  avantage  à 
prendre  pour  indices  un  système  de  p  nombres  entiers 
quelconques  incongrus  suivant  le  module  p,  et  à  regarder 
lieux  nombres  congrus  suivant  le  module  comme  pouvant 
iiidi&iéremment  représenter  le  même  indice.  Alors  la  fonc- 
tion  représentée  par  F  (z)  au  numéro  précédent  se  ré- 
duit à 
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Cl  l'on  a 

F'(»)  =  -i     (mod.^). 

En  même  temps  l'expressioa  des  fonctions  entièresy(£)j 
propres  à  représenter  les  substitutions,  devient 

/„=_i(^  _i^)  _..._M!^)("od.,), 

on,  en  eâectnant  les  divisions, 

—  c  (îf—  ■+■  azf^'  + . .  .  +  2r-H) t  (mod.  p). 

-k  [^'  +(/.-!)  tf-'+...+(/>-  ly-'z]  ) 

Comme  on  a 

a-f-A  +  ir+...4-*^o     (raod.^], 
on  peut  écrire,  en  ordonnant  par  rapport  à  2, 

—  [A-t-ae        -f-...-t-(/.  — i)     *]a^'/ 

464.  Dans  un  article  qui  fait  partie  da  tomeLVUdet 
Comptes  rendus  de  V  jicadémie  des  Sciences,  M.  Hermite 
a  démontré  que  les  polytiômes/'(z)  dont  nous  venonsde 
donner  l'expression  possèdent  nne  propriété  qui  penl 
servir  à  les  caractériser.  On  a  effectivemeot  ce  théorème: 

Théorème.  —  Soient f  (z)  unejbnclion  entièredet, 
à  coefficients  entiers  et  du  degrép  —  a,  etf„  (z)  la  fonc- 
tion entière  obtenue  en  rabaissant  au-dessous  de  p,à 
l'of'dede  la  congruence  z'-^  z  (mod.  p)y  le  degré  deh 
puissance  m'*"  du  pofynôme/  {z).  Pour  que  lafonctkm 
f  [z)  soit  propre  à  représenter  une  substitution  dep  m- 
dices  incongrus  suivant  le  module  premier  p,  il/aut 
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etilsiiffit  que  dans  chacune  des  fonctions 

le  coefficient  de  «f^'  soit  congru  à  zéro  suivant  le  mo- 
dule p. 

Ea  effet,  soit 

(i)  /(î)  =  A,  +  A,3  +  A,ï'  +. . .  +  A^,  zF-'i 

devons  ce  polynôme  à  la  m'^°"  puissance,  et  rédaitotu 
ensuite  par  le  moyen  de  la  congrttence 

z'^z     (mod.p); 

on  aura  un  résaltat  de  la  forme 

(2)  |/(ï)1-s/.{«)=a|"'+a;-'î4-..'.m-A^X-  {mod.p). 
Posona  en  outre 

(3)  [/(o)!"  +[/(■)]-  +■  --MAP  -  ■)]-=s.i 

û  l'on  donne  à  2,  dans  la  formule  (a),    les  valeurs 

o,   1,2,  3,...,  (/>  — 1), 
et  qu'on  ajoute  les  résultats,  il  viendra 

(4)  S„  =  -A^:',      {mod.;>); 

cat  x''~'  e^t  congru  à  zéro  ou  k  i,  suivant  que  z  est  nul 
oudiQëreDtdezéro,  et  la  somme  1''-+-  ii'^-i-...-+-{p — i)'' 
est  congrue  à  zéro  si  ^  est  inférieur  à  p  —  i . 

Cela  posé,  supposons  quey(z)  soit  propre  à  représen- 
ter une  substitution.  Alors  la  formule  (3)  se  réduit  à 

o^  +  1--H  2- +. .  .-K/>— i}"  =  S., 

et  par  suite  S„  est  congrue  à  zéro  suivant  le  module  p, 
pour  toutes  les  valeurs  de  m  inférieures  à  p  —  1  j  on  a 
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doDc,  par  la  formule  (4)>. 

(5)  ■i^-,=o    (mod.  ^).       - 

En  second  lieu,  supposons  la  fonction  ^(2)  t^e,([tieh 
congruence  (5)  ait  lieu  pour  les  valeurs  a,  3,. .  .,(/> — 1} 
de  m.  On  aura  par  la  formule  (4) 

S„^o    (mod.p), 

pour  les  mêmes  valeurs  de  m  ;  cette  congruence  subsistera 
aussi  pour  m  =:  i,  d'après  la  formule  (i))et  pour  m=:p, 
puisque  z''^s  quel  que  soil  z.  Ou  voit  alors,  en  se  re- 
portant aux  formules  de  Newton,  que  la  congruence 

[Z-/(o)][Z -/[!)]. ..[2~/(;,-i)]^o     (mod./.) 

a  la  forme 

2P  — aZ^o    (mod.p); 

ou  même  la  forme 

Z^  — Z  =  o     {moà.p}; 

efTectivement,  toute  valeur  de  a  autre  que  i  ou  zéro  ne 
laisserait  subsister  qu'une  seule  racine  réelle  Z  qui  serait 
égale  à  zéro  ;  U  valeur  1x^0  donnerait  p  racines  nuUOi 
ce  qui  est  inadmissible,  car  la  congruence 

/{î)  =  o     (mod.  ^), 

étant  du  degré  ;7  —  a,  ne  peut  avoir  plus  de  ^— a  racinAs. 
11  résulte  de  là  que  si  l'on  donne  à  z  les  valeurs 

o,   I,  2,...,  ip  —  t) 
la  fonction /(z)  prend  successivement  les  mêmes  va- 
leurs, abstraction  faite  de  l'ordre;  elle  est  donc  propre 
à  représenter  une  substitution. 

465.  Si  la  fonction  entière /(z)  représente  OM  snb- 
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stitotioD  de  p  indices  incongrus  suivant  le  modale  pre- 
mier p,  il  est  évident  que  la  fonction 

représentera  aussi  une  substitution.  Or  on  peut  disposer 
de  l'indétermiDée  «,  de  manière  à  réduire  à  l'unité  le 
coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  z;  l'indëtermi- 
uée  6  permet  ensuite  defairedisparaitre  la  puissance  de  z 
immédiatement  inférieure;  enfin  on.  peut  disposer  de  y 
de  manière'à  faire  évanouir  le  terme  indépendant  de  z. 
La  fonction  Bz  aura  alors  la  forme 


V  étant  égal  ou  inférieur  à  ^ —  a. 

M.  Hermîte  a  donné  aux  substitutions  de  la  formels' 
le  nom  de  substitutions  réduites;  il  est  clair  que  ces  sub-' 
stitutions  en  fourniront  d'autres  plus  générales,  _/'(z), 
au  moyen  de  la  formule 

/(.)  =  .«(î  +  e)  +  ,, 

OÙ  ce,  $f  y  désignent  des  indéterminées.  II  faut  remar- 
i[iier  que  tes  substitutions  réduites  ne  déplacent  pas  l'in- 
dieezéro. 

Le  théorème  du  n°  46i  prend  une  forme  plus  simple 
quand  on  l'applique  aus  fonctions  réduites.  Effective- 
ment,  si  l'on  élève  la  fonction  Bz  à  la  puissance  de  de- 
gré m,  et  qu'on  réduise  au  moyen  de  la  congruencc 
2''^z  (mod.  p),  on  n'introduira  aucun  terme  indépen- 
dant de  z;  si  donc  on  remplace  ensuite  z**''  par  i,  le 
coefficient  de  z^~*  deviendra  le  terme  indépendant  de  z. 
On  peut  alors  énoncer  comme  il  soit  le  théorème  établi 
pins  haut  : 

Pour  que  la  fonction  réduileôz  puisse  représenter  une 
siûutittaioa,  il  faut  et  il  suffit  qu'en  élevant  6z  aux 
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puissances,  a,  3,.  i  -^ip- — ^))  et enréduisant  les  résultait 
par  la  congruence  z'~^  ^  i  (mod.  p)^  les  termes  vtàé' 
pendants  de  z  soient  congrus  à  zéro. 

Les  fonctions  rédnites  6z  sont  encore  susceptibles 
d'une  réduction  ultérieure,  car  si  Ton  pose 

Ml  pourra  disposer  de  l'indéterminée-  a.  de  manière  à  ré- 
duire à  l'uuité  le  coefficient  de  la  pins  haute  puissance 
de  z,  dans  6  (z)i  et  il  restera  une  indéterminée  a  dont 
on  pourra  disposer  à  volonté.  Ces  considérations  tronve- 
ront  plus  loin  leur  application. 

466.  Iiors<]ue  le  nombre  n  des  <piantiié5  données  est 
^g«l  à  une  puissance  p'  d'un  nombre  premier,  on  peut 
choisir  pour  indices,  avec  Galois,  les  p"  valeurs  ijue  peut 
prendre  l'expression 

a,~^-a,i-^-  a,i'+.  ■•  +  ",_,{' ~'' 

dans  laquelle  i  désigne  une  racine  d'une  congruence  irré- 
ductible 

F(a:)=o     {mod.p) 

du  degré  v.  Si  la  fonction  irréductible  F  [x)  appartient  à 
l'exposant  p' — I,  I  sera  une  racine  primitive  pour  la  con- 
gruence 

xf -' — 1^0     {taoA.p) 
et  les  indices  aatres  que  zéro  seront  représentés  par  lei 
puissances 

i,  (',.-.,  /'"-'. 
Enfin,  lorsque  le  nombre  n  est  un  nombre  composé, 

Pt  f,  r, . ..  étant  des  nombres  premiers,  et  v, p,  !,.•• 
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des  exposants  quelconques,  il  peut  èire  avantageux  de 
représenter  les  quantités  données  par  une  même  lettre 
affectée  de  plnsieurs  indices  a,  ê,  y,. . .,  en  nombre ^al 
à  celui  des  nombres  premiers  p,g,r,...,ct  de  prendre 
pour  valeurs  des  indices  tes  fonctions  entières  composées 
respectivement  avec  une  racine  des  congruences 


r, 

F. 
F. 

(')  =  » 

(mod.  î), 
(mod.  r). 

F,  {x),  F,(x),  Fj(x),...  désignant  des  fonctions  entières 
desd^rés  y,  [i,  ^,. .  -,  irréductibles  relativement  à  leurs 
modules  respectifs  p,  g,  r,. . ,. 

Des  substitutions  rationnelles  et  linéaires. 

467.  Les  fonctions  entières  et  linéaires  az-{-  b,  prises 
suivant  le  modale  premier  p,  donnent  des  substitutions 
des  p  indices 

O,    I,    3,.. .,(/.  —  !). 

Le  nombre  total  de  ces  substitutions  est /?  (^ — •[),  et  il 
est  évident  qu'elles  forment  un  système  conjugué. 
Les  fonctions  rationnelles  de  la  forme 

(■)  "=^^' 

prises  suivant  le  module  premier  p,  peuvent  être  em- 
ployées pour  représenter  des  substitubons  de  p  -)- 1  in-  - 
dices;  les  valeurs  qu'il  faut  attribuer  à  ces  indices  sont 
alors 

o,    I  ,    2,.  .  .,   (^  —  l).  Kl, 

et  on  doit  toujours  regarder  deux  nombres  congrus  sui- 
vant le  module  p  comme  pouvant  représenter  le  même 
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indice.  La  substitution  de^l'infiai  à  2  se  fait  d'après  les 
règles  de  l'Algèbre  ordinaire,  et  lorsque,  pour  une  valeur 
particulière  dez,  le  dénocpinateur  8z  est  vongru  à  zéro, 
la  fonclioD  prend  Ja  valeur  oo  .  C'est  là  une  cooventioa 
qu'on  est  libre  de  faire,  attendu  qu'elle  n'est  en  contra- 
diction avec  aucun  des  principes  fondamentaux  de  la 
théorie  des  congruences. 

Eu  résolvant  la  formule  (i)  par  rapport  à  2,  il  vient 

6  — i'ei 


cette  formule  montre  qu'il  n'existe  qu'uoe  seule  valeur 
de  z  propre  à  faire  acquérir  à  6x  une  valeur  donnée,  ce 
qui  est  nécessaire  pour  que  Ôz-  puisse  représenter  une 
substitution. 
La  congrucuce 

(a)  ôa^z     (oiod,  p) 

peut  se  mettre  sous  ta  forme 

(3)  a'z^-{a-b')z-è^o     (moJ. /,). 
ou 

[na'i  —  {a  —  b')]'^(a-hh'Y  —  ^(ob'  —  fia')      (mod.^). 
Elle  n'aura  aucune  racine  réelle  si  la  quantité 

(4)  («  +  S').-4(«i'_iy) 

est  non-résidu  quadratique  relativement  à  p^  alors,  la 
■  eoûgruence  (a)  ne  pouvant  subsister  pour  aucune  valeur 
de«,  la  substitution  $z  déplace  tous  les  indices.  Si  la 
quantité  (4)  est  congrue  à  zéro,  la  eoûgruence  (a)  ou  (3) 
a  deux  racines  réelles  et  égales  ;  par  conséquent,  la  sub- 
stitution Qz  déplace  p  indices.  Enfin,  si  l'expression  (4) 
est  résidu  quadratique  de  p,  la  congruence  (a)  a  deux 
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racines  réelles, et  inégales;  en  conséquence,  la  substitu- 
tion $z  ne  déplace  que  p  —  i  indices. 

468.  Désignons  par  n  l'orare  de  la  fonction  linéaire 
$t,  et  considérons  la  suite 


Si  la  congmence  Oz^^z  (mod;  p)  a  une  racine  réelle 
Zt,  les  termes  de  la  suite  précédente  se  réduiront  tous 
à  Za  pour  z  ^  Zfii  mais,  pour  toute  autre  valeur  z,  de  z, 
aucun  de  ces  termes  ne  se  réduira  à  Zg.  Laissant  de  c6té 
ces  valeurs  z„  s'il  en  existe,  je  dis  que  les  termes  de  ta 
aiite  précédente  auront  toujours  des  valeurs  distinctes. 
Car  si  l'on  avait,  par  exemple, 

8'"^'a,  =  8''z,     {mod.p], 
en  posant 

■1  en  résulterait 

e'îiH^^îi     (mod./)]; 

ce  qui  est  impossible,  car  v  étant  inférieur  à  n,  on  ne  peut 
avoir  identiquement 

e's^i     [mod.p); 
d'ailleurs,  par  les  formules  du  n"  45S,  la  précédente  con- 
gruence  n'est  autre  chose  que 

Os^s     (moii.  />], 

et,  en  conséquence,  elle  n'admet  pas  la  racine  z^. 

On  peut  conclure  de  lÀ  que  la  fonction  linéaire  63  re-  ■ 
présente  une  substitution  d'ordre  n,  et,  d'après  la  classifi- 
cation que  nous  avons  établie,  on  voit  que  le  système  des 
substitutions  linéaires  ne  comprend  que  des  substitutions 
circulaires,  dont  l'ordre  est  l'un  -des  nombres  p  ■+■  f,  p^ 
p  —  I  avec  les  puissances  des  mêmes  substitutions. 
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Le  nombre  total  des  substitaiions  linéaires  est 
^p-i-i)  p  {p  — i),  et  parmi  ces  substitutions  il  y  eo  a 

1^ ■--  ■—  ■  - ■■  dont  le  déterminant  est  résidu  quadra- 
tique du  module.  De  là  rûsulte  la  proposition  suivante  : 

THéoniHE.  —  L'ensemble  de  toutes  les  substitutions 
linéaires,  relatifs  à  un  module  premier  p,  constitue 
un  système  conjugué  trois  J'ois  transitif  d'ordre 
{p-i-i)p(p  —  i).  En  outre,  les  substitutions  linéaires 
dont  le  déterminant  est  résidu  quadratique  forment 
un    système    conjugué    deux   fois    transitif  d'ordre 

~(p'^i)p(p~i). 

Eûeciivement,  le  premier  de  ces  systèmes  renferme  des 
substitutions  circulaires  d'ordre  p-t-i,  d'ordre  p  et 
d'ordre  p  —  i .  Quant  au  second  système,  îl  renferme  des 
substitutions  circulaires  d'ordre  p  avec  des  substitutions 

régulières  d'ordre  -        i  et  parmi  ces  dernières  on  en 

peut  toujours  trouver  une  qui  remplace  un  indice  donné  z, 
par  un  autre  indice  donné  zi. 

Dans  le  cas  de  p  =  5,  on  retrouve  immédiatement  le 
système  triplement  transitif  de  substitutions  de  s\%  lettres 
dont  Dous  nous  sommes  occupé  au  n°  440. 


De  quelques  propriétés  des  substitutions  linéaires. 

469.  Théorème  I.  ■ — >  Si  Es  désigne  gênéraUment 
les  p{p  —  i)  substitutions  linéaires  et  entières,  relali' 
vement  au  module  p,  et  que  '^z  soit  une  fonction 
linéaire  quelconque  donnée,  les  substitutions  de  h 
forme  fT'Eçs  formeront  un  système  conjugué  d'or- 
dre p{p  —  t)  qui  ne  déplaceront  pas  l'indice  «  pow 
lequel. la  fonction  <5(Z  est  infinie. 
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En  edet,  en  premier  lieu,  les  substiluiioDS  if'Ef  z 
iennent  an  syMème  eonjt^né  semblable  à  celui  des  substi- 
tutions Ez  (n"  415).  En  second  lieu,  soit  z«  l'indiceque 
les  substitutions f~'Ef£  laissent  immobile;  ou  aura 

f~'  Efio^s,     (mod.  p), 
d'où 

E^st^fs,     [mod.  p). 

n  résulte  de  lÀ  que  les  substitutions  Ez  ne  déplacent 
pas  l'indice  çz^,  ;  on  a  dono 


CoBOLLiiRE  I.  —  21  existe  p-{-i  systèmes  conjugués 
d'ordre  p(p  —  i)  dont  chacun  est  composé  de  substitu- 
tions linéaires  qui  toutes  laissent  immobile  un  même 
indice. 

CoROLLiiBS  II. —  Chatjue  ^stème  d'ordre  p  {p  —  i) 
s'obtient  en  multipliant  l'un  par  l'autre  les  systèmes 
formés  respectivement  par  les  puissances  de  deux  substi- 
tutions linéaires  qui  ne  déplacent  pas  un  même  indice  Ze» 
et  qui  sont  l'une  d'ordre  p,  l'autre  de  l'ordre  p  —  i . 

Car  soient 

z,  flî,  e'î,.,.,  e^-'î,  9P~'z, 
>,  f>,  ç'i,...,  ï^'î, 

les  systèmes  formés  par  les  piûssances  des  substitutions 
6s  et  <fz  des  ordres  respectifs  p  elp  —  t ,  qui  ne  déplacent 
pas  un  indice  z«.  Le  nombre  des  produits  <^''B'z  élant 
p  [p  — i),  il  suffit  de  montrer  que  ces  produits  S4»it  dis- 
tincts. Or,  si  l'on  avait 


on  en  conclurait 
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ce  qui  exige  que  l'on  ail  ft'=  fi^  v'=  v,  puisqpe  Ja  substi- 
lulioB  <}£  d'ordre  p  —  i  laisse  deux  indices  immobiles, 
tandis  que  Bz  déplace  p  indices.  Kotre  proposition  est 
donc  établie, 

CoROLLAiBE  III.  —  Le  sjrstème  des  ip  +  i)p{p  — i)^ 
substitutions  linéaires  s'obtient  en  multipliant  l'un  des 
systèmes  d'ordre  p  {p  — i),  dont  les  substitutions  laissent 
un  indice  imntobile,  par  le  système  des  puissances  d'une 
substitution  linéaire  d'ordre  p  + 1. 

,    Soient 

s,    <f,ï,    ç,î,...,    ?,{,_,)_iS, 

et 

«,  92,  S'a,. . . ,  flcs 

les  deux  systèmes  dont  il  s'agit.  Les  produits  œ  6'^  étant 
au  nombre  de  {p  +  i)p{p —  i),  il  suffit  d'établir  qu'ils 
sont  distincts.  Or,  si  fx'  et  v'  ne  sont  pas  égaux  respecli- 
vement  à  fi  et  v,  on  ne  peut  pas  avoir 

car  il  ea  résulterait 


ce  qui  est  impossible,  puisque  la  substi  tuiion  d  déplace  du 
indice  que  les  substitutions  9  laissent  immobile. 

470.  Théobèkb  II.  —  Soient  6z  une  substitution  li- 
néaire d'ordre  p  qui  ne  déplace  pas  Vindice  z„,  et  ifi 
une  substitution  linéaire  quelconque.  Pour-  que  Von 
puisse  avoir 


il  faut  et  il  su^t  que  la  substitution  <^z  ne  déplace  pas  . 
l'indice  z^.       .    ■   . 
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Eiieifet,  la  congruence 

Sz,^s,     (mod. /)] 
entraîne 

e^ï,^î,     (mod.  ^). 
K  donc  on  a 

fl!pl=:f9'   S, 

il  viendra,  pour  z  ^  z^t 

QfXi^^z,     (iDod.  p),   ' 

et,  paîsqiie  la  substitution  9z  déplace  tous  les  indices  à 
l'eiception  de  z^,  on  a 

ipit^zg    (moà.p), 

ce  ^uî  exprime  que  la  substitution  <fz  lu^^g  immobile. 
Réciproquement,  si  ai  z  ne  déplace  pas  Zo,  il  en  sera  de 
même  de  la  substitution  tj"'  6i^s  ;  celle-ci  est  d'ailleurs  du 
même  ordre  que  dz.  Donc  les  deux  congruences 

Sz^z,     ç-'Bifî^î     (mod.p) 

ont  l'une  et  l'autre  la  même  racine  unique  z»}  il  en 
résulte,  d'après  le  mode  de  formation  des  fonctions  li- 
néaires, que  les  fonctions  <f~*$<^z  et  6z  font  partie  d'un 
même  groupe  de  puissances,  et  on  a 

H  faut  remarquer  que  l'ordre  n  de  tfz  est  égal  à  p  ou  à  un 
diviseur  de  p  —  i .  Mais,  si  le  premier  cas  a  lieu,  ty a  n'est 
autre  chose  qu'une  puissance  de  9z. 

CoKOLULiKE  I.  —  Une  substitution  linéaire  d'ordre  p 
n'est  échangeable  avec  aucune  autre  substitution  li- 
néaire, si  ce  n'est  avec  ses  puissances. 

En  effet,  si  U  substitution  6e  est  d'ordre  p  et  que  <fs 

n.  '  a4 


3,a,i,;t!dbïGoogIe 


3^0  corns  d'u.«èbke  surÉiiEVHb 

ne  soil  pss  une  puissance  de  6z,  l'égalité 

(1)  e^ï— y9a     ou     y-'6ys::^B8 

exige,  comme  nous  venons  de  le  dire,  que  l'ordre  de  f  z 
soit  un  diviseur  ie  p  —  i .  Alors  ta  congruence 

(2)  fz^s    (rood.  ;») 

a  une  racine  2|  distincte  de  z,,  et  l'égalité  (i)  donne, 
pour  z  =  Zi, 

Sîi^ïei,     (faaA.p), 

d'où  il  suit  que  la  congruence  (2)  a  la  racine  ÔZi.  Or,  les 
racines  de  cette  congruence  sont  Z|  et  z^  =  dz«,  dooatl 
faudrait  que  l'on  eût 

SZ,^3|     OU     Szi^Ss,, 
et,  par  suite,  Zt  ^  2«,  ce  qui  n'a  pas  lieu. 

CoitoLLAïAG  IL  —  Soient  6z  une  substitution  linéaire 
d'ordre  p  et  fz  une  substitution  linéaire  dont  Vordre'n 
est  un  diviseur  de  p — i.  Si  les  substitutions  Sz  et  fz 
laissent  immobile  un  même  indice  z^,  on  obtiendra  un 
système  de  substitutions  conjuguées  d'ordre  np  en  mul- 
tipliant le  système  des  puissances  de  ôz  par  celui  des 
puissances  de  (fz.  En  outre,  ce  système  d'ordre  np  ren- 
fermera toutes  les  substitutions  linéaires  d''ordre  n  qnine 
déplacent  pas  l'indice  z^. 

Il  est  évident  qu'on  obtiendra  un  système  conjti^ 
d'ordre  np  en  multipliaut  l'un  par  l'autre  les  deux  sy»- 
lèmes 

a,   Ss,   fl'î,.  . .  ,   ^f-'z. 

En  outre,  ce  système  d'ordre  np  renferme  toutes  1» 
substitutions  d'ordre  n  de  la  forme  &~*  çfl"'  z,  et,  comme  1 
peut  avoir  l'une  quelconque  des  valeurs 
o,   .,  a,  3,...,(;,-i}, 
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on  troaTcra  p  systimes  formés  chacun  p«r  les  pnissancea 
d'nne  »ubstiiuiion  d'ordre  n  qui  ne  déplace  pas  l'in- 
dice z„.  Or,  il  n'existe  pas  un  plus  grand  nombre  de  tels 
ïjstèmesv  il  suffît  donc  d'établir  <}ue  ceux  dont  nous  ve- 
nons de  parler  sont  distîncis.  Je  dis  que  l'égalité 

e-'î9'"z  =  e-'-jya'+/ 

est  impossible,  car,  si  elle  avait  lieu,  il  eu  résulterait 
mais  on  a  <f~*£>(f  z  =  9  z,  et,  par  cossétpient, 
on  aurait  donc 

f  tr  Z  ^  If'  Zy       v  Z  =  f       Zy 

ce  qui  exige  A  :=  i ,  j*  =  i .  Mais,  si  l'on  avait  ft  =^  î ,  les 
substitutions  03  et  fs^z  seraient  échangeables,  ce  qtii  n'a 
pas  lieu. 

471.  Tréouéme  III.  —  Soient  Bz  une  substitution 
linéaire  d'ordre  p±i,  et  <^z  une  substitution  linéaire 
distincte  des  puissances  de  Sz.  Pour  que  Ton  puisse 
avoir 

(i)  ^-'6jz  =  i^z, 

dfaut  et  il  suffit  que  «  z  soit  une  substitution  du  deuxième 
ordre  et  que  les  racines  réelles  ou  imaginaires  «,,  Xi 
de  la  congruence 

Bz^z     (mod-p)        ■ 

soient  telles,  que  ton  ait 

fii^z,,     fz,  ^z,     {moà. p). 

Dans  le  cas  où  V  ordre  de  6  s  est  p  —  i^lesrt 
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sont  réeUes  et  la  derniei-e  condition  exprime  ijue  la  sub- 
slitution  <^z  transpose  les  deux  indices  que  Bz  laisse 
immobiles. 

Si  l'égalité  (i)  a  lieu,  le  système  des  puissances  de 
if~*6i^z,  savoir, 

(a)  î,  f-'9f^,  t-e'ç=,..., 

coïncide  avec  le  système 

(3)  2,  6t,  9'î,..., 

des  puissances  de  Bz.  Chacun  des  systèmes  (a)  et  (3) 
renferme  une  substitution  du  deuxième  ordre,  et  alors  ces 
deux  substitutions  doivent  être  égales;  on  aainsi 

P±i  p±i_  ç±i  p±i 

(4)  v-'6   '    fz—e'*z     ou     9   ■■'    ifi=zf6  ^    z. 

Réciproquement,  si  cette  égalité  (4)  a  lieu,  les  systèmes 
(2)  et  (3)  étant  du  même  ordre  ^ik  1  et  ayant  une  sub- 
stitution commune,  ils  coïncident  nécessairement. 

Si  l'on  remplacez  par  d  ''    fz,  l'égalité  (4)  devient 

8  '  tfz  et  ifs  ont  donc  le  même  carré,  et  il  en  résulie 
que  ces  fonctions  sont  du  deuxième  ordre.  En  effet,  si  fe 
contraire  avait  lieu,  les  deux  substitutions  dont  il  s'igil 
appartiendraient  l'une  et  l'autre  au  groupe  des  puissances 
d'une  même  substitution  linéaire  '^z;  on  aurait 
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El  pr  suite  les  fondions  y  et  9  feraient  partie  du  ménié 
groupe  de  puissances,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Ainsi 
rou  a 

(5)  t'2-ï,     ft  '■*    t8  '    ?«=*, 

et  réciproquement  ces  égalités  entraînent  la  formule  (4). 
Gela  posé,  soient  z,  et  Zi  les  racines  réelles  ou  ima- 
ginaires des  coiigruences 

Sî^i,     9  "    3^3     (mod, /»}, 
l'égalité  (4)  doi 


f-'6   ^    fZo^a),     (p~'e  '■*    ipzi^z,     (inod./)), 
ou 

s   ^    fSn^iz,,     9   ^    ç!|  ^çt,     (mod.  ^), 

d'où  il  suit  que  ^z^ei  (fz,  nesoiit  autre  chose  que  2,  et  j;,. 
Mais  si  l'on  a  fz^^Zt,  f^, ^z,,  les  fonctions  fz  et 

e,'  z,  qui  sont  du  deuxième  ordre,  coïncideront;  donc 
on  a 

{6)  yï,^ï,,     ipî.sEo     (mod,/j). 

Réciproquement,  si  ces  congruences  (6)  ont  lieu,  les 


OHigruences  du  deuxième  degré 

f'9   ^    yî^i,      e   '    1^3     (mod./)),  ' 

auront  les  mêmes  racines,  et  comme  leurs  premiers 
membres  sont  des  fonctions  du  deuxième  ordre ,  ces  pre- 
miers membres  seront  égaux  entie  eux. 

CoHOLLiiRB'I.   —  //  existe  p±i  substitutions  du 
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deuxième  ordre  f  2  telles,  que  Vori  ait 

savoir  :  p  -f-i  siQz  est  de  l'ordre  p  +  1,  etp  — i  «fls 
est  de'  l'ordre  p  —  i . 

En  effet,  z^  et. 2,  dësignant  connue  pr«cédeinni«it  les 
racines  de  laoongrueDce^^^s  (mod.  f>),  si  l'on  a 

fi,szi,     çï,  ^ï,     (mod.  p), 
la  fonction  linéaire  da  detudènw  ordre  f  2  sera 

cette  expression  renferme  une  indéterminée  -;  à  laquelle 
on  peut  attribuer  les  p  + 1  valeurs  ' 

a,   I,  a,  3,,..,  {p — i),  «î 
(outefois,  quand  z«  et  z,  sont  réelles,  il  faut  rejeierliK 
denx  valeurs  -,  =  r»,  —  =  z-,  poar  lesquelles  l'expres- 
sion de  7  z  se  réduit  à  une  constante.  Donc  le  nombre  des 
substitutions  i}i  z  est  toujours  égal  à  l'ordre  -de  Bz. 

CoEOLLUKE  II.  —  Si  Bz  est  une  substitution  d^ordrt 
p±i  et  que <i(z  soit  l'une  des  pdzt  substitutions  du 
deuxième  ordre  telles,  que 

on  obtiendra  un  système  de  ii[p±  1)  substitutions  con- 
juguées j  en  joignant  aux  puissances  de  9z  leurs  produits 
par  ^  z.  En  outre,  ces  p±i  produits  seront  précisément 
les  p±i  suistitutions  du  deuxième  ordre  qui  sadsfoal 
à  la  précédente  égaiùé. 

D'abord  il  eu  évident  qa'oa  obtiendra  nn  syst^M  tea- 
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jngaé,  en  multipliant  l'un  par  l'autre,  à  droite  ou  à 
gauche,  les  deux  systèmes 

3,  Bz,'  S'a,..  .,   9(/^)-'ï, 

Ensuite,  si  f  on  considère  un  des  produits  obtenus, 


(0 

t.  =  (li,v 

comme  l'égalité 

entraîne 

on  aura  aussi 

(2) 

+.  =  ,S".. 

Les  formules  (i)  et 

[3) donnent 

+=.= 

:=9f„e'"l  =  ftC''- 

cela  exige  que  l'on  i 

ait 

car  autreoient  les  loDctioiis  ifi  et  9  appartiendraient  au 
groupe  des  puissances  de  S,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
Les  produits  S'cf  z  sont  donc  tous  du  deuxième  ordre. 
L'égalité  (i)  donne 

et  il  en  résulte  que  toute  substitution  linéaire  B'z  est  le 
produit  de  deux  substitutions  du  deuxième  ordre. 

Rekahque.  —  Ou  obtient  un  système  conjugué  d'ordre 
an  si,  eu  posant  p±i^mn,  on  multiplie  l'un  par 
l'autre  les  deux  systèmes 

s,  0"î,  e'"2,...,  e<"-'J«2, 
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CoBOLLiiBE  III.  —  Pour  que  deux  suhstitotiora  Mi- 
Ttéaires  qui  ne  sont  pas  des  puissances  d'une  même  sub- 
stitution soient  échangeables,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles 
soient  toutes  deux  du  deuxième  ordre,  et  que  les  indices 
{réels  ou  imaginaires)  que  l'une  des  substitutions  laisse 
immobiles  soient:  transposés  par  l'autre  substiiution: 

En  efTet,  soient  ^  et  <^  deux  substitutions  linéaires  qoi 
ne  sont  pas  des  puissances  d'une  même  substitution.  Si 
ces  substitutions  sont  échangeables,  aucune  d'elles  ne 
sera  d'ordre  p  (n°  -470);  '^z  sera  donc  une  puissance 
d'une  substitution  dz  d'ordre  pdzi.  L'^atité 
ijryz  =  (pi|ie     on     f~'^ja  =  ijiï 

ne  peut  avoir  lieu  que  si  le  groupe  des  puissances  as 
o~*9i^z  coïncide  avec  celui  des  puissances  de  $z;  cela 
exige  que  ça  soit  du  deuxième  ordre.  Le  même  raisonne- 
ment prouve  que  ^'-zest  aussi  du  deuxième  ordre;  alors, 
d'après  le  théorème  qui  précède,  si  z^  et  z,  désignent  les 
racines  de  la  congruence  <fz^  z  {mod,  p),  les  conditions 
pour  que  fz  et  i^z  soient  échangeables  sont 
'i]iz,^Ei,  <{isi^z,  (mod.p); 
il  est  évident  que  l'une  de  ces  conditions  entraine  l'antre. 

472.  TbéOkèhb  IV.  —  Soient  Qz  une  substitution 
linéaire  d' ordre  p  ~i-i,  pour  le  module  p,  et  a  z  une  sub- 
stitution, linéaire  quelconque.  On  pourra  satisfaire  à 
l'égalité 

oiilLz  désigne  une  substitution  linéaire  et  entière,  en 
attribuant  à  l'un  quelconque  des  nombres  metn  l'une 
quelconque  des  valeurs  o,  i,  a,  3,. .  .,/>;  la  valeur  de 
Vautre  nombre  sera  alors  déterminée. 

En  efTet,  la  substitution  9z  étant  d'ordre  p+i*  ^ 
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prendront  dans  un  certain  ordre  les  valeurs 

O,    I,   2,   3,... ,   {p  —  l),  00, 

quelle  que  soit  la  valeur  que  l'on  attribue  à  z.  Cela  étant, 
posons 

S"  00  =  s,,     tiî,  =  ï,,     0"z,  —!a. 

Sî  le  nombre  n  est  donaé,  la  première  de  ces  formules 
détermine  Zg,  la  deuxième  donne  ensuite  2,,  et  alors  le 
nombre  m  est  déterminé  par  la  troisième  formule.  Sia» 
contraire  le  nombre  m  est  donné,  la  troîiiènie  formule 
détermine  Zi,  après  quoi  la  deuxième  donne  s^=J3~*Zf 
et  le  nombre  »  est  ensuite  déterminé  par  la  première  for- 
mule. D'après  cela  on  a 

9"  tj  6"  03  =  00, 

c'est-à-dire  que  la  fonction  linéaire  9"nS''z  devient  in- 
finie pour  z  ^  so ,  et  par  conséquent  elle  est  entière. 

CoROLLAiKE.  —  Si  le  déterminant  de  lit  substitution  ts  z 
est  résidu  quadratique  du  module  p,  que  r  désigne  une 
racine  primitive  pour  ce  module  et  que  les  entiers  m,  n 
soient  tels,  que  la  substitution 

soit  entière;  si  l'on  pose  en  outre 
la  substitution 

sera  entièreet  son  déterminant  sera  résidu  quadratique 
de  p. 
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En  efiêt,  suivant  que  m  et  n  sont  pairs  ou  impain,  la 
subslitnlioQ  dont  il  s'agit  a  l'une  des  formes 

fl— EiO"»,     e-"ol)"ra,     -9-"d9"2,     -e-"o9"w; 

elleestdoDc  entière.  D'ailleurs,  son  dé termioaDtestmidu 
quadraùque  de  p,  car  elle  est  le  produit  de  trois  subslitu- 
tioDs^'r,  a^,  ^z,  dont  les  détermiDanusoatrésidns 
quadratiques. 

Exemple.  —  Supposons  p  =  7,  r  =  3,  et  prenons 
1-6 


•'-.-.4- 

"•  =  7:^6' 

on  aura 

i......  =  .. 

6'aVz  =  4z-h^ 

tfB93z  =  t, 

^en9*3a  =  2s-i-6 

i8.=,s',=4=-4. 

ft'CTO'î^ï  +  3, 

«•fflS'Sî  — ai  +  6, 

l9'=,9'3ï  =  4,  +  4 

Sur  les  substitutions  de  cinq  et  de  sept  lettres, 

473.  Lorsque  le  nombre  premier  p  est  égal  à  3,  Itt 
substitutions  dcsp  —  1  indices  z 

o,   I,  2,  3,...,    ip-i) 

sont  toutes  linéaires  et  entières. 

M,  Betti  a  donné  pour  le  cas  de  cinq  lettres  l'expres- 
sion analytique  des  substitutions,  et  M.  Hermite  a  résolu 
ensuite  le  même  problème  k  l'égard  des  substitutions  tie 
sept  lettres.  Nous  allons  exposer  ici  ces  importants  ré- 
sultats. 
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Dbs  substitutions  de  cinq  lettres.  —  Considérons 
d'abord  le  cas  de  cinq  indices  ;  d'après  ce  qui  a  été  dit  au 
n"  46ë,  les  formes  réduites  des  substitutions  sont 

fli^a,  t%  z>-J-fls     (mod.  5). 
La  deuxième  forme  doit  être  exclue,  car  on  en  tire 

[Ssy^ï'^i      (mod.5); 
la  troisième  donne 

et  pour  faire  disparaître  le  terme  indépendant  il  faut 
poser  a  =  o.  Toutes  les  autres  conditions  se  trouvant 
d'ailleurs  remplies  (a"  465)  par  l'expressionS^^x*,  il 
en  résulte  que  la  totalité  des  substitutions  pour  un  sys- 
tème de  cinq  indices  sont  comprises  dans  les  deux  formes 

az  +  6,     «(z-i-e)'-t-7, 
où  l'on  n'excepte  que  la  valeur  de  a  =  o. 

47-4.  Des  substitutions  nE  sept  lettres.  —  Dans  le 
cas  de  sept  indices,  les  formes  réduites  ne  peuvent  être 
que  les  suivantes: 

ea^z,    x',    i'-haz,    i' -+- ai' -t- iï ,    z^ -t- a^  ~\- bs' +  e* , 

parmi  lesquelles  on  doit  rejeter  d'abord  la  deuxième  et 
la  troisième,  parce  que  le  terme  iudépendant  de  ^  subsiste 
nécessairement  dans  le  cube  de  l'une  et  dans  le  carré  de 
l'autre. 
Soit 

ts^z'  +  az'  -hbz;' 

on  voit  immédiatement  que  le  terme  indépendant  dans 
£9z]*esta;  on  a  doue  a^o.  On  trouve  ensuite 
(i<-^biY  =  i'^  +  3b!?  +  ib'z'-+-b'i''  1 
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ce  qui  exige  que  l'on  fasse 

Zb'-i-  i  =  o,     i  =  ±3     (mod.  ;). 
On  a  ainsi  les  deax  formes 

mais  la  seconde  se  ramène  à  la  première  par  la  transfor- 
mation indiquée  au  n''  465,  car  si  l'on  fait 

cette  formule  se  réduit  à 

si  I*on  suppose 

■ii'^ —  I     (mod.  7), 

c'esl-à-dîre  si  l'on  prend  anon-résidu  quadratique  de  7. 
Cela  étant,  on  a  ta  série  des  puissances  qui  suit  : 

.eî=  a' +3*  \ 
,[eï]'  =  6z'-H3î'  i 
.[fls]>^    «'  >  {mod,  ■)), 

[flî]>  =  3ï'-H6ss/ 

en  sorte  que  toutes  les  autres  condiùoiis  se  trouvent  rem- 
plies d'ellcs-mèâies. 
Soit  en  dernier  lieu 

'      eï^s>+ aï' +  ia'4- M     (mod.  7}; 

on  aura,  en  égalant  à  zéro  le  terme  indépendant  de  2  dans 
le  carré,  dans  le  cube  et  dans  la  quatrième  puissance 

deS^, 

2c  +  rt'^0, 

6(3-(-6ae-l-6'}so, 
ab^  A-  4fi'c'+  2(a«  -»-c')(i  +  aac-H  A')^o. 
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La  deuxième  conditioD  est  satisfaite  en  posant 

b  =  o, 
ce  qui  réduit  la  troisième  à 

\       (2«+^')(.+2«c)  =  o; 

leuiplaçant  c  par  la  valeur a'  ^  3  a',  lirée  de  la  pre- 

mièie  congruence,  on  obtient  l'identilé 

a(»  +  «')(.-»')=î(»-»>)-o. 
On  a  ainsi  cette  expression,. 

où  a  reste  indéierminé ,  mais  que  l'on  peut  ramener  au 
cas  de  a  ^  0  et  à  ceux  de  a  ^  i ,  a  ^  3,  au  moyen  de  la 
relation 

On  vériâe  facilement  que  la  cinquième  puissance  de 
notre  expression  de  9z  ne  renferme  pas  de  terme  indépen- 
dant, en  sorte  que  la  dernière  condition  exigée  se  trouve 
satisfaite  d'elle-même. 

Supposons  maintenant  que  b  ne  soit  pas  nul  suivant  le 
module  7.  La  première  des  conditions  écrites  plus  haut 
nous  donne 

et,  en  substituant  celte  valeur,  les  deux  autres.se  rédui- 
sent à 

il  suit  de  là  qu'on  a  ces  deux  solutions 

<J=0,       ft  =  ±2 
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On  condut  de  là  ces  nouvelles  formes  ràiuites 


a  étant  ici  un  non-résidu  (quadratique  de  7  ;  enfin,  par  la 
transformation  déjà  employée  plus  haut,  on  ramènera  ces 
deux  formes  aux  suivantes  : 


En  résumé,  toutes  les  substitutions  des  indices 
o,   I,  2,  3,  4,  5,  6, 
an  nombre  de 

1.2. 3. 4-5, 6.^  =;5o4o, 
peuvent  être  représentées  par 

BS-t-e,      a9(z  +  6]  +  i, 
la  Fonction  9z  prenant  successivement  ces  formes  : 
s'±3i, 

»•  -ha»*  +  3ii'a     [a  quelconque), 

s'  +  <w'±  s*  +  3a'z     {a  non-résidu  de  •] }. 

475,  M.  Hermite  a  publié  d'abord  les  résultats  qui 
précèdent  dans  les  Annales  de  M.  Tortolini,  et  il  les  a 
complétés  ensuite  par  des  remarques  que  nous  croyons 
utile  de  reproduire. 

Considérons  les  deux  formes  réduites  «*+  3  2,  2'+  ar* 
qui  font  partie  de  celles  que  nous  avons  obtenues,  et 
distinguons  les  valeurs  de  z  en  deux  groupes,  cooienant 
l'un  les  résidus  quadratiques,  l'autre  les  non-résidus,  re- 
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laUvemetiE  au  module  7.  On  trouvera 

z'-+-3s?s2z    (zrésîdu  quadratique  de  7), 
^4'     {z non-résidu  de  7), 

z'  +  22'^3ï*    (3  résida  quadratique  de  7), 
^i'       [2 non-résidu  de  7). 

Considérons    en    deuxième    lieu    la    forme    réduite 
z'-t-  £*-f-3«,  et  distinguons  les  indices  en  résidus  cu- 
biques et  en  non-résidus  relativement  à  7;  on  aura 
s'  -f- s'  -I-  3 s  ï^  —  22     (î  résidu  cubique  de  7), 

^  +  2z      (s  non-résidu  cubique  àe  •]). 
Considérons  en6n  les  deux  substitutions  2' -f- 3 2'  —  z 
ei  z"  -h  3z'  àz  z^  —  z.  On  pourra  encore  ramener  ces 
substitutions  à  la  forme  monôme,  mais  d'une  manière 
toute  .dinëren te.  On  a  en  elTet, 

=  -3.     (•>?), 
d'où  l'on  conclut,  en  faisant  r  =  di  i , 

^i  +  ai^  +  ft'  — 3=»(3+.K    '      (■<;)' 

-(-3+.)..     (.>!). 

Ces  résultats,  dit  M.  Hermite,  autorisent  jusqu'à  un 
certain  point  à  supposer  que,  dans  t'étude  des  formes 
analytiques  des  substitutions  pour  un  nombre  premier  p 
de  lettres,  les  expressions  nommées  réduites  se  ramènent 
elles-mêmes  à  d'autres  beaucoup  plus  simples,  en  consi- 
dérant tes  valeurs  de  l'indice  comme  résidus  ou  non- 
résidus  de  puissances  dont  l'exposant  diviserait  p  —  1, 
ou  bien  encore  comme  divisées  en  deux  séries  formées 
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l'une  de  nootbres  inférieurs  à  ->  et  l'autre  de  nombres 

2 

sapérieurs. 

476.  Far  exemple,  le  nombre  premier  p  étant  quel- 
conque, si  l'on  a  une  substitution  réduite  de  la  forme 

il  est  clair  que  l'on  peut  écrire  d'une  manière  plus  simple 
9î  =:  laz."     (si  z  est  résidu  de  p) , 
6z^=i  bi°     (si  s  est  non-résidu  de  p). 
C'est  à  cetle  catégorie  de  substitutions   qu'appartient, 
dans  le -cas  de  p  =  ']i  la  substitution  réduite 

qui  est  telle,  que  l'on  a 
et 

pourvu  que  a  soit  un  résidu  quadratique  de  y. 

Il  résulte  de  là  que,  a  étant  résidu  de  7,  les  substitu- 
tions représentées  par  les  expressions 

nz  +  i,  ue(î-i-*)-l-c 
forment  un  système  conjugué.  La  première  expression 
donne  3X7  ou  ai  substitutions,  la  seconde  en  donne 
3  X  7*  ou  147.  Donc  il  existe  un  système  de  168  subsli- 
tulions  conjuguées  de  sept  lettres;  l'indi'cede  ce  système 
est  égal  à  80.  Cet. important  résultat  a  été  eoustaié  pour 
la  première  fois  par  M.  Kronecker, 
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CHAPITRE  V. 

APMJCATIONS  DE  LA  THÉORIE  DES  SUBSTITUTIONS. 


Des  valeurs  diverses  que  prend  une  fonction  de  phtsieurs 
■variables  par  les  substitutions  de  ces  variables . 

477.  Je  me  propose  ici  d'appliquer  les  principes  éta- 
blis dans  les  Chapitres  précédents,  à  l'étude  des  fonctions 
de  plusieurs  variables,  au  poiat  de  vue  des  valeurs  diverses 
que  prennent  ces  fonctions  par  les  substitutions  des  va- 
riables. 

Il  suffit  pour  notre  objet  de  considérer  les  fonctions 
rationnelles  et  même  les  fonctions  entières;  mais  les  déve- 
loppements qui  Tont  suivre  s' appliquentà  toutes  les  fonc- 
tions bien  déterminées. 

Désignons  par  V  une  fonction  bien  déterminée  des 
'i  variables 

formonslesN=:  i.a.3. .  .n substitutions decesTariables 
etezécDtons  successivement  toutes  ces  substitutions  dans 
la  fonction  V;  nous  obtiendrons  ainsi  N  résultats 

(i)  V,  vc),  vci,...,  v'"^". 

Si  la  fonction  V  est  symétrique,  les  N  résultats  {t)  se- 
ront tous  égaux  entre  eux;  an  contraire  ils  seront  tous 
distincts  ai  Ja*fonctionV  n'offre  aucune  symétrie.  Ceder- 
nier  cas  se  présentera  en  particulier  si  l'on  a 


i^n-i  étam  n  coefficients  inégaux. 

35 
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Désignons  généralement  par  [t  te  nombre  de  celles  des 
fonctions  (i)  qui  SMit  égales  k  Y;  alors  jj.  sera  le  nombre 
des  substitutions  que  l'on  peut  exécuter  sur  V  sans  chan- 
ger cette  fonction.  Soient 

W  .,  s„  s.,...,  s,_, 

ces  fi  subsùtutions.  Comme  la  fonction  V  ne  change  pas 
quand  on  exécute,  dans  un  ordre  quelconque,  deux  on  un 
plus  grand  nombre  des  substitutions  (a),  il  est  érideot 
que  ces  substitutions  constitueront  un  système  conjugué. 
Nous  avons  tu  (n''413)  que  les  N  substitutioos  des 
n  variables  peuvent  être  représentées  par 
/  I,        s„  S,,...,  S^_„ 

\T„        T.S,,        T,S,,...,        T,S^_,, 
(3)        {  T,,       T,S,,        T,S„...,        T,S        , 


1  f.-i-  T,_,S„  T,_,S„...,  T^_,S^_,, 
donc  lea  N  =  (*v  fonctions  (i)  pourront  être  représentées 


V.,      Vis    v\', 
j  V,,     y['\    v',", 


■C/'-O 


.,.  K'~i  ' 


vC/'—' 


Vj^  désignant  généralement  le  résultat  obtenu  en  exéca- 
laat  sur  V,  d'abord  la  substitution  S^,  pais  la  snbstit»- 
tion  Ti5  dans  le  cas  de  ;  =  o,  la  substïtation  S;  doit  ta* 
réduite  à  l'unité,  et  nous  écrivons  V,  au  lien  de  Vf**- 
Comme  les  substitutions  S  ne  changent  pas  V  ou  V„  on 
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¥(Htque,  dans  le  tableau  (4),  les  termes  d^une  même  ligne 
horiKOitale  sont  égaux  entre  eux,  et  que  les  seules  râleurs 
distinctes  deV  sont 
(5)  V.,  T,,  V.,...,  V,_,. 

478.  Lorsqu'une  fonction  ne  sera  pas  altérée  par  une 
substitutioD,  je  dirai,  pour  abr^er  le  discours,  que  la 
foncùon  admet  la  substitution;  on  peut  alors  énoocer  la 
proposition  suivante  : 

-Théobêxb  1-  —  Les  subiUtutions  d'une  fonction  de 
plusieurs  variables  forment  un  système  conjugué,  et  rin- 
dice  de  ce  système  est  égal  au  nombre  des  valeurs  dis- 
tinctes que  la/onction  peut  acquérir  par  les  substitutions. 

Ce  théorème  eairaîne  diverses  conséquences  [n"'  414 
et  432),  parmi  lesquelles  nous  devons  signaler  les  sui- 
vanies: 

CoROLLAniE  I.  —  Le  nombre  des  valeurs  distinctes 
iTune  fonction  de  n  variables  est  un  diviseur  du  pro- 
duài.n.Z..  .n. 

CoKOixÀutE  II.  —  Le  nombre  des  valeurs  distinctes 
iune  fonction  de  n  variables  ne  peut  s'abaisser  au- 
dessous  de  H  sans  se  réduire  à  i  ou  à  a,  le  cas  de  n  =4 
étant  seul  excepté. 

CoBOLLAïas  m.  — Une  fonction  de  n  variables,  tjuia 
précisément  n  valeurs  distinctes,  est  symétrique  par  rap- 
port an  —  I  variables,  '«  cas  de  n=6  étantseul  ex- 
cepté. 

n  faut  remarquer  que  si  l'on  exécute  une  substitution 
quelconque  sur  les  v  fonctions  (S),  ces  fonctions  ne  pour- 
ront que  s'échanger  les  nnes  daus  les  autres.  Si  donc  on 
désigne  par  V  une  indéterminée,  le  produit 
(V  — V.)(V  — T,)...(V  — V,_,) 
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sera  une  fonction  symétriqile.  Il  en  résulte  que  toutefonc- 
tion  symétrique  des  fonctions  (S)  est  une  fonction  symé- 
trique des  variables  x;  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de 
faire  cette  remarque  au  n**  180. 

479.  La  proposition  que  nous  venons  d'établir  admet 
une  réciproque  que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit: 

TuÉonÈHB  II.  —  //  existe  toujours  des  fonctions  (fui 
admettent  les  substitutions  d'un  ^stème  conjugué  donne 
et  qui  n^ admettent  aucune  autre  substitution. 

En  effet,  soient 

(i)  1,  6,,  S,,...,  S^_, 

les  substitutions  conjuguées  données,  et  désignons  par  X 
une  fonction  des  n  variables 


dont  toutes  les  N  valeurs  soient  distinctes;  on  pourra 
prendre,  par  exemple, 

«s,  x,,. . .,  a„^i  étant  des  nombres  inégaux. 
Soient 

X„  X,,  X,,...,  x^_, 

les  résultats  obtenus  en  exécutant  sur  X  les  (i  substitu- 
tions (i),  et  posons 

V  =  X,X,X,...X^_,, 

il  est  évident  que  la   fonction  V  admet  les  fx  subsliin- 
tions  (i)  et  qu'elle  n'admet  aucune  autre  substitution. 

Remarque.  —  Si  l'on  pose 

V=/(X.,  X„X„....  X^_,) 
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/désignant une  foacUoQ symétrique  deXgtX|,.--i^„_,, 
la  CmetioD  V  admettra  les  substitutions  (i);'  mais  elle  peut 
lussi  en  admettre  d'autres,  si  la  fonction  J"  a  une  forme 
convenable.  Si  l'on  fait,  par  exemple, 


V  sera  une  fonction  symétrique  des  variables  r„,  x,,,.., 

Des  Jonctions  semblables. 

480.  Deux  fonctions  de  n  variables  sont  dites  sembla- 
bles, lorsqu'elles  admetteniles  mêmes  substitutions. 
Ainsi  les  fonctions 


des  quatre  variables  a:»,  x,,  x,,  x,  sont  semblables,  car 
elles  admettent  les  huit  mêmes  substitutions, 

I    (x,,  X,,  X,,  *,)   I 

qni  forment  un  système  conjugué  dont  l'indice  est  égal  à  3 . 
Lagrange  a  fait  connaître  une  propiiété  importante  des 
fonctions  semblables  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Étant  données  deux  fonctions  semblables  des  n  va- 
riables Xo ,  X, ,  X, , . . . ,  x„_, ,  chacune  de  ces  fonctions 
est  exprimable  par  une  fonctioh  rationnelle  de  Vautre 
dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions  sjrmé' 
triques  des  n  variables. 

Cette  proposition  est  contenue  dans  une  autre  plus 
générale  que  nous  allons  établir. 

Théorème.  —  Étant  données   deux  fonctions  des 
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n  variables  Xt,  x,,. . .,  x„_i,  savoir: 

si  la  Jonction  y  admet  toutes  les  substitutions  de  la 
Jonction  V,  elle  est  exprimable  par  une  Jonction  ra- 
tionnelle de  V,  dans  laquelle  les  coefficients  sont  da 
Jonctions  symétriques. 
En  eOet,  soient 


les  substitutions  conjuguées  de  V,  et 
I.  T,,  T,,...,  T^_, 

les  V  substitutions  par  lesquelles  on  déduit  respect! vemenl 
de  V  les  V  valeurs  distinctes  que  celte  fonction  peut  ac- 
quérir-, supposons  enfin  que  V  et  ^  soient  les  résulub 
obtenus  eu  exécutant  la  substitution  T  sur  V  et  siirj. 
Nous  regardons  T,  comme  égale  à  ■ ,  et,  en  conséquence, 
Vo  et  ya  De  seront  autre  cbose  que  V  etj'. 
Si  l'on  fait 

^(V}=(V~V,)(V  — V,}(V  — v,)...(v— V,_,), 

on  aura,  en  développant, 

,{,( V)  =  V  -t-  P,  V'-'  -t-  P,  V'~'  +  . . .  ■+  P,_,  V  +  P„ 

P,,  P,,.  • .  P^  étant  des  fonctions  symétriques.  Ici  T  est 

regardée  comme  une  indéterminée,  et  l'équation 

(■)  +(V)=o        . 

a  pour  racines 

(a)  V„  V,,  V,,...,  V,_,. 
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Considérons  maintenant  U  fonction 

où  m  est  nn  nombre  entier  quelconque;  par  hypothèse, 
cette  fonction  admet  toutes  les  substitutions  de  V;  si  elle 
en  admet  un  plus  grand  nombre,  ces  substitutions  pour- 
ront être  représentées  par 


R,S,,        R.S,,...,        R.S 


Rp_„  Rp_,S„  R^.S.,...,  Rp_,S^_., 

et,  en  les  multipliant  par  certaines  substitutions 

I.  Q..  Q.,.-.  Qi_„ 

on  formera  (n°413]  toutes  les  i.a.3...n  substitutions 
des  n  variables.  Il  résulte  de  là  que  les  substitutions  T 
sont  les  produits  des  substitutions 

I,  R„  R,,...,  Rp_„ 

qui  ne  changent  pas  \"'y,  par  les  substitutions 

Ainsi,  en  appliquant  à  la  fonction  V'^^  les  v  substitu- 
tions T,  on  obtiendra  les  X  valeurs  distinctes  de  cette 
fonction,  répétées  chacune  p  fois;  par  conséquent  la 
sonune 

est  une  fonction  symétrique  des  n  variables  x^,  x, ,..., 
7_i.  Si  donc  on  donne  à  m  les  valeurs  successives  o,  i, 
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a,...,  (y  —  i),  et  quel'on-pose 

v:^-,+Vîj,+v;j,+  ...+v;_,:r,_,  ='., 
y',~\,+y'',~'j'i-^- -^K-\^,-t= ''—''- 

tt,  t,,...  seront  des  foDCtions  symétriques. 

Ajoatons  les  équations  (3),  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  les  facteurs  îadéterminés 

i.„  1,,  1„  ...,  i__j,   I, 
et  faisons,  pour  abréger, 

(4)     ç{v)  =  v"— +\_^v'-^-i-...  +  i,v+i., 

on  aura 

,,.      \     r.T(V.)+jr.T(V,)+--.+r._,T(v_,) 

et  si  l'on  veut  la  valeur  de  y  par  exemple,  il  suffira  de 
déterminer  les  facteurs  ^«,  Xj,.,.,  de  manière  que  l'on  ail 

(6)         t(V.)  =  Ô,      y(V.)  =  o,...,     y(V,_.)  =  0,. 
excepté  if^V^  =  o;  alors  l'équation  (5)  donnera 
/,i,-4-ï,l, +..  .-1-r_,l  _, +  r_, 

"'   ^'= n^r*" — • 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  les  valeurs  de  X«,  l],.-i 
ce  que  l'on  peut  faire  très-aisément  de  la  manière  ioi' 
vante. 

Les  équations  (6)  qui  déterminent  ces  facteurs  eipri- 
ment  que  l'équation 

ç(V)^o 
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a  pour  racines  V« ,  V,,..,,  V^_, ,  excepté  V  ;  mais l'âijua-' 
tion  (i) 

+(V)  =  o 

a  ces  mêmes  racines,  y  compris  V  ;  et  comme  d'ailleurs 
les  plus  hautes  puissances  de  V  dans  '^(V)  et  dans  iJ'(V) 
ont  pour  coefficient  l'unité,  on  aura  identiquement 

ou,  en  développant  le  quotient  de  <|'(V)  par  V — V  , 
+  V,  -1-  Pi  V„ 


Eu  identifiant  cette  valeur  de  f  (V)  avec  celle  donnée  par 
l'équation  (4)]  on  obtient  les  valeurs  suivantes  des  fac- 
teurs >  : 


(  \_4  =  Pi  +  P'V   +P,v'-t-V', 


Ces  facteurs  étant  tous  exprimés  en  fonction  de  V  et  des 
fonctions  symétriques,  il  en  sera  de  même  de  j_.  On  peut 
donner  à  l'expression  dejy  une  forme  très-simple  ;  si  l'on 
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fait,  pour  ahcéger  l'écriture, 

*„-i  ='.— i-t-Pi'ï-j-^-P»',— 3  +  ---  +  P,_,^-<-P,_,'., 

.  el  que  l'on  désigne  par  @^V.)  le  numérateur  de  la  ts- 
leur  de^  ,  donnée  par  réquation  (y),  on  aura 

(9)    9(v,)='.vp+-,T;-'+. ..+.,_,¥,  +  .,_,. 

Quant  au  dénominateur  de  l'expression  de_/  ,  il  est^al 
i  yfVp))  c'est-à-dire  à  la  valeur  que  prend  la  fraction 

^_-^  pour  V  =  V   :  celte  valeur  est 
[|<'  désignant  la  dérivée  de  if'.  On  a  donc 

(■■)  .,=5^1^;. 

ou 

en  désignant  simplement  par  V  l'une  quelconque  des 
valeurs  Va,  V|,. . .,  et  par  jr  la  valeur  correspondante 
de  \ismtejt^j„, , .. 

La  formule  précédente  démontre  le  tliéorème  énoncéf 
et  elle  donne  l'expression  dej-  en  fonction  rationnelle 
de  V.  Ajoutons  que,  par  la  méthode  exposa  au  n"  182, 
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on  pourra  donner  à  la  formule  (12)  la  forme  pins  simple 

r=n(V), 
n(V)  désignant  une  fonction  entière  du  d^ré  V  —  i  au 
plus,  dans  laquelle  les  coefficients  de  V  sont  des  fouctions 
symétriques  des  variables  x. 

Sur  la  formation  des  fonctions   de  n  variables,  qui 
admettent  des  substitutions  données. 

481 .  Le  problème  qui  a  pour  objet  de  f«rmer  les  foBc- 
ûons  de  n  variables,  dont  le  nombre  des  valeurs  distinctes 
est  égal  à  ua  nombre  donné  v,  se  ramène,  d'après  les 
théorèmes  précédents,  à  la  détermination  des  systèmes 
de  substitutions  conjuguées  dont  l'indice  est  égal  à  u. 
Effectivement,  quand  on  connaîtra  un  tel  système,  on 
obtiendra,  sans  difficulté,  par  le  théorème  du  û"  479,  une 
fonction  particulière  V  correspondante,  qui  aura  préci- 
sément v  valeursdisûnctes.  Et,  quant  aux  autres  fonctions 
semblables,  elles  seront  toutes  exprimables,  comme  on 
vient  de  le  voir,  par  des  fonctions  entières  de  V  du  degré 
V  —  I ,  dans  lesquelles  les  coefficients  des  puissances  de  V 
seront  des  fonctions  symétriques. 

Considérons,  par  exemple,  les  fonctions  qui  ont  deux 
valeurs  distinctes.  Les  substitutions  de  ces  fonctions 
forment  un  système  conjugué  dont  l'indice  est  égal  à  a  ; 
ce  système  est  unique,  comme  on  l'a  vu  au  n"  417,  et  il 
se  compose  des  substitutions  qui  équivalent  à  un  nombre 
pair  de  transpositions.  Les  fonctions  V  dont  nous  nous 
occupons  sont  donc  semblables,  et  si  l'on  désigne  par  P 
l'une  d'elles,  l'expression  générale  de  V  sera 

A  et  B  étant  des  foncUons  symétriques.  On  peut  prendre 
pour  P  la  fonction  alternée  des  n  variables  x»,  x,, . . . , 
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x„-t)  dont  nous  nous  sommes  occupé  au  n"  236  et  qui  a 

pour  expression 

P=(x,-:,,;(r,-».)...(x. ;r,)  (»,-»,)...{.: »„). 

Il  est  évident  que  les  fonctions  qui  ont  deux  valeurs 
distinctes  admettent  toutes  les  substitutions  circulaires 
du  troisième  ordre  qu'on  peut  former  avec  les  variables, 
et  qu'elles  n'admettent  aucune  transposition. 

Parmi  les  fonctions  qui  répondent  à  un  système  donné 
de  substitutions  conjuguées,  on  peut  se  proposer  de  dé- 
terminer les  plus  simples,  par  exemple  celles  qui,  étant 
rationnelles  et  entières,  ont  le  plus  petit  degré.  Enoncé 
dans  ces  termes,  le  problème  qui  nous  occupe  exige  des 
considérations  d'un  tout  autre  ordre,  et  sa  solution  offre 
de  sérieuses  difficultés.  Nous  n'aborderons  point  ici  l'é- 
tude de  ce  nouveau  problème  qui  est  d'ailleurs  tout  à  fait 
en  debors  de  notre  sujet  ;  toutefois,  afin  de  présenter  une 
application  de  la  tbéorie  que  nous  avons  développée  dans 
les  Chapitres  précédents,  nous  croyons  utile  de  faire  con- 
naître ici  un  procédé  particulier  par  lequel  on  obtient 
facilement  les  fonctions  qui  répondent  à  certains  systèmes 
de  substitutions  conjuguées. 

Si  un  système  de  substitutions  conjuguées  est  m  fois 
transitif,  nous  diix>ns,  avec  Cauchy,  que  les  fonctions 
qui  admettent  ces  substitutions  sont  m  fois  transitives. 

Des  fonctions  doublement  transitives  de  n  vatiahles 
fjitiont  1.2.3.  .  .[n  —  a)  valeurs,  n  étant -premier. 

482.  Les  fonctions  dont  il  s'agit  ici  jouent  un  rôle 
considérable  dans  la  théorie  des  équations  algébriques. 
Elle*  répondent  au  système  conjugué  formé  par  les 
M  [n  —  i)  substitutions  linéaires  et  entières  de  la  forme 


r-t). 
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z  désignant  successivement  tons  tes  indiceso,  i ,  a, . . . , 
(n  —  i)  des  n  variables 

et  les  valeurs  Aeax+b  étant  prises,  suivant  le  module  n, 
entre  les  limites  o  et  n  —  i . 
Soit  a  uae  racine  de  l'équation 

et  posons 

il  est  évident  que  t  est  une  fonction  des  n  variables  (i) 
qui  a  I .  a .  3  ■ . .  n  valeurs  distinctes. 

Exécutons,  sur  la  fonction  t,  la  substitution  d'ordre  n 


r> 


ainsi  que  les  puissances  successives  de  cette  substitution. 
On  obtiendra  r  résultats 

(4)  '.,',,'„...,'„„ 

ef  comme  t    se  déduit  de  t  en  remplaçant  chaque  indice  z 
par  a  4-  ft,  on  aura 

V  =  ",.  +  "-^^-^i  +  ■  ■  ■  +  "^*,^+/ +•  ■ -^  """' '>^+«~.- 

Soit 

^-{-j^i    on    j^i  —  (»    (inod.n), 

i  étant  compris  entre  o  et  n  —  i ,  il  viendra 
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ainsi  chacune  des  foncUona  (4)  est  égaie  an  produit  de  t 

par  Qne  puissance  de  et,  et  comme  on  i 

les  fonctions  dont  il  s'agit  ont  la  mime  puissance  n'^. 

Si  donc  on  pose  9  =  t",  ou 

(5)  e  =  (jr,  +  «X,  +  a'*,  -f-. . .+  o^x^,)', 

la  fonction  9  sera  invariable  par  la  substitution  circu- 
'  laire  I  ]>  et  il  est  évident  que  le  nombre  de  ses  va- 

leurs distinctes  sera 

l...3...(»-i). 

Maintenant  désignons  par  r*  une  racine  primidve  poni 
le  nombre  premier  n,  et  exécutons  sur  les  indices  z  des 
variables  X  les  puissances  o,  i,  a,. ..,  (n  —  3)delasub- 
stilnUon  circulaire,  d'ordre  n  —  i, 


on  obtiendra  ainsi  n  —  i  résultats  que  nous  représente' 
rons  par 

(6)  e,,  »,,  6,,...,  e«.  » 

On  aura  généralement 

et  si  l'on  pose 

jH'  =  i,    _,  =  ,>"-'-''    (mod.  b), 
I  étant  compris  entre  o  et  n  —  i ,  il  viendra 

»,=u+...+.'^-''x,+...n 

d'où  il  suit  que  $     se   déduit  de  6  en   rempliçint  s 
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par  a'         .  Or,  si  l'on  donne  à  [t  les  valeors  succesuves 

,o,    I,  a,...,  (n  — 2), 
j,B— I— ,1  prendra  toutes  les  valeurs 

.,  »,  3,...,  (,_■) 
suivant  le  module  n,   et,    par  conséquent,   l'expres- 
sion a'           donnera  successivement  les  n  —  i  Racines 
(1)  ",«.7 

delequatîon  (2).  Donc  les  valeurs  des  fonctions  (6)  s'ob- 
tiendront en  remplaçant  a  par  chacune  des  racines  (7) 
dans  l'expression  de  d  ;  on  a  ainsi 


6,  =  {^,+  ax,-ha'x,+  .. 

+  a-;r_)'. 

6,  =  {x,-h  6x,-i-  6'«,-f-.. 

+  e^'j;._,)'. 

6,=  [x,-^jx,-hy^Jc,-{-.. 

+  7^'--.}% 

e^,  —  {x,-t-  « jr,  +  »'3:,  + ,  . 

+  -"-'--.)"' 

Chacune  des  fonctions  (8)  est  invariable  par  la  eubsti- 
tu|ion  I  I  »  et  quand  on  applique  à  ces  fonctions  la 

snbsUtudon    (      U  elles  se  changent  les  unes  dans  les 

antres;  si  donc  on  désigne  par  B  une  indéterminée,  la 
fonction 

(9  —  6.)  {9—6,){9  —  6,)...(6—9^t) 

admettra  les  substitutions 

par  suite»  elle  admettra  tout»  les  substitntioDs  linéaires 


1  SiEl-. 


:ooglf 
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et  le  nombrede  ses  valeurs  distinctes  sera  i.2.3...(/t  —  2). 
II  est  évident  que  toutes  les  fonctions  symétriques  de  Ôa, 
9i,- . .,  fl„_i  admettent  les  substitutions  linéaires  et  en- 
tières; ces  fonctions  sont  donc  deux  fois  transitives. 

483.  Si  d  désigne  un  diviseur  de  n  —  i ,  que  l'on  fasse 
/i  —  I  =  rfe, 
et  qu'on  applique  à  la  fonction  6  les  puissances  de  L|, 
substitutiop  régulière 


qui  est  de  l'ordre  e,  on  obtiendra  e  résultats 

8.,  e.,  6„--.,  9^.,        ■   - 
et  il  est  évident  que  la  fonction  ■  .   '  ' 

(s_s.)(e_é,)...(s-v,)  ■■;' 

aura  1.3. 3..  .(n  —  2)x'^  valeurs  distinctes. 

Des /onctions  triplement  transitives  de  n~+-i  variables 
qui  ont  i.n.Z.  ■  .(n  —  2)  valeurs,  n  étant  premief. 

,  484.  L'existencedesfonclionsdontils'agitest évidente 
à  prioii;  ces  fonctions  répondent  au  système  coaji)^é 
formé  par  les  (n  +  i)n{n  —  i)  substiuiiions  liDeairei 
relatives  au  module  premier  n.  La  règle  que. je  vais 
exposer  pour  les  obtenir  ne  diffère  que  dans  la  forme  de 
celle  qui  a  été  donnée,  pour  la  première  fois,  par  M.  Ë^ilf 
IMathieu. 

Le  nombre  n  étant  supposé  premier,  considéi^ns  d  a^ 
bord  les  n  variables 
(1)  j:,,  Xy,  x,,.;,,  «„_,, 
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et  posons,  cotnme  aa  n"  482, 


[,  S,  -/,...,  u  étant  les  n  —  i  racines  de  l'équation 


SoU  V  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  quelconque 
des  n  —  1  expressions  (a)  :  celte  fonction  c  sera  inva- 
riable, comme  nous  l'avuns  vu,  par  toute  substitution  de 
la  forme 

U  éunt  une  fonction  entière  quelconque  de  l'indice  z. 
D'après  la  théorie  des  fonctions  semblables,  toute  fonc- 
tion des  variables  (i)  qui  admet  les  substitutions  (3]  est 
une  fonction  rationnelle  de  v  dans  laquelle  les  coefficients 
des  puissances  de  f  sont  des  fonctions  symétriques.  Dési- 
gnons donc  par  \„  une  fonction  rationnelle  arbitraire  de 
la  quantité  v  et  d'une  nouvelle  variable  que  je  représen- 
terai par  x^  ;  V«  sera  une  fonction  des  n  + 1  variables 

qui  sera  invariable  par  toutes  les  substitutions  entières  el 
linéaires  ;  on  peut,  si  l'on  veut,  prendre  pour  V«  la  fonc- 
tion V  elle-même. 

Cela  posé,  soil  6z  une  fonction  rationneUc  linéaire 
d'ordre  r  + 1  pour  le  module  n,  et  désignons  par  Vf  la. 
valeur  que  prend  V,  quand  on  exécute  i  fois  sur  cette 
fonction  la  substitution 
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oe  qae  l'on  peut  exprimer  en  écrivant,  d'âpriff  la'  tllitt- 

tion  de  Cauchy, 

Soil  encore  172  une  fonction  rationnelle  linéaire  d'ortlrc 
quelconque  pour  le  module  n,  et  exécutons  sur  V,  la  sub- 


on  obtiendra  un  résulut  qui  peut  être  représenté  par 


r> 


Or,  si  }  désigne  un  entier  quelconque,  comme  la  fonc- 
tion 6z  est  d'ordre  n  + 1,  on  pourra  eOeclner  la  substi- 
tution i         I  en  faisant  d'abord  U  substitulionl  ji 

puis  la  substitution  1  ]  •  On  peut  donc  écrire 

(-)y,=('— ';)  ("■'':)v., 

égalité  où  chacun  des  noiubres  i  el/  est  arbitraire.  Mais, 
d'après  le  théorème  du  n"  472,  à  chaque  valeur  de  l'an 
des  Douibres  i',  /  correspond  pour  l'antre  nombre  me 
valeur  telle,  que 


.  est  une  substitution  entière  ;  et  en  outre,  quand  l'un  des 
nombres  i,  j  reçoit  successivement  les  n  +1  valeon 
o,  I ,  a, . . .  n,  l'autre  nombre  prend  aussi  toutes  ces  mêmes 
valeurs.  Si  donc  t  et  j  sont  choisis  de  manière  à  réaliser 
les  conditions  du  théorèmte  que  je  viens   de   rappela, 
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conms  V»  est  mfmtkie  par  Iss  substitutions  libéûresM 
eatiàres,  on  aura 

ou,  d'après  la  formole  (4)j 

(5)  (";)v,=v„_„ 

et,  je  le  répète,  si  dans  cette  formule  I'ud  des  nombres  t, 
/preed  successivemeat  les  n  +  i  valeurs  o,  i,  a,.,  .n, 
l'autre  nombre  prendra  aussi  successivement  toutes  ces 
mêmes  valeurs. 

La  formule    (5)  exprime  cette  conséquence  remar- 
quée, que  les  n'+ 1  fomctions 

(6)  V„  V,,  V,,-..,  V. 

forment  un  système  qui  est  invariable  par  une  substitu- 
tion linéaira  {Quelconque,  c'est-à'-dire  quune  telle  sub- 
stitution ne  petit  qu^  échanger  entre  elles  les  fonctions  du 
système. 

Si  donc  T  désigne  une  fonction  symétrique  des  expres- 
sions (6),  que  l'on  fasse,  par  exemple, 
[,)  T  =  (V-V,)(V-V.)...(V-V.), 

V.ijtaat  une  indéterminée,  la  fonction  T  admettra  toutes 
les  substitutions  linéaires;  ellesera  donc  triplement  trau- 
sitive,  et  elle  aura  i.a.3...(n-^a]  valeurs  distinctes. 

Si  l'on  désigne  par  Ti  et  T*  deus  fonctions  semblables 
à  la  fonction  T,  par  P  la  fonction  alternée 

(x.~x,)...(^,-x.)[x,~x,)...[x.-x..,) 

des  a  -I- 1  variables,  et  que  l'on  fasse 

S=T, -+-PT.,' 
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1«  fonciiOD  &  adiaeiu<a  touuis  lea  subsmUliosK  iîadïiré 
dom  le  déterminant  est  résidu  quadratï({iieiâè  n-f'tlxj^ 
•équivalent  en  conséquence  à  un  notQbre  pair  de iran^> 
lions.  S  aura  donc  3  X  i.3..  ,{n  — ■2)  valeurs  distiBcUd) 
ainsi  que  M.  Mathieu  en  a  fait  la  remarque.  Onpeutamfi 
former  les  fonctions  S  de  la  mÊioe  manière  que  les  M' 
tioQS  Ti  en  faisant  usage  du  corollaire  du  n" -472^  muk 
nous  devons  nous  borner  à  celle  indication. 

Sur  les  fonctions  triplement  transitives  de  six  variables 
qui  ont  six  valeurs  dtstrncles:  '■ 

485.  On  peiit  donner  plusieurs  forme»  diverses  ani: 
fonctions  dont  nous  venons  de  nous  occuper;  nous  prOi- 
drons  comme  exemple  le  cas  des  fonctions  transitives  de 
six  lettres  qui  ont  six  valeurs  distinctes. 

Les  variables  étant  désignées  par 


et  les  indices  z  étant  pris  suivant  le  module  5 ,  nous  effec- 
tuerons sur  V|)  la  subati.Uitioa  du  cinquième  ordre 

(°* ',)  =  (».  ■.'.3.4) 
et  ses  puissances;  on  trouve  alors  le»  r&ultats  SuiiWlU: 

V,  =  *.  :r, -i-3;,j-, +  3'jj;,,-  ■  ■''" 

Ensuite,  si  l'on  fait 
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pi^r  toutes  lés  sutHtïiuiio|ts.litiéaire&  et  entière*,  et  ,00 taine 
«Ue^ia'ett  pai  «yj^étriquet  elle  aura  prëoîsémen  t  six  valenr» 
distîiictes.  Pouf  justifiercette  assertion,  il  suffit  d'établir 
qse  -la  fonction  T  est  invariable  par  deux  substitutions 
Jtoéaïres,  l'une  du  qualnèime  ordre,  l'autre  du  sixième. 
l»  substitution  du  quatrième  ordre  ' 

{")  =  {<,  '.  4,  3) 

laisse  Vg  invariable,  et  elle  change 

.         ,        V,,  V,,  V,,   V, 

V,,  V,,  V,,  Vj; 
ensuite  la  substitutioa  du  sixième  ordre 

y={o,  œ,   .,4,  3,  2) 

cbange 

V,,   V,,  V,,  V„   V. 


((^ 


V,i  V.,  V.,  v,,  v„ 
ce  qui  achève  la  démonstration  de  notre  proposition. 

■Méthode  de  Lagrange  pour  calculer  vue  fonction  des 
racines  Sune  équation  donnée,  quand  on  connaît 
une  autre  fonction  quelconque  des  racines. 

486.  Parmi  les  travaux  publiés  depuis  un  siècle  sur  la 
tbéone  algébriqnedes  équations,  l'un  des  plus  importants 
est,  sans  contredit,  le  célèbre  Mémoire  de  Lagrange,  que 
nous  avons  déjà  eu  ToccBsion  de  citer  {a"  189),  et  qui 
fait  partie  des  Ménfoir^s  de  V Académie  de.Serlin  pour 
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1770611771.  On  reocontre,  entre  autres  r^oltàts  resw-" 
quables,  daos  ce  grand  trarail,  le  beaa  théor^ne  qtie 
void;  ' 

Dès  qu'on  aura  trouvé,  par  un  moyen  quelconque, 
la  -valeur  d'une  Jonction  rationnelle  des  racines  d'une 
équation,  on  pourra,  en  général,  trouver  la  valeur  ^\ine 
autre  fonctionrationneUe  quelconque  des  mêmes  racines, 
et  cela  par  le  mojen  d'une  équation  simplement  linéaire. 
Quelques  cas  particuliers  exigeront  cependant  la  réso- 
lution d'une  équation  du  deuxième,  du  troisième,  etc., 
degjé. 

Soient  . 


les  n  racines  de  l'équation 

(i)        a:''-i-  p,3f—'-i-p,x'-'-h.  . .  -i- p,_,x  •]- p„=  o  , 
et 

:r=/{^.,  ^>,...,  ^^,), 

deux  fonctions  rationnelles  de  ces  racines  dont  la  pre-  . 
mière  a  une  valeur  donnée.  ' 

Nous  supposerons  d'abord  que  la  fonction  f  admette 
toutes  les  substitutions  de  F;  dans  ce  cas,  on  peut  déter-  | 
miner  la  valeur  de  fpar  la  métbode  dont  nous  avons  fait 
usage  au  n"  480.  Eflecli veinent,  si  l'on  représente  par 

(2)  V„  V,,  T,,...,  V^_, 

les  valeurs  di&linctes  que  prend  F  par  les  subsdtaUona,  et  ' 
par 

(3)  .  ^.,  ^M  y,,..-,  j,_, 

les  nlenrs  eorreqiondanies  de/*,  que  IVn.pose  eausflnv 
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cQp^^e;  aim*  48P, 

j,-f-j,-t-r>+'---t-j„_i  =r,,  ; 

(4)  /  v;j,H-v;:r.+vîj,+...+v^'_,j-^_,  =  /,. 


V'.-'j-o+v'—j,  -fV"-v,+--+-v-'- 


.J.-r  — ïi 


on  pourra  exprimer  r,,,  tj,...,  r^  _,  en  foDction  des  quan- 
tité connues,  puisque  ce  sont  des  fonctions  symétriques 
des  racines  de  l'équation  (i).  Ensuite  la  résolution  des 
équations  (4)  fera  connaître  les  inconnues^,,  j',,  etc. 
Nous  avons  vu  que  si  l'on  représente  par   - 

(5)     ^  (V)  =V—  +  P.V"-^  + . . . -I-  P,_,  V  +  P, 

le  polynôme  égal  au  produit 

(V— V.)  (V— V.) . .  .(V— V__,  ), 

par  'II'  (V)  la  dérivée  de  V,  puis  que  l'on  fasse,  puur 
abréger, 

;" 


les  valeurs  des  inconnues j^  sont 

(81     v-il!il,     r-îlH,...,      y         --^C-') 

W  ^— f,v.)'    ^■-+'(V,)'  '^— ~fiv._,) 

Dans  l'hypothèse  OÙ  nous  nous  sommes  placé,  la  fonc- 
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iîon  F  a  V  valeurs  distinct^  atgébriifitifinientj'niisiHi 

Xtf  Xi,. . .,  x„^i  ne  sont  plus  des  indéterminto», r.<H)il 

peut  arriver  que  plusieurs  des  quantités  (a)  soient  nume- 

riqiÈoment  égales  entre  elles.  Lorsque  ce  cas  se  -présnite, 

l'équatioo 

(9)  ■  ■  ,KV)  =  o 

ad«s  racines  multiides,  et  quelques-unes  des  formules (8] 
derienneut  illusoires  j  mais,  dans  tous  les  bas,  ai  V'«5t 
tine  racine  simple  de  l'équation  (9),  la  foemule 

donnera  toujours,  comme  nous  allons  le  démontrer,  If 
valeur  de j' qui  répond  à  la  valeur  V    de  V. 

iS7.  On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  qu'il  est  p^c^- 
saire  de  compléter  l'analyse  du  u"  480  pour  l'adapier  an 
cas  qui  nous  occupe  ici.  Supposons  que,  parmi  les  quan- 
tités (a),  il  y  en  aiii<^i  soient  numériquement  distinctes 
et  représentons-les  par 

{10)  V„  Vr,  V,,...,  V,_,.       ' '■"■ 

Soient  V  l'une  des  quantités  (10)  et  Y  la  somme  de 
toutes  les  valeurs  de  y  qui  répondent  aax  valeurs  de,  V 
égales  à  V  .  Les  équations  (4)  deviendront 

T.  +  T>-l-...  +  T/_,=/„  ' 
V,.Y.+  V,T,'+...-f-Vil,ï,-_,=A,    .         i 

V^"*'  Y.  .-1-  V^'  Y,  +  . .  .  tH  ,V|~;  Yi_,  =  ti^, , 
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fJtetferévideat-iqu'eUecne  {teuv«Dt  détenuner  qpe.  le* 
Ëqaai^étéaiu     ■■  ■ 

.,,,,,, ,     Y,,  T.,-..,  Y,--, 

^  q«elas  1  premières  équatious  suffisent  en  tome  rigueur 
pour  cet  objet.  Mais  nous  en  emploierons  un  plus  grand 
nombre  afin  d'arriver  à  des  formules  où  ne  figurent  que 
les  deux  seules  fonctions  0  (V),  ^(Y)  déjà  introduites. 
i^  D^gnbilsflar  r  le  nombre  des  quantités  (3)  qui  «ont 
iigi]i^  *■  V„  et  oOniidéron»  les  v  —  r  -f- 1  premwnes  équa- 
tions (ii)'j  dans  le  cas  der=:i,  aucune  équatioii  ne  sera 
exclue.  Ajoutons  les  équations  dont  il  s'agit,  après  les 
avoir  multipliées  par  les  facteurs 

ëtfdisons,'pour  abroger, 

(lî)  ï(V)^V"-'"  +  9„_^_,V'-''-'+..  .-i-a,V4-9,, 

àù  àiira 

''l  '  Y.ç{V.)  +  ï,î{V,)+...-l-Y,.^,,(V,_,) 

'    =e,/,  +  S, ',  +  ... +  o,^_,._,f,„,._,  "*-'„__,..' 
et  ti  l'on  détermine  les  facteurs  9,  de  manière  que  l'on  «it 
identiquement 

.^v. '"''-(V-v,)'- 

la  préoédâate  équation  donnera 

■e.?.-i^9ir,+...+  e     ,.    .(    ,.    ,+/    ^ 

'■"  'C        .    ,?J         '"■ 

L'expression  de  <f  (VjT  s'obtient  facilement  en  multipliant 
les  deux-expressions 

'^(V)d:  V  +  PiV"'  4-.  ..  +  P^_,V-4-P^, 

•   •■      _■  ,  ■■  ^  ,  ^t^+on  ,    \ 
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et  en  négligeant  dans  le  prodnit  les  paiuaiiccs  mlguil» 
de  y.  En  comparant  le  résaltat  obtenu  avec  la  fonnole  (la), 
on  obtient 


(■4) 


i  »•  =  f.-r  +  7  P.- ,-,  »,  +  ^^^fji^P.-,- 

,y-;^- 

-'^m^^^-r^ 

e,  =P,_r_,H--P,_^_jVp+... 

+  '"+■'■■•<'-=;,;-'-, 

..__=p.  +  ^p,.v,+'-i^'Y;, 

e,_r_,=P. +  -Vp. 

D'après  ces  formules  {»4}  et  en  se  servant  des  for- 
mules (6),  on  trouve  que  le  numérateur  de  l'exprès^ 
sion  (i3)  de  Y   est  le  produiidu  polynôme 

(.5)         +(,_^)...(._._,),,v;-'-'+... 

par  le  facienr  numérique  = — — .  ;  on  volt  qae 

cette  expression  (i5)  est  précisément  la  valeur  que  preod 
pour  V  e=  Vp  la  dérivéed'ordra  r  —  i,  0^'  ( V)*,  du  poly- 
nôme 0(V).  Quant  au  dénominateur  de  l'expression 
de  Y.,  il  esl^alà  tf  (Vp)ou  à 
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daUs  le  cas  de  r^i,  Y  doit  être  remplacé  par  y  et 
©'"'(V  )  par  0/V  j;  on  retombe  ainsi  sur  celle  des 
formules  (8)qui  détermine^  , 

Laformule(i(>)  exprime  ce  résultat  retnarcpt&ble,  que 
l'expression  générale 

convient  à  tous  les  cas,  pourvu  que,  si  te  second  membre 
se  réduit  à-  pourV^V,  on  supprime  les  facteurs  V — V 
communs  aux  deux  termes,  avant  de  faire  V=^V  ,  et 
qu'on  remplace  y  par  la  moyenne  arithmétique  des  va- 
leurs qui  répondent  à  la  valeur  V  . 
Soient 

r.i  y,,  T.,--.,  r-^i  '   ' 

les  r  valeurs  de^  qui  répondent  h  la  valeur  V  ,  la  mé- 
thode que  nous  avons  développée  nous  permet  de  cal- 
culer la  somme 


On  pourra  aussi  calculer,  de  la  même  manière,  la  somme 
descarré»de  ces  quantités,  la  somme  de  leurs  cubes,  etc., 
et  enfin  la  somme  de  leurs  puissances  r'*'""-,  on  pourra 
donc  former  l'équation  de  degré  r,  qui  a  pour  racines  les 
quanti  tés  y»,  ^, ,. .  -,yr~f  Ainsi,  qvand  l'équalioH  en  V 
a  des  racines  égales,  la  détermination  de  la  fonction^ 
pent  dépendra  d'une  équation  du  deuxième,  ou  du  troi- 
ùème,  ou  etc.,  degré. 
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488.  L'analyse  qui  préeÀde  peatèlM  «tanâHQ,«K  em 
où  ,1a  fimetioD  y  a'Adoi«t  pas  toMes  les  suJifitîlwUona  de 
la  foaetioa  donoée  V. 

Dans  ce  cas,  le  nombre  v  des  valeurs  disùocles  de  V 
est  mtnndre  que  K  =  i .  a ...  m  ;  et  si  l'on  pose 

les  N  valeurs  de  V  se  partageront  en  v  groupes  conteuaDl 
chacun  n  valeurs  ^ales.  Soient  .    , 

V..       v"* vt-"-". 


V,, 


ces  V  groupes,  et  j''''^  la  valeur  de  y  qui  cocrotpoad 

àVM. 

P 

Désignons  par  z  une  fonction  symétrique  et  ration- 
nelle quelconque  des  quantités 

j-,  y",...,  r"-". 

,  •'f  '  •'p  '      '  ■'p       ' 

il  est  évident  que  la  fonction  z  admettra  toutes  les  sub- 
stitutions de  V^  on  pourra  donc  exprimer  z  en  générll 
par  une  fonction  rationnelle  de  V  .  Quand  on  aura  ainsi 
calculé  fx  fonctions  symétriques  des  quantités^  ,^',.-., 
/p"  '  on  pourra  former  l'équation  du  degré  ft,  qui  a 
pour  racines  ces  ft  valeurs  de  y. 

•489.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'on  pourra  tou- 
jours déterminer  les  n  racines  x„,Xt,...,x,^,  d'une  équa- 
tion donnée  du  degré  n,  si  l'on  connait  li  valeur  d'une 
fonction  V  de  ces  racines,  pourvu  qufi  les  i  ;z.j3ivin  va- 
leurs que  prend  V,  quand  on  y  permute  les  racines,  soïept 
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AffévenMs;  nbD'^^nUtnent  flOHs  levappoft  >de  la  forme 
algébrique^ -mviseracore «u point  «le vue  nmn^riquev    •■ 

En  effet,  on  peut  supposer  que  la  fonclion  iBCOnuué^ 
se  vëdoite'  à  l'une  qudeonqaa  des  raoines,  à  x»  par  exam- 
ple ;  alors  On  pourt-a  exprimer  x^  en  fonction  rationnelle 
de  Y  et  des  coefïicients  de  l'équation  proposée  :  si  ensuite  • 
on  suppose  que  y  se  réduise  à  une  autre  racine  Xf ,  on 
pourra  deméme  exprimer  x,  en  fonction  rationnelle 
de  V,  et  ainsi  de  suite.  I!  résUliedelà  tjue  si  la  valeur 
doanée  de  V  est  coaunçosurable,  ç'est-à-dire  exprimable 
en  fonction  rationnelle  des  quantités  que  l'on  regarde 
comme  connues  ,;te3  racines  de.  l'équation  proposée  seront 
toutes  commensurablËè. 

Mais  si  la  foncUon  V  q'a  pas  toutes  ses  valeurs  dis- 
tinctes, qu'elle  prenne,  par  exemple,  S  valeurs  égales  par 
Imsiitutituiions  aniquetles  répandent  les  valeurs 

a-,,    ar,,...,   a:(_, 

3è  ià  fonction  y-=.  x,'  la  méthode  précédente  ne  fera 
plus  connaître  ces  racines,  elle  permettra  seulement  de 
former  l'équation  du  A""'  degré  dont  elles  dépendent , 

.  La  théorie  qui  vient  d'être  exposée  comprend  tout  ça 
flue  I  on  sait  de  plus  général  sur  l'abaissement  des  équà- 
dons  quand  on  connaît  une  relation  entre  les  racines, 
car  ce  cas  est  évidemment  le  même  que  celui  où  l'on 
.donne  la  valeur  .d'une  fonction  des  racines. 

Recherches  de  Galois  relatives  à  la  théorie  précédente, 

;49Q',, L'analyse  que  nous  venons  de  présen^r  pous  a 
CQ.^dt;,it  ^  un  tbéorème  dont  on  coniprçud  toute  l'impor- 
.,^9P^e  ^\  q^  l'pu  peijt  enppc^r  comice  il  suit  î  . 

■  /THÉoiÉMB^— i5i';   i>    :>    ■  ■  ■■•■.•,■■■ 
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eit  une  équation  quéîoonqaa  da^  degré  n,  mOtt  tpàn'à 
pas  de  racines  égaies,  et  qtu  1 

soit  une  fonction  rationnelle  des  racines  Xa,  Xi,,,.,  ï^, 
de  l'équation  (i),  tellement  choisie,  que  les  i. 2.3... n  va- 
leurs qu'elle  prend,  par  les  substitutions  des  racines, 
ioient  toutes  différentes,  on  pourra  exprimer  ces  n  ra- 
cines  x^,  Xt,---,  x^,  ea  fonction  rationnelle  de  V. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  coonaltre  ici  la  «iémont- 
tratioii  que  Galois  a  donnée  de  ce  théorème  dans  le  ei- 
lèbre  Mémoire  inséré  an  tome  XI  du  Journal  de  Mathé- 
maliques  pures  et  appliquées. 

Nous  désignerons  par  Va  la  valeur  donnée  de  V,  el  par 
Vp,  V,,...,  V^_, 

les  ft  =  1.2.3. ..  (»  —  i)  valeurs  que  prend  V,  par  les 
substitutions  des  n  —  i  racines 


On  aura  alors  une  équation  eu  V  du  degré  /x,  savoir, 

(2)  {V-V.)(V-V.)...(V-V^_,5=^o, 

dont  les  racines  Vo  V,,. . .  seront  toutes  diSférentes  et 
dont  les  coefficients,  qui  sont  des  fonctions  symétriques 
des  racines  Xi,  x,,. . .,  x„_,  de  l'équation 

s'exprimeront  rationnellement  par  les  coefficients  de  celte 
équation,  c'est-à-dire  en  fonclîoa  rationnelle  de  x*  et  des 
coefficients  de  l'équation  proposée  (i).  Par  suite,  l'équa- 
tion (3)  pourra  être  mise  sous  la  forme 
(3)  F(V,*.)  =  o, 
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Fid^Hfnutt  une  foDction  nlionnelie  de  V  et  de  x^.  Or 
l'équation  (a)  ou  (3)  est  satisfaite  pour  V=V,;  on  aura 
donc  ideotiquement 

F  (V„  :»;.)  =  o, 
en  sorte  que  l'équation 

(4)  F(V„,)  =  o 
sera  satisfaite  en  posant 

et,  CD  conééquence,  les  équations  (i)  ei  (4)  auront  une 
racine  commnnex«.  Je  dis,  déplus,  que  ces  équations  ne 
sauraient  avoir  d'antre  racine  commune.  Supposons,  en 
effet,  que  l'équation  (4)  soit  satisfaite  pour  x  =  Xt,  on 
aura  identiquement 

F(V.,  *,)  =  o} 
par  suite,  l'éqaatîon 

(5)  F(V,  i,)  =  o 

sera  satisfaite  pour  Yr=  V,.  Or  l'équation  (5)  se  déduit 
de  l'équation  (3),  ou  de  l'équation  (a),  par  la  trausposi- 
bon  des  racines  x^  et  x,  ;  d'ailleurs,  par  cette  transposi- 
tion, les  quantités  V(,,T,,.  -  ■)  V  I  se  cliangent  en  d'au- 
tres V',,  V'j,...,  V  |,  toutes  distinctesdes  premières  par 
lijpotbèse;  donc  l'équation  (5)  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(v-v,)(v-v'.)...(v-t;_,)=o, 

ell'on  Toît  qu'elle  ne  saurait  avoir  V„pour  racine. 

Les  équations  (i)  et  (4)  n^ayant  que  la  seule  racine 
commune  x^,  on  déterminera  facilement  cette  racine. 
Pour  cela  on  cberchera  le  plus  grand  commun  diviseur 
entrey(x)  et  F  (V»,  x),  et  l'on  poussera  l'opération  jus- 
qu'à ce  qu'on  obtimne  on  reste  dn  premier  degré  en  x  : 


^laiiizodbvGoogle 


4f5  Cd6«S  n'ALefeBKB   svpêiriibk 

en  'égalant  à  zéro  ce  resie^  on  xnra  ube  ^ostion  ^î  tnt 

conoAllre  la  Talenr  de  JTg,  '■ 

^.=---Mv.)   OH   ^.^|(V); :■ 

et  cette  Taleur  de  Xt  sera  évidemment  rationuelle  en  V, 
puisque  l'opéralioD  du  plus  grand  coinniun  divÙMir  se 
peut  pas  introduire  de  radicaux. 

On  peut  opérer  de  la  même  mani^  pour  trouver  le» 
autres  racines,  et  l'on  obtiendra  ainsi  des  expresgîoni 
rationnelles,  telles  que 

CoROLLàiBEl. — L'équatioaen\dudegré^=t.3.^...n, 
gui  a  pour  racines  toutes  les  N  valeurs  de  V,  et  dont  les 
coefficients  s'expriment  ralionnellement par  ceux  de  té- 
quation  proposée,  jouit  de  cette  propriété  remarquable 
tjue  toutes  ses  racines  peuvent  être  exprimées  rationnel- 
lement par  Fune  quelconque  (Centre  elles. 

Soient,  en,  effet,  V  et  Vj  deux  valeurs  de  V;  V,  «l 
me  fonction  rationnelle  des  racines  Xt,  x,,. . ,,  x._i, 
lesquelles,  d'après  ce  qui  précède,  sont  des  fonctious  ra- 
tionnelles de  V  :  on  aura  donc 

v,  =  e(V), 
6  désignant  une  fonction  rationnelle. 

ConoLLAiRE  II.  —  Étant  données  tant  d^ irrationnelles 
algébriques  qu'on  voudra,  onpeut  toujours  les  exprùnef 
toutes  en  fonction  rationnelle  d'une  même  irra^oanelle. 

Nous  nommons  irrationnelle  algébrique  toute  quantité 
qui  est  racine  d'une  équation  algébrique  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  foactions  rationnelles  des  quantités  regar- 
dées comme  connues.  Cela  étant,  soient 

.    Xir  X,,...,   x,^x  f 

m  irrationneUeaalgébriqtiesqndcfmqueston'pourriibr- 
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mer:  nae-âquatimi. (L'un  centain  degré  n,  à  coefficiei^U, 

commensurables,  dont  ces  m  quanlitësseroDt  radi^jpi^.el; 
qui  n'aura  pas  de^  racines  égales.  Soient 

les  »'  Tacines  de  cetts  équation,  et  désignons  par  V  une 
fonction  rationnelle  de  ces  n  racines  telle,  que  les  TaleuTA 
qa'elle  prend  par  les  substitutions  soient  toutes  distinct^. 
V  géra  une  irrationnelle  algébrique  en  foncUoi^  de  \ti~ 
quelle  les  nt  irrationnelles  données  pourront  s'exprimei; 
rationnelle  ment,  d'après  le  théorème  précédent. 

Nous  admettons  comme  évident  qu'on  peut  toujours 
former  une  fonction  rationnelle  de  m  quantités  inégales 
telle,  que  les  i .  3 . 3 . . .  m  valeurs  qu'on  en  dédui  t  par  les 
substitutions  soient  différentes, 

,491.  Arri-ic^TioR  A  vu  EXEMPLE.  —  Le  théorème  pré- 
cédent fournit  une  méthode  beaucoup  plus  simple  que 
celle  qui  résulte  de  la  théorie  de  Lagrange,  pour  déter- 
miner les  racines  d'une  équation  quand  on  se  donne  une 
fonction  de  ces  racines.  Nous  prendrons  comme  exemple 
le  cas  de  Péquation  du  troisième  degré. 

Soit  l'équation  ' 

(i)  x'-hp,x'-hp,x+p,  =  o, 

et  posons  ■'     '* 

Eniransposaot  les  lettres  j;,  et  ;r2,on  obtient  ces  deuY  va- 
leur* de  V, 

V,  ^  ax,  -K  bx,  ■+■  ex,, 

V|  =;  ax,  +  bx,  -h  ex,  J 

l'équation  en  V  sera  alors 

(V-V.)(V-V,)  =  o, 
ou 

y'~[^ax.^ib-hc)lx,  +  x,)]V 

U.  37 
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On  peat  chaasfir  x,  et  x»  de  cette  ^aatitui  à  l'aide  ^ 


relations 

x,.T:i=zp,  —  j:,(x,  +  x,]  c^/)i  +  /),  i, -)-  j-J, 
"'.  +  *i  =  (P\  —  2/>.)  —  J:.', 
et  l'on  aura  / 

(V-[(a»-J-.)».-,,(J+c)]V 
(a)         +[K  +  ».+  »=-»4-«-Sc),; 

(      +(4'  +  .'-oS-«)f,«.+  fcf;-(S-c)>]=.. 

Il  faudva  maintenant,  pour  avoir  x„  faire  x  =  x*  dani 
le  premier  membre  de  l'équation  (i)  et  chercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme  que  l'oa  ob- 
tiendra ainsi  et  le  premier  membre  de  l'équation  (a)iil 
n'y  a  m£me  aucun  calcul  à  faire  dans  le  cas  particulier  où 
l'on  a 

car  l'équation  (  a)  ne  contient  plus  alors  que  la  premi^ 
puissance  de  x^,  et  elle  en  fait  connaître  immédialemeal 
la  valeur.  Ce  cas  simple  se  présente  si  l'on  prend  pour  a, 
hf  c  les  trois  racines  cubiquvs  de  l'unité. 

Soit  a  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité,  et 
posons 

0  =  1,     A;=«,     «^a'i 

on  aura,  à  cause  de  a*  -(--  a  -I-  i  =  o. 


3V 
.  i92.  Le  théorème  démontré  au  n"  490  a  pour  complé- 
ment la  proposition  suivante  qui  n'a  pas  moias  d'imper' 
tance  dans  la  théorie  des  équations. 

Théoh^h^.'  —  Soient  .   ■       .    /     > 
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mu  équàîion  de  degré  a  qui  n'a  pas  de  racines  égales, 
et 

une  fonction  rationnelle  des  racines  x,,,  x,,. . .,  x„,,  et 
des  quantités  connues,  tellement  choisie,  que  les 
N=^i.a.3. .  .n fondions  qî^  on  en  déduit  par  les  substi- 
tutions des  racines  aient  des  valeurs  numériques  iné- 
gales. Soient  aussi 

(3}  ^(V)^o 

l'équation  de  degré  IV  qui  a  pour  racines  les  N  valeurs 
rfe  V,  et  F  (V)  un  diviseur  irréductible  de  degré  v  du 
polynôme  ^  (  V  )  ;  désignons  enfin  les  racines  de  V équa- 
tion ' 

(4)  F(ï)=o 
par 

(5)  V,,  V,,  V,,...,  V„_,. 

&les  racines  de  l'équation  proposée  (i)  sont  représen- 
tées par 

elles  pourront  l'être  aussi  par 

(7)  'I'.(V,),  f(V,),...,  ^^,(V,), 

V;  désignant  l'une  quelconque  des  quantités  (5). 

En  effet,  l'équation  (i)  admet  par  hypothèse  la  racine 
^j(V,);  on  a  donc  yijij (V»)  =  o,  et,  par  consâjuent, 
V4  est  racine  de  l'éijuatîon 

Or  V(,  est  l'nne  des  racines  de  l'équation  (4)  6t>  comme 
celle>ci  est  irréductible,  toutes  ses  racines  doivent  satis- 
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faire  i  l'^uatioD  précédente,  on  a  donc  /if'  V^')  =  Oi  « 
qui  exprime  que  les  quaniitéi  {y)  sont  racines  de  Véqxa- 
tion  (i). 

Pour  achever  ta  démonstration  dn  théorème  énoncé,  il 
reste  à  prouver  que  les  quantités  (7)  sont  distinctes:  Je 
dis  qu'on  ne  peut  pas  avoir  iJ'i(V,)  =^,(V,),  si  /est dif- 
férent de  A  ;  en  effet,  si  cette  égalité  avait  lieu,  V,-  serait 
racine  de  l'équation 

>t*(V)-+j(V)  =  o, 

laquelle  admettrait  alors  chacune  des  racines  (5)  de  l'é- 
quation irréduciihle  (4);  on  aurait  donc  eu  particalîer 
^i{V,)  —  i|'/(V(,)  =50,  oe  qui  ept-oontrç  l'hypothèse, 

CoKOLLAiRE.  —^ Les suhsUtutions  I,  S|,  Sf,.  . . ,  Sj_,| 
par  lesquelles  on  passe  de  lapeimutalion  {6)  des  racines 
Xo,  X,,. . .,  x„_,  aux  V  permutations  [y),  formentm 
système  conjugué.  En  d^ autres  termes,  les  v  permuta- 
tions [y)  constituent  un  gmupe.  .       ,.'■_   l'J 

En  effet,  on  a  V,-  =  â  (Va),  d  étant  une  fonction  ration- 
nelle; il  s'ensuit  que  Vo  est  racine  de  F0{V)  =0;  celle 
équation  admet  donc  la  racine  V,,  et  9(VJ  est  l'une  des 
racines  Vide  l'équation  (4),  Cela  posé,  désignons  par  A,- 
la  permutation  (7),  on  aura 

s,A.=  Ai  =  ^.,e(v,),  ^-,e{v.),...,  ■|^,e(v,), 

et,  en  faisant  la  substitution  S,', 

=  +.(V»},  'l'.(Vi),...,  +^,(V*}=S,A., 

d'où 

S;S,  =  Si. 
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SECTION  Y. 

LA  RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DES  ÉQUATIONS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  ÉQUATIONS  DU  TROISIÈME  ET  DD  QUATRIÈME  DEGRÉ. 
œNaDÉRATIONS  GÉNÉRALES  SUR  LA  RÉSOLUnON  ALGÉ- 
HRIQDE  DES  ÉQUATIONS. 


Résolution  de  Inéquation  générale  du  troisième  degré. 

493.  Méthodk  SB  HuDDE.  —  Parmi  les  méthodes  cod- 
Dues  pour  ta  rësolution  del'Àjuation  gàiéraledu  troisième 
degré,  la  plus  simple  est,  sans  contredit,  celle  de  Huddc. 
C'est  aussi  celle  que  nous  exposerons  la  première. 

Comme  on  peut  toujours  faire  disparaître  le  deuxième' 
tende  d'une  équatioir,  nous  considérerons  l'équation 

(l)  *>+/M!-|-7  =  0 

débarrassée  du  terme  on  x*.  Posons 
W  :«  =  /  +  ., 

X  étant  une  nouvelle  variable  et  z  une  fonction  de  j', 
que  nous  nous  réservons  de  déterminer,  de  manière  que 
l'équation  transformée  en  y  rentre,  s'il  est  posùble,  dxns 
les  classes  d'équations  que  nous  savons  résoudre.  Rem- 
plaçons dans  l'équation  (i)  x  par  sa  valeur  tirée  de  (a)} 
on  aora 

(j'-+-.)'+/.(j--t-ï)-t-9=o, . 


■p^^H^fïïi^ 


4^  couB»..p>v=i»R»  ^wç^JtW?»* 

ou    ,    .r  .......  ]■..:■:    ,-   -,,,l..-     ,.ns 

(3)  {>»  +  a»+?;  +  (r+-»)f$^-t-^=i=«*-i''-^ 

Si,  maintenaiit  on  détermine  z  par  la  condition 

378-41-/1=0, 
ce  qni  donne 

.  •=-^' ,       : 

r^uation  (3)  deviendra 

on 

(4)  y  +  ir'-^=<'-''''  ■•"■■■■"■■'•' 

Celte  équ&tîon  en  j'  peut  se  ré^ndre  à  Is  manière  it$ 
équations  du  deuxième  degré,  car  elle  ne  contient  que  !« 
puissaiices  jr*  et  jr'.  Eusuitei  (juandy  sera  connu,  on 
atira  x  par  la  formule 

j'i;   ;     '=^-5^-'  :;; 

L'équation  du  sixième  d^ré  (4)(  à  laquelle  nous  ra- 
menons ainsi  l'équation  proposée,  a  été  nommée  par 
Ligrange  la  rédaite  on  la  i-ésolvarUe  de  l!équatioai(i).  : 
/"Qooique  cette  résolvante  ait  MX  raçiilcfl,  lalormDU.(9) 
ne  dtmnera  pourtant  que  trois  valeurs  de-Xt  cftiotm&M 
doit  être.  En  elTei,  la  résolvante  ne  chaDjje  pas  quand  on 

change  jr  en  —  7— >  CQ  sorte  qud  ses  six  racines  tqrmètA 

trois  groupes  tels,  que  le  produit  des  .denx  DMiofiS  de 

chaque  groupe  est  égal  à  —  Çi  et  il  est  évident  que  lafor- 

/       '  ■   ■  :       './ 

mule  (5)  donnera  l'a  ménle  valeur  pour  a:  quand  on  rem- 
plaoerayinw«asiTeBBcnt  par  lesdeuxuacineB  d^ùB  it/^ 
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groupe.  Ceci  va  résulter,  an  surplus,  de  l'expression  même 
des  valeurs  de  x.  dont  nous  altous  nous  occuper- 
De  l'éqoation  (4);  on  tire  cette  valeur  de  ^', 


-•=-f*\/f-'4- 


(6)  j-î-|±yÊ, 

en  faisant,  pour  abr^er, 

H  —  ï'  -L.  '^. 

R^:  —  4-  — : 

4         ^1 
en6n,  on  tire  de  l'^uatîon  (6) 


Cette  expression,  â  cause  des  valeurs  multiples  des  radi- 
caux, donne  les  six  racines  de  l'équation  (4)  ;  mais  nous 


admetti-ons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  i/  — ï±yîî 

représentera  seulement  l'une  des  trois  racines  cubiques  de 

—  î-zizi/R.  Ce  sera  celle  que  l'on  voudra,  mai»  ce  sera 

toujours'  la  même  ;  eu  sorte  que,  si  a  et  S  désignent  kl 
deux  raeiâes  cubiques  kaaginaîres  de  l'unité,  les  six 
nciees  de  l'équation  (4)  pourront  èlre  représentées  par 


(8),  y/-î±v/5,   .y/-2±»'H,   t^-l^^Ë. 


Et  eomoM  des  deux  radicaux 


la  prenirïe*  no»  cepvéseate,  pf  r  notra  .emraitioD,  mile 
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des  trois  racines  cubiques  de  —  i  H-  \R  que  nous  vou- 
drons, te  second  également  celle  des  trois  racines  cu- 
biques de  —  -'■ — ^E  que  nous  voudrons, .'et  qu'en  outre 

leur  produit  a  pour  cube  —  —  >  nous  pAiVons  cboistr  Tes 
valeurs  de  ces  deux  radicaux  de  manîèfe  qiie  lei^r  produit 
soitëgalà  —  ^;  on  aura  alors  ^  ■,       , 


(9)    '     \/-l=P'/ir- 


3^-?±V« 


Si  maintenant  o»  porte,  daos  la  formule  (5),  chacune 
des  valeurs  (8)  de  y,  eu  se  servant  de  ta  formule  (9)  et 
en  se  rappdant  que  £)c€  =:  i ,  oa  obtiendra  les  valeurs  «ni- 
vantes  de  x  : 


qui  se  réduisent  évidemment  à  trois  distinct!»,  savoir  : 

■■.'\/tÎ*''^.*'\/-1-'^- 
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Ces  trois  racines  de  l'éqnation  (i)  peuveot  être  repré- 
sentées par  la  formule  unique 


(■») . 


'  =  s/-l*'l^-^\/-l-<li. 


\X\Ve:  formule,  de  Cardan,  ymxTsxi  qu'alors  on  laisse  aux 
radicaux  cubiques  toute  leur  généralité,  mais  qu'on  n'as- 
socîé  cDGemble  que  les  valeurs  dé  ces  radicaux  qui  donnent 

an  produit  égal  à  —  ^• 

Si,  dans  la  formule  (lo),  on  combine  chaque  valeur  du 
premier  radical  cubique  avec  chaquevaleur  du  second,  ou 
aura  en  tout  neuf  valeurs  de  X,  qui  seront  les  racines  des 
trois  équations 

ainsi  qu'on  s'en  assure  aisément  en  faisant  disparaître  les 
radicaux  de  l'équation  (lo). 

494.  L'analyse  qui  précède  s'applique  à  tous  les  cas, 
quelles  que  soient  les  quantités  p  et  ^ ,  réelles  ou  imagi- 
naires. Nous  allons  ajouter  quelques  détails  relatifs  au 
cas  où  les  Goefficienis  sont  réels. 


DiscDssioN  DE  LA.  FORMULE  DE  CiBDiH.  —  p  et  g  étant 
des  quantités  réelles,  supposons  R  >  o,  ou 
4p'+n7î'>o; 

les  deux  radicaux  qui  figurent  dans  l'équation  (lo)  auront 
chacun  une  de  leurs  trois  valeurs  réelles.  Désignons  par  A 
la  valeur  réelle  du  premier,  par  B  celle  du  second  ;  les 
trois  valeurs  du  premier  radical  seront 

■        A,  â«,'a'6,         .      .'      .  '■  . 
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cclk»  du  second  seipnt 


et  comme  les  valeurs  des  deul  radicausj  qu'il  fkat>pnni- 
dre  ensemble,  doivent  avoir  an  produit  réel,  od  aura, 
pour  les  racines  de  l'ëquation  (i), 

A  +  B, 
Aa-f-B6, 
AS  +  Ba. 
D'ailleurs, 

les  Iroîs  racines  de  l'équatioD  (i)  serimt  donc 

A  +  B_^A  —  B  y— = 
A-4-B    et d: v^—S. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  l'équation  (i)  a  deux  racines  înu^- 
naires. 

Si  l'on  a  R  =  o,  ou 

il  en  résulte  B  =  A  ;  alors  l'équalion  (i)  a  ses  trois  racine 
réelles,  mais  deux  de  ces  racines  sont  égales  entre  elles. 
Supposons,  enfin,  R<^(>,  ou 

chacun  des  radicaux  qui  figurent  dans  la,  valeur  de  x 
aura  ses  trois  valeurs  imaginaires;  maïs  il  est  facile  de 
voirque  l'équation  (i)  a  ^es  racines  réelles  ^  inhales. 
Soient,  en  effet,  i 

A  +  B^^,     a{A-4-B^^^)j     e(A  +  Bv'^), 
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les  trois  racines  cubiques  de  Va^cestion  iiaagiaâirt 
—  —  +  v^il^expfessioQ  inu^inaifeconjuguée —  -  —  /R 
■aara^évidetnin^qt  poux  racines  cubiques;   <     .,   . 

-^"'a-6V^,'  '■t{k~-Bs/^),    ■«(a'-B\/^);' 


i  les  valeurs  des  deux  radicaux  qui  composeni  la 
râleur  (lo)  de  x  doivent  avoir  us  produit  réel,  on  aura 
les  trois  valeurs  suivantes  de  £  i 

8(a  +  B  v'^)  +  B  (a  —  B  V^) ; 
OU,  en  remplaçait  et  et  ë  par  les-V^leiira, 

lA./'—A  +  By/ï.-  —A—B.i/1. 

L'équation  (i)  a  donc  ses  trois  racines  réelles,   comme 

n<HiS' l'avionsannoDcé,  et  il  est  très-facile  de  montrer 

qu'elles  sont  inhales.  "i 

En  effet,  on  ne  peut  avoir  d'abord  .  '*' 

—  A  +  B^^— A  — Bv'3, 
car  }l  en  résàlteraït  B  =  o,  et  la  quantité  —  -  -f-  yR  serait 

égale  à  laqnantïtéréelle  A.*,  cequîestcoiuret'hypothèbe. 
On  ne  peut  avoir  non  plus 

2A  =  — AdiBv'3, 

car  il  en  résulterait  B  =  ±:  A  yo  ;  par  suite, 

■     '■■■■■■■  A+-Bif^=^A(l±^f^):=■~2mA,. 


-  I  +  ^  =  —  Set* A'  : 
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ce  qui  eit  encore  coDtre  IHiypoihèW)  pmiqne  le  soéond 

membre  est  réel. 

Le  cas  qne  noue  examinons  ici  est  fort  Temarqnablef 
car,  bien  qu'alors  les  trois  racines  de  l'équation  du  troi- 
sième degré  soient  réelles,  la  formule  de  Cardan  présente 
leurs  valeurs  sous  une  forme  compliquée  d'î  ma g:in aires  : 
et  eî,  pour  faire  disparaître  ces  imaginaires,  on  eberckait 
i  mettre  les  radicaux  cubiques  qui  entrent  dans  la  for- 
mule de  Cardan  sous  la  forme  A  -f-B  v^ — i ,  on  trouverait 
que  les  quantités  A  et  B  dépendent  d'une  équation  toute 
semblable  à  la  proposée.  L'équation  en  A,  par  exemple, 
aurait  ses  trois  racines  réelles,  et  l'on  trouverait,  par 
conséquent,  une  expression  de  A  également  compliquée 
d'imaginaires.  C'est  pour  cette  raison  que  le  cas  dont  il 
s'agit  ici  a  été  nommé  cat  irréduciibîe. 

49ë.  Ainsi  la  formule  de  Cardan  ne  peut  servir  à  U 
résolution  numérique  de  l'équation  du  troisième  degré 
que  si  une  seule  racine  est  réelle.  Mais  dans  le  cas  irré- 
ductible, l'équation  se  résout  très- simplement  par  le 
moyen  des  fonctions  circulaires.  Si  l'on  pose,  en  effet, 

la  quantité  p  et  l'angle  co  seront  déterminés  par  les  foc 
rauïes 

zzj 

et  la  formule  de  Cardan  donnera 

■«  =  ¥'?  {vcosu  +  y' — I  sid»  4-  ¥*"»»>  — ^— I  sinti)) 
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('j>  déngdant  nue  ^uaotjté  réelle  ;  on  a  d'ailleurs 


-  y!-^  I  eio  *)  ,=;  et» . T7— 7  —  \/— 


Vçoa»  +  \'— ishito  =<ros— ^ k-V— Tiin ^ — ~, 

où  ^  a  l'une  ài^  trois  valeurs  0,1,2.  Ou  doit  donner  à  k 
la  même  valeur  dans  ces  deux  formnlef,  car  il  faut  que  le 
produit  d£  leurs  premiers  meoibres  soit  rëel  ;  on  aura 
donc 

x^=-2ija  C05  ■■   ■      ) 

et  les  trois  racines  de  t'équation  seront 

2  J/pcos^ï     2  J'pcos  — ^ — i     2^ficos  — r^* 

On  pourra,  dans  chaque  cas,  calculer  par  logarithmes 
les  trois  racines  dont  nous  venons  de  donner  l'expression. 

496.  Méthode  de  Lagkange.  —  Considérons  l'équa- 
tion complète  du  troisième  degré 

(1)  a;'-t-P3:=  +  Q*  +  R  =  0, 

et  désignons  par  x»,  Xi,  x,  ses  trois  racines.  D'après  la 
théorie  exposée  aux  n''*  489  et  490,  on  pourra  déterminer 
.  les  racines  x«,  Xi,  Xt,  si  l'on  parvient  à  connaître  ta  va- 
leur d'une  fonction  quelconque  de  ces  racines,  telles 
ment  choisie,  cependant,  que  les  six  valeurs  qu'elle 
peut  prendre  par  les  1.2.3  substitutions  dé  x,,  x, , 
Xt  soient  dîBërentes.  La  méthode  de  Lagrange,  que 
nous  allons  exposer  ici,  consiste  à  déterminer  directement 
la  valeur  d'une  fonction  linéaire  des  trois  racines,  telle 
que 
(a)  ï  =  *.-t-Ajr,  +  Bx„ 
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OÙ  A  et  B  d^igpeot  des  coiuUnUa  qDelolHM|ae^  et  «  iUh'i 
Aaire  ensuite  de  cette  fonction  l'expretEioa  des  rtcibei) 
elles-mêmes. 

Si  l'on  exÀmte  sur  les  indices  0,1,2  tontes  les  solisti- 
lulions  qu'ils  comportent,  on  obtiendra  les  six  valeort 
suivantes  de  la  fonction  t: 

=  r,-hA.x,-\-Bxt, 


:x,-t-  Ax,-\-IlX,, 

\  ri  =  x,-i-Ax,M-Bx,, 

et  cette  fonction   t  dépendra  de  l'ëqualion  da  ^sîèm*' 
d^ré 

(4)  (ï-M('-'.)('-M{'-'.)('-'.)('-'.)  =  o,    - 

que  l'on  ramènera  au  deuxième  degré,  si  l'on  peut  diV 
poser  des  conatanies  indéterminées  A  et  B,  de  manière 
qu'elle  ne  renferme  que  la  sixième  et  la  troisième  puis-' 
sauce  de  t.  Il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que, 
£  désignant  l'uuequelconqae  des  racines  de  ré<]ualiou(4)> 
a  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité,  «t  et  ct't 
soient  aussi  racines  de  l'équation  (4)-  Voyons  si  cçtie 
condition  peut  être  remplie.  D'aboi-d  a/,  et  a*  (.ne  pe»- 
veulétre  égaux  ni  à  f|,  ni  afj,  nia  t^,  lorsqu'on  regarde- 
X,,  x„  X,  comme  des  indéterminées,  car  autrement  on 
aurait  a  :=  i  ;  il  faut  donc  que  l'on  ait 

at,=  t,    et    «'/,=  (,,-  ' 


Ces  deux  dernières  équations  équivalent  aux  précédentes, 
puisque  rien  ^ne  lËsùngap  Us;  racinfla  a  et.  »'  jI'ihk  ^, 
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PâiUrâ^'noaâ  ^dop^erons  les  précédentels;  «tcÔEAmecelles- 
âdoîVènt'&vAîrlieti,  quelles  que  soient  x,,,  Xj,  x,;doub' 
en  déduirons  les  valeurs  suivantes  de  A  et  de  B, 

"  ■■  ,       ,  Â  =  a,     Bi=a'.    '. 
Il  arrive  alors  que  A  etB  ajant  ces  valeurs,  on  a  aosri 

i»fir=C3,      a't,  =f,, 
en  sorte  que  si  l'on  prend  pour  valeur  dt  t, 

ï  =;  .To  +  XX,  ■+■  a'j!,, 
l'équatiofl  en  t  aura  pour  racines 

/,,   xt,,  a'/,,   t,,    at,,   a'/,, 
a  elle  sera,  paf  conséquent, 

ou 

(5)  i'-{tl  +  t',)t'  +  tlt\=o, 

en  faisant 

ce  qui  s*accôrde  avec  les  résultats  généraux  que  nous 
avons  obtenus  au  n"  482. 

'  Lofsqde  les  valeuré  de  tg  et  t,  seront  connues,  celtes  de  - 
X,,  Xi,  Xi  le  seront  atissl;  on  a,  «1  effet,  ' 

(7)  —P=i:xt-t-x,-i-x,, 

et  en  ajoutant  les  équations  (6)  et  (7),  il  vient,  i  cause 
de  «■  +  «  + 1  =  o, 

— P-t-t,-*-t, 

(8) ^    , J'.  =  - 3— 

Pbbr '««olr  >!,  il  faut  ajouter  les  trois  équations  (6)  et  (  7  ) , 

n.  318 
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après  les  avoir  multiplia  respeciivement  par  et',  «  et  i  ; 

on  a  ainsi 

(9)  — 3 ' 

et  enfin  on  obtient  la  valeur  suivante  de  x^, 

,      .                                       —  P  +  a/i  +  a'r, 
(.o)  *,  = 3 , 

en  ajouunt  les  équations  (6)  et  (7),  après  les  avoir  res-  > 
peclivement  multipliées  par  x,  a*  et  i . 

Tout  est  donc  ramené  à  résoudre  l'équation  (S),  qnî 
est  alors  une  réduite  ou  une  résolvante  de  l'équation  pro- 
posée. CherclioDS  d'abord  à  esprioaer  les  coefficients  de 
la  résolvante  par  ceux  de  l'équation  proposée,  ce  qui  est 
possible,  puisque  ces  coefficients  (J  4-  (J  et  (J  t]  sont  des 
fonctions  symétriques  des  racines. 

.  Si  l'on  multiplie  les  deux  équations  (6)  l'une  par  l'antre, 
et  qu'on  ait  égard  à  la  relation  a* -\- a -h  1  =  o,  il  vient 

/,  t,^3:l+x]+xl  —  X,X,  —  3^1  JT,  —  x,x, 

^  {X,  -I-  Xi  4-  X,y  3  {XtX,  -hx,x,  -\-  x,x,)i 

et,  par  conséquent, 

(11)  /./.  =  P'-3Qi 

si,  enfin,  on  ajoute  les  deux  équations  (6),  après  les  avoir 

élevées  au  cube,  ou  obtient 

(J  +  ïî  =  a  {«J  +  xj  -+-  a-J  ) 

—  3{xîx, +  xJx,  +  «Jx,-l-arJx,  +  arJ«,  +  a;Jx,)  +  l3X,*i-«'i 
r=  3(«i  +  xî  +XÎ)  —  (x, +  x,  +x,)»+  i8x,x,a^, 
=;  _  a  P -(- gPQ  —  27  a  j 

la  résolvante  (5)  devient  doue 

(•  — (— aP  +  gPQ  — a7R)C  +  (P»— 3Q)'  =  o. 
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En  posant 

elle  se  réduit  à  l'équation  du  deuxième  degré 

6' —  (— 2l"  +  gPQ  —  27R)  e  +  (_P*— 3Q)' =  o; 

et,  si  l'on  nomme  6g  et  di  les  deux  racines  de  celle  équa- 
tion, OD  àara 

c,  —  î'ë^,    t,  =  J/e, . 

Les  équations  (8),  (9)  et  (to)  deviennent  alors 


3 

-T+u'iF.+ 

•y». 

3 

-p-i-,'jt;+ 

■yï 

on  prendra  pour  ^d^  l'une  quelconque  des  trois  valeurs 
de  ce  radical,  mais  la  même  dans  les  trois  formules: 
qnant  à  l'autre  radical  /9i,  sa  valeur  est  déterminée 
quand  on  a  fixé  celle  de  ^Bt,,  car  l'équation  (11)  nous 
donne 

J/è;.^ê;:zz:P'—  3Q. 

Il  sait  de  là  que  les  trois  racines  pourront  être  représen- 
tées par  la  formule  unique 


qui  n'a  que  trois  valeurs  distinctes,  si  l'on  considère  que 


il^i  j  est  mis,  pour  abréger,  à  la  place  de  - 


-3Q 
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497.    COMPÀItAlSOH    DES   DEUX   UtrrBOùM  7IliCâHÉHTEÏ: 

—  La  méthode  de  Lagrange,  que  nous  venons  d'exposer, 
est  moins  simple  qne  celle  de  Hudde;  mais  elle  est  plus 
dIrecMi  Toutefois,  ces  deux  méthodes  fournissent  la  même 
résolvante,  et  nous  allons  voir  qu^on  est  naturellement 
conduit  à  la  méthode  de  Lagrange,  en  étudiant  à  fonil 
celle  de  Hudde. 

Reprenons  l'équation  générale  du  troisième  degré 
(l)  ar'  +  P«'+  Qj:-l-R  =  0. 

Pour  appliquer  la  méthode  de  Hudde,  on  commence  par 
faire  disparaitre  le  deusième  terme,  en  posant 

ce  qui  ramène  l'équation  à  la  forme 
(1)  x" -h pj:' +  g  =  o; 

on  pose  ensuite 

;  .-=-^- 

et  l'on  obtient  enGn  cette  résolvante, 


Cela  posé,  si  y^  désigne  l'une  des  trois  i 

biques  de  —  -+  \/%  ~i-—^  Yi  celle  des  trois  racines 

'  a        V   4       27 

cubiques  de  — - —  I/t"  +— »  qui)  multipliée  par/t, 
donne  pour  produit  —^>   les  six  racines  de  l'éqaa- 


tion  (3)  seront 


.  *'ri, 
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et  celles  de  r^waiion  {2) 


par  suite,  en  appelaot  X4,  Xi,  x,  les  trois  raciiwa  de 
l'équation  (1),  on  aura 


=  —  ■ 5-  +  «V.- 


Si  Ton  ajoute  ces  équations,  après  les  avoir  respeciivc- 
mect  multipliées  d'abord  par  i,  a,' a*,  puis  ensuite  par 
I,  a*,  a,  il  vient 


On  voit  par  là  que  la  méthode  de  Hudde  revient,  au  fond, 
à  former  une  résolvante  en  y  dont  la  racine  ait  pour  va- 
leur 


et  que  cette  résolvante  ne  diflère  de  celle  de  Lagrange  que 
par  le  facteur  3  qui  divise  les  racines. 

498.  Méthodes  DE  TscHiBHAus  ET  d'Edler.  —  Nous 
avonsexposé  au  n°190  la  méthode  générale  de  TscUrnaûs, 
pour  f»re  disparaître  d'une  équation  autant  de  termes 
que  l'on  veut.  Il  en  résuhe  une  méthode  pour  la  résolu- 
tion des  équations  du  troisième  degré  ;  mais  nous  n'ajou- 
terons rien  ici  à  ce  que  nous  avons  dit  à  ce  sujet  au  n"  191 . 

I>a  méthode  d'Eulcr  ne, diffère  que  d^ns  la  forme  de 
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celle  de  Tschirnaiis.  Elle  consiste  à  éliminer  y  entre 
denx  équations  de  la  forme 

et  à  idenliûer  Véquation  finale  en  x  avec  l'équation  pro- 
posée; la  résolution  de  celle-ci  s'ensuivra  évidemmeni. 
On  peut  disposer,  à  volonté,  de  la  valeur  de  l'une  des 
indéterminées  a,  b,  c,  d^  on  peut  faire,  par  exemple, 
a=i  on  d=t. 

Des  équations  du  troisième  degré  dont  deux  racinet 
peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  la 
troisième  racine  et  des  (jtiantilés  connues. 

499.  Si  l'on  désigne  par  x,  x,,  Xi  les  racines  de  l'équa- 
tion du  troisième  degré 

le  produit 

des  carrés  des  difTéreaces  des  racines  aura  pour  valeur 
(nM79) 

A  =  —  (4 Q*  -^  27  R')  -}-  18 PQR  -I-  P' Q'  —  4  P'R. 

Cela  posé,  en  multipliant  par  Xi  — ■  x^  l'identité 

il  vient 

{*,-.=.}  ^/Z  =  [(*.-«){:r.-ar,}][(:r,-:r)(*,-x,)] 
OU 

(*,  —  X,)  Va  =  {3  «;  +  2  P  j;,  +  Q)  (3  *î  -+-  a  PJT,  -h  Q} 
+  (4P»  — 6Q)*.j:,-J-aPQ(a,-t-*,)-t-Q'î 
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on  «  d'«illeun 


x,«,  =  — (j;, +  ^,)*-+'Q  =  *'+P*  +  Q; 
en  faisant  usage  de  ces  formates,  on  trouve 

(j:,  —  x,)<J1  =  ç)x'  +  i-îPx'+  (i5Q-I-P'}x' 

+  '(ioPQ-3P')*+(4Q'-P'Q). 

On  peut  ramener  cette  expression  an  deuxième  degré, 
par  le  moyen  de  l'étjuaiion  (i),  et  ïl  vient  alors 

,3,     (  (x,-^,)s/^  =  (6Q-2P")^'-(9R-7PQ  +  aI")^ 
t  +(4Q'-P'Q-3PR). 

On  voit,  par  les  équations  (2)  et  (3)i  que  les  racines 
Xi  et  ^1  seront  égales  aux  deux  valeurs  de  X  .tirées  de  la 
formule 

(4)   j^  =  ^[(6Q-2P')x'-(9R-7PQ  +  2P'  +  V^)' 
(  -h(4Q'  — P'Q  — 3PH  — P^)], 

en  y  donnant  successivement  au  radical  sfK  ses  deux  va- 
leurs. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  compreud  ce  radical  \fA 
parmi  les  quantités  qu'on  regarde  comme  connues,  tes 
racines  x,  et  Xt  s'exprimeront  par  des  fonctions  ration- 
nelles de  X  et  des  quantités  connues. 

On  peut  aussi  représenter  ces  racines  ,par  des  fonctions 
raiionnelles  et  linéaires  de  x,  en  suivant  la  marche  indi- 
quée au  n"  183.  Effectivement,  si  l'on  divise  le  premier 
membre F(a;)  de  l'équation  (i)  par  l'expression  (4)  deX, 
que  l'on  désigne  par  V  le  quotient  de  cette  division  et 
par  —  U  le  reste,  on  aura 

o  =  F{*)=VX  — U, 
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d'où  1" '■ 

Od  trouve,  en  faisant  le  calcul, 

sVÂ-V  =  (6Q— 2P')j;-l-(9R  — PQ  +  ^/Â), 

2  \/4.U  =  —  (9R  —  P Q  —  v^)n- (2 Q' —  6PR) ; 

par  conséquent,  si  Ton  pose 

_^/S-(9R-PQ) 


Wï 

(5) 

.        2Q'  —  6PR 

=  (/» 

,.,„vS  +  (9R-PQ) 
2  A 

t'expression  de  ] 

'""x-"-', 

et  on  en  conclura  les  racines  Xi  et  x,  eti  donnant  an 
radical  v^  ^s  deux  valeurs.  Maïs  quand  00  change  yA 
en  — \/Â,  a  et  b'  se  changent  l'une  dans  l' autre,  landii 
que  h  et  a'  se  changent  en  —  b  et  —  a'  ;  doue  on  peut 
écrire 


On  tire  des  équations  (5) 

(6)  «+*'  =  !,    ab'-ba 
et  il  en  résulte  que  si  l'on  pose 

(7)  .      — £XT- 
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on  aura 

'    '  —  a'ir  +  a  ' 

S'x,  B^x  ^tant  mis  au  Hea  de  6$x  et  $0^x. 

Les  raciaes  de  l'équation  proposée  peuvent  donc  être 
représentées  par 


-6' 


j'ajoute  que  si  une  fonction  li 

dont  te  déterminant  aS'  —  Sec'  peut  toujours  être  supposé 
égal  à  I ,  représente  l'une  des  racines,  9x  par  exemple,  on 
aura  identiquement 

c'esl-à-dire 

En  effet,  l'équation  proposée  étant  irréductible,  elle 
ne  peut  pas  avoir  une  racine  commune  avec  l'équatioD 
(f  X  ^  ôx  qui  est  du  deuxième  degré,  à  moins  que  celles! 
,ne  soit  identique. 


'  .500.  Nous  avons  rencontré  au  n°  166  une  équation  du 
troisièi^e  degré  dont  les  racines  se  développent  en  des 
fractions  continues  susceptibles  d'être  terminées  par  un 
même  quoUent  complet. 

L'analyse  qui  précède  nous  fait  connaître  toutes  ies 
équations  du  troisième  d^ré  qui  possèdent  cette  pro- 
priété. En  effet,  pour  que  deux  irraUonnelles  x  et  Xi 
soient  âéveloppablcs  en  des  fraciious  continues  terminées 
par  les  mêmes  quotients,  il  faut  et  il  suffit  [n"  16)  que 
l'on  ait 
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a,  b,  a',  b'  étant  des  entiers  positifs  ou  Datifs  sadifàï- 
sant  à  la  condition 

Si  l'oa  applique  ce  résultat  à  deux  des  racines  de  l'ëqiu- 
don  (i),  X  et  Qx,  ou  x  et  B^x,  on  voit  que  la  conditioD 
relative  au  déterminant  est  satisfaite  quand  on  exprime 
6xou  d'x  parles  formules  (S),  (7]  et  (8).  Donc,  pour  que 
les  fractions  continues  dans  lesquelles  se  développent  lei 
trois  racines  aient  un  même  quotient  complet  commun, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  formules  (  5  )  donnent  pour  a,  h, 
a'y  b'  des  valeurs  entières. 

Les  deu&  dernières  équations  (5)  peuvent  être  rem* 
placées  par  les  équations  (6),  et  celles-ci  donnent 

(9]  h'=i-a,     S  =  -llli±iL'; 

en  même  temps  on  a ,  par   les  deux  premières  équi- 
tions  (5), 

(10)      9R— PQ=(i  — 2a)v'4,     3Q  — P'^fl'v'ï. 

et  l'expression  de  A  peut  être  mise  sous  la  forme 

fui   (  9*  =  -3(9R-PQ)"  +  4P(9R-PQ)C3Q-P') 

^     1      -40(30-1")'.  :■ 

Des  équations  (10)  et  (i  i)  on  tire 


(■s) 


k/S: 


3Q—   P. 


la  quantité  P  démettre  iDdétermiaée. 
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D'après  cela,  la  forme  générale  des  équations  dont  nous 
nous  occupons  est 


(,3) 


p-.+„)(,_.  +  ^.)  ^  ,(-,-,-.)  p-i  .^ 


P  désigne  une  quantité  réelle  quelconque,  rationnelle 
ou  irrationnelle,  a  est  un  nombre  entier  positif  ou  né- 
gatif quelconque  ;  enfin,  a'  est  un  diviseur  positif  ou  né- 
gatif quelconque  du  nombre  i  —  a  +  à*. 
L'équation 

«>  —  7j:-1-7  =  o, 

dont  nous  nous  sommes  occupé  au  n"  166,  répond  aux 
valeurs 

P  =  o,     «  —  —  4,     a'z=~3. 

Résolution  de  l'équation  générale  du  quatriènu!  degré. 

SOI.  Méthode  de  FBRBAiti.  —  La  méthode  la  plus 
simple  pour  résoudre  l'équalion  du  quatrième  degré  est 
aussi  la  plus  ancienne  ;  c'est  celle  de  Louis  Ferrari  :  elle 
consiste  à  faire  en  sorte  que  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion soient  des  carrés,  et  elle  ramène,  en  conséquence,  la 
résolution  de  cette  éqnatîon  à  bolle  de  deux  équations  du 
deuxième  degré. 

Soit  l'équaliou 
(  I  )  i'  +  pj^  A-  qx'  +  Tw  -1-  *  t=  o  ; 

en  ne  conservant  dans  le  pi^mier  membre  que  les  deux 
premiers'termes,  elle  devient 

X*  •+■  pcf"  =  —  qx'  —  7VF  —  s, 

et,  en  ajoutant  aux  deux  membres  ^-7—1  Bi&n  que  le  pre- 
4 
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mier  membre  dericone  un  carré, 

Mise  sous  cette  forme,  l'cquation  proposée  se  résoudrait' 
immédiatemenl ,  si  le  second  membre  était  un  carré;  car 
il  saffirait  alors  d'extrare  la  racine  carrée  des  deai 
membres,  et  l'équation  serait  abaissée  au  deuxième  degré.  - 
C'est  à  ce  cas  particulier  que  la  méthode  de  Fewari  ra- 
aiène  tous  les  autres. 

Désignons  par^  une  quanti  té  indéterminée,  et  ajoutons 
aux  deux  membres  de  l'équation  (2)  la  même  quantité 


(..e.). 


il  viendra 

Maintenant,  déterminons  y  y  de  manière  que  le  sccood 
membre  de  l'équation  (3)  soit  un  carré.  11  suffit,  poor 
cela,  que  l'on  ail 


-)■=(? 


-î+r  {j''-4*). 


(4)     3^  —  qr'  +  [pr  —  4^)y  —  s(p'  —  4  j)  —  r'=  oj 
et,  si  l'on  connaît  nne  seulej-acine  de  cette  équation  en/, 
la  résolution  de  l'équation  pi^c^sée  (i)  s'ensuivra  immé- 
diatement, car  l'équation  (3),  qui  est  la  même  quë(i), 
peut  s'écrire  comme  il  suit  : 


^iy-{f 


'r-(f--)J^ 
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et  elle  se  décompose  dans  les  deux  suivantes^  ^Ui  sont  du 
deuxième  degré  : 

L'équation  (4),  qui  est  du  troisième  degré,  sera  donc 
ici  la  réduite  ou  la  résolvante  de  l'équation  (i).  Nous 
avons  vu  qu'on  peut  exprimer  par  des  radicaux  les  racines 
de  l'équaiioD  générale  du  troisième  degré  ;  il  s'ensuit  que 
l'équation  du  quatrième  degré  a  la  même  propriété,  car 
les  équations  (5)  donneront  les  quatre  racines  de  l'équa- 
lion  (i)  en  fonction  des  coefficieuts  et  d'une  racine  quel- 
conque j'  de  la  résolvante. 

502.  Étudb  de  la  KÊsoLviKTE.  —  Nous  venons  do 
voir  que  les  quatre  racines  de  l'équation  proposée  peuvent 
s'exprimer  en  fonction  d'une  seule  racine  de  la  résol- 
vante :  nous  allons  étudier  à  son  tour  cette  résolvante, 
et  examiner  de  quelle  manière  ses  racines  sont  compo- 
sées avec  celles  de  la  proposée. 

Désignons  toujours  par  y  une  racine  quelconque  de  la 
résolvante,  et  par  x^y  x,,  Xi,  Xt  les  quatre  racines  de 
l'équalion  proposée,  savoir,  par  Xa  et  J^i  celles  qui  appar- 
tiennent à  la  première  des  équations  (5);  par  Xi  et  Xt 
cdtes  qui  appartiennent  à  la  secoode.  Ou  aura  alors 


r.ti. 


^s/^F^r  =     V? 
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et  en  ajouUnt, 

La  résolvante  a  donc  poar  racine  la  fonction 
ar»  X,  +  *|  «j 

des  quatre  racines  de  la  proposée,  fonction  qui  n'a  effec- 
tivenient  que  trois  valeurs,  par  les  suLsdtutions  des  ra- 
cines. 
Posons 


en  y  se  transformera  dans  une  éqttation 
en  t,  qui  sera  du  sixième  degré,  mais  qui  ne  contiendra 
que  des  puissances  paires  de  t.  Cette  équation  ne  sera  pas 
plus  difficile  à  résoudre  que  l'équation  (4],  et  on  peut  la 
prendre  pour  résolvante  à  la  place  de  celle^i.  Les  équa- 
tions (5),  dans  lesquelles  se  décompose  l' équation  pro- 
posée, deviennent  alors 


^(î 

-f-) 

-' 

?G 

2t 

-r 

\     2    /         2\4       4 

etl'on  endéduiralesquatre  racines  de  la  proposée,  si  l'on 
connaît  une  seule  racine  de  la  résolvante  en  (. 

Les  équations  préc^entes  ont  pour  racines,  la  pre- 
mière Xt  et  jTt,  la  seconde  Xi  et  Xg  ;  on  a  donc 

P  -i-t  p  — ( 
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et,  en retianchant, 


Telle  est  l'expressioQ  de  la  racine  de  la  résolvante  en  t. 
C'est  une  fonction  linéaire  des  racines  de  la  proposée, 
qui  peut  prendre  effectivement  six  valeurs  égales  deux  à 
deux  et  de  signes  contraires,  par  les  substitutions  des  ra- 
cines Xt,  Xi,  Xt,  Xf 

603.  Méthode  de  Lagrange.  —  D'après  la  théorie  gé- 
nérale que  nous  avons  exposée  aux  n°*  489  et  490,  on  peut 
exprimer  rationnel leœent  les  quatre  racines  de  l'équa- 
tion du  quatrième  degré  par  une  fonction  de  ces  racines 
telle,  que  les  1.2.3.4  valeurs  qu'on  en  déduit  par  les 
substitutions  soient  différentes.  Une  pareille  fonction  dé- 
pend d'une  équation  du  vingt-quatrième  degré;  mais  nous 
venons  de  voir,  par  l'analyse  de  la  méthode  de  Ferrari, 
qu'il  suffit,  pour  résoudre  l'équation  du  quatrième  degré, 
de  connaitre  une  fonction  des  racines  qui  ait  seulement 
trois  valeurs  distinctes,  ou  six  valeurs  égales  deux  à  deux 
et  de  signes  contraires. 

La  formation  directe  de  l'équation  dont  dépend  une 
pareille  fonction  des  racines  de  la  proposée,  et  la  déter- 
mination subséquente  de  ses  racines,  constituent  une 
nouvelle  méthode  due  à  Lagrange,  et  que  nous  allons  ac- 
tuellement développer. 

Soit  TéquatioD 

(i)  a^  -h px'  -h  qx'  -(-«c-t-*^o, 

et  désignons  par  Xt,  x,y  x,,  ^t  ses  quatre  racines.  La 
fonction  la  plus  simple  de  ces  racines,  parmi  celles  qui 
ne  peuvent  acquérir  que  trois  valeurs,  est  x»  Xt  -(-  j;,  x»  ; 
posons  donc 


-.oogk 
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et  commençons  par  cherrlier  la  valenr  de  y,  ou  plulA 
l'équation  du  troisième  degré  dont  dépend  cette  quantité. 
Soientj'i),_j'i,/i  les  trois  valeurs  que  peut  acquérir j', 
on  aura 

Y,  =^XtX,A-  r,  J7j ,     j-,  —  Xt  JT,  -4-  X,  I, ,     _7-j  —  jt,  x,  +  x,  ij, 

et  l'équation  en  y  sera 

(s)^'— {r.+j-.+rOj'-i-U'ri+r'r'+rir')^— /.rij-'^o- 

Les  coefficients  de  cette  équation  (  a)  sont  des  fonctions 
symétriques  des  racines  de  l'équation  (i),  et  ils  peuvent, 
en  conséquence,  s'exprimer  par  les  coefficients  p,  q-,  r,  s. 
On  a 

=  (x,-i-  X,  +  X,-i-  X,)  {x,x,x,  +  X,X,Xi-t-  X,X,Xi  -i-  x,x,x,) 

—  ^XtX,x,Xi  :=pr  —  4'> 

X  [(jr,+x,+jr,  +x,)'~l^{x,T,+x,x,+x^,-hx,x,'i-XtX,+x^i)] 
+  [rfX,x,  +  x,x,x,-i-  x,x,Xi  -i-  x,XaX,y  ^1  s{p''  —  4î)  +  '''1 

l'équation  résolvante  en^  est  donc 

(3)     -J--yj-.  +  (;„-4,)^-[,{;,>_4,)  +  r']=0. 

Nous  savons  résoudrecette  équation,  qui  est  du  troisième 
degré;  voyons  maintenant  comment  on  obtiendra  les  va- 
leurs des  racines  Xo,  Xi,  Xi,  X,. 

Soit  j,  une  racine  quelconque  de  l'équation  (3),  on 
aura 

X,x,-^XyX,=X*i    ' 

d'ailleurs 

donc  XtXi  et  X,  j*)  sont  les  rannes  de  l'équation  da  secoua 
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(4)  s'—y,s-+-s—o. 

Soient  z,  et  2i  les  racines  de  cette  équation  (4))  on  aura 


connaissant  ainsi  les  valeurs  des  fonctions  œ^x%  et  x,Xi, 
on  voit  de  suite  qu'on  doit  en  déduire  rationnellement  les 
sommes  x^  +  Xt  et  Xi  •+■  x,,  qui  sont  des  fonctions  res- 
pectivement semblables  a  x^x»  etXiXa.  On  a  effective- 
ment 

X,  Xj  («,  +  X,)  -h  X,  X,  (x,  +  a:,)  =  —  r, 
OU 

z,(x,  +  .r,)+z,(x.  +  x,)  =  -r; 
d'ailleurs 

[x,+x.)^{x.^x,)  =  ~p, 
donc 

r  —  ps,  pt,  —  r. 

X,  +  j;,  rr  — -i~  ,      x,-\-  x,=       _       • 

Connaissant  Xo +X]  et  XoX»,  x,  +  x,  et  XiX»,  on  peut 
former  deux  équations  du  deuxième  degré,  ayant  pour  ra- 
cines, la  première  x,  et  Xi,  la  seconde  Xi  et  X),  et  le 
problème  peut  être  regardé  comme  résolu. 

S04.  On  résout  plus  facilement  l'équation  du  quatrième 
degré,  en  prenant  une  résolvante  dont  la  racine  soit  une 
fonction  linéaire  des  racines  de  l'équatîon  proposée,  ayant 
six  valeurs  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires. 

Soit 

t  =  x,  —  x,-\-  X,  —  X,; 

cette  fonction  ayant  six  valeurs;  elle  dépendra '  d 'uue 
équation  du  sixième  degré;  mais  parce  que  les  valeurs 
de  t  sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires,  l'é- 
quation s'abaissera  au  troisième  degré,  ea  posant 
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On  peut£}rmér  directement  l'éqiuti<m  en  d,  puid^w 
connatt  la  composition  de  ses  racines;  mais  bd  pëtHmsai 
la  déduire  de  la  réservante  (3)  en^.  Il  est  facile,  eaefiét, 
de  Toir  que  l'on  a 

8— /''  +  4g     ,     . 

etU  réaolvuite  en  9  est 

h  {3p' —  i6/j'7  + 16}'-4-  iSpf  —  64*1S 

On  pourrait  exprimer  les  quatre  racines  x,,  a:,,  Xi,  X| 
de  la  proposée  par  une  seule  des  racines  6  de  cette  équa- 
tion; mais  on  obtient  des  résultats  plus  simples  en  em- 
ployant  les  trois  racines. 

Soient  do,  di,  d]  les  trois  racines  de  l'équation  (5),  on 
aura 

{6)  (  X,  —  j^, -h  Xi  —  X,  —  ijï^, 

{  3r,  —  -c,  -i-  *,  —  *,  =  </^i 
d'ailleurs 
(7)  x,-i-x,-i-x,-i-xi=:—p, 

elles  équations  (G)  et  (7},  qui  sont  du  premier  degré,' 
donneront  tes  valeurs  suivantes  des  quatre  racines  : 


(81 


.' 

-P-^fi;-^ 

s/fH- A 

' 

4 

-P-A- 

(C+ 

1* 

' 

4 
~p-i-'fi'.- 

</^- 

-vS 

1  "- 

■    4 
-p-^+ 

V?- 

vsr 
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C^igafltse  .^Gjww  peuvent  ilre  refu^eotées  par  la  for- 

paiaqae  cbaqne  radioal  a  deux  valeurs  ^ales  et  de  signes 
contraires.  Mais  ici  -ae  présente  une  difficulté,  car  l'ez- 
pression  de  x.  donnée  par  la  formule  (9  ),  a  huit  valeurs, 
tandis  que  Féquaiion  proposée  ne  peut  avoir  que  quatre 
racines.  Il  est  aisé  de  faire  disparaître  cette  ambiguïté; 
on  peut  prendre  à  volonté  l'une  des  deux  valeurs  de  v'^ 
et  de  v^-,  mais  quand  on  a  fixé  ces  valeurs,  celle  du 
troisième  radical  Vdï  se  trouve  par  cela  même  déier^ 
minée.  En  effet,  en  multipliant  les  trois  équations  (6), 
on  trouve 

sJÔ,*i^vi[^,  —  [xi  +  x\  -i-xX+x'i) 

-i-2{x,x,J!,~i-je,  3^,  JE,  -t-  "t  X,  X,  +  x,  x,  X,  ) 

—  x,[x\  -hx\  -i- x',)  —  x,(x',  -h xl  +  xl) 

d'on   r 

(.0)   ■  ■■    ^^_-/''+j^y-«- 

D  résulte  de  là  q^e  la  valeur  de  x,  donnée  par  la  for- 
mule (9),  a  précisément  quatre  valeurs,  et  que  cette  for- 
mule fait  connaître,  en  conséquence,  les  quatre  racines 
de  l'équation  proposée. 

n  est  important  de  remarquer  que  le  succès  des  mé- 
thodes de  Ferrari  et  de  Lagraage  estdû  à  cette  seule  cir- 
coBstaoce,  gue  l'onp^ut  former  des  fonctùms  de  quatre 
variables,  qui  n'ont  que  trois  valeurs. 
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505.  La  discussion  des  cas  particuliers  de  l'équ^^tîmi 
dû  quatrième  degré  n'offre  aucune  difficulté.  Les  fop- 
mules  (6)  ou  (8)  donnent  immédialcment  les  résultais 
suivants. 

1°  Si  la  réduite  «  deux  racines  égieles  différentes  de 
zéro,  la  proposée  a  deux  racines  égales^  lef.^lenXAiM^ 
racines  sont  différentes  de  celles-ci,  et  diflerentes  entre 
elles. 
'  a.^  K  la  rédoite  a  deos  racitieS"noll«$,  U  propoéés  â' 
deux  couples  de  racines  égales. 

3"  Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  égales  enirc 
elles  et  différentes  de  zéro,  la  propoeée  a  trois  ï-acincs 
égales. 

'    4°  ^'  1^  réduite  a  trois  racines  nulles,  les  quatre  racines 
de^lv  proposée  sont  é^les  entre  elles. 

Lorsque  les  coefficients  p,  q,  r,  s  sont  réels,  la  tiature 
des  racines  de  la  réduite  fait  cOHnaitre  celle  des  racineà 
de  la  proposée.  , 

Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  réelles,  et  qu'au- 
cune d'elles  ne  soit  négative,  il  est  évident,  par  les  for- 
mules (8),  que  les  quatre  racines  de  la  proposée  sont 
réelles;  si  au  contraire  la  rédtlité  à  une  ou' deux  racines 
ii^atïves,  les  quatre  racines  de  la  proposée  sont  imagi- 
naires :  toutefois  deux  de  ces  racinâi^  deviennent  réelles 
et  égales  lorsque  la  réduite  a  deux  racines  négélifes 
^ales  entre  elles.  Le  damier  terme. de  la  rédniu  (5) 
n'étant  jamais  positif,  cette  réduite  ^op,  Fieut,  avçirr.W 
seule  racine  négative  que  dans  le  cas  où  elle  a  ime  racine 
nulle.  Si  la  réduite  a  denx  racines  imaginaires,  on  peut 
«appOMT  que,  dans.le*  &cmulea  (8 ),. ^- eb i/6i  spiraiitUf 
îma^fiairei  conjuguées;  «t  que  ^  isoit  réelle;  On  vt)il 
alors  que  la  proposée  a  deux  racines  réelles^ét'tféttt 
racines  imaginaires. 
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o06.     M£THOpf&    DE     DeSCARTES,     DB     TsCHlItHlUS     ET 

d'Eulkk.  — .  La  méthode  de  Descarles  consiste,  à  iden- 
UBer  l'équation  proposée 

-,,,      1,.,,    f.,:^'.4i./W;'-H?«' +r« +»  =  o, 

ay**J«eneàtitrt 

dont  Vfà  jr»(jînes  peavsnt  être  ooDsidéi'ées  comme  connues. 

Au  lieu  d'employer  la  méthode  des  coefficients  indé- 
temùnésr  comme  fait  Descartes,  on  peut  exprimer  que 
V*'^/^r^§  63^  ^U*  diviseur. du  premier  membce  de 
l'éqaauon  proposée,  en  effectuant  la  division,  et  en  éga- 
lant à  r^o  Jes.  deux  t^rpies  du  reste  qui  est  du  premier 
degré  en  x.  On  obtient  ainsi  deux  équations  entre  les  deux 
in,çpanuQS^et  g,  et,  çu  éliminant  ^  owf,  on  a  une  équa- 
tion du  si,fi£;f^  dçgré  qu'où  ramène  ai^ém^nt  an  troi- 
sième, ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n''  99.  Cette  méthode  r^e  se 
distingua  pas  f, au  fond,  dçs  précédentes  ;  car  la  résolvADte 
à  laquelle  elle  conduit  ne  diffère  de  celle  de  Lagrapge 
(n°  99)  que  par  Le  facteur  aqui divise  tes  racines. 

^e  n'ajouterai  rien  à  ce  que  j'ai  dit  au  11°  191  relative-, 
lisent  à  La  ;DéLhoc(e,de  T'^chirnaiis,  qui  rfjuènç  l'équation 

.    ■*•■-«- ^4^ H-Ça^ -(-■rr-t-*  =  o 
àU:  forme  

■       -1      !  ■      ■  r''+-Pj''-HQi=ov 

«1  employant  la  transformation 

,  J  =^  a -h  bx  ~\- x' ,  .     ■ 

M«u^  disposant  conTenttbleDient  des  indétérmiuéds  a  nt  b: 

,  Lta,inétb^e'd'Ea]ercoasiftteàéUminer/<enEreles'deuK 

ifffit.^qj^&..,A.  ..,,,.,■,.•.,  ....,,,.,,,  ., 

i  =:  fl  -1-  t/  -(-  cjr'  -t-  dy',.    ,     .  .     . 

y'  =  e. 
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et  à  ideotifier  l'étiuation  6na)e  en  x  avec  là'  proposa 

dont  les  rscioes  seront  alol^  données  par  ta  formutê  '  " 

^^^  +  b'f.  +  c[fe)\^d{;/-e)'. 

Tout  revient  donc  i  déterminer  les  vateure  4çs  ,in,4^^rT 
minées  a,  £,  c,  d,  e,  dont  l'une  peut  ètue  choisie  arbitrajr 
rement.  -, 

Sur  la  résolution  algébrique  des  éqùaîions.  . 

507.  Tontes  les  méthodes  connues  que  les  géomètres 
ont  essayé  d'appliquer  à  )a  r<=solution  algébrique  des  éqiur 
tions,  et  il  en  serait  nécessairement  de  même  des  nour 
velles  qu'on  pourriùt  imaginer,  reviennent  à  faire  dépen- 
dre la  résolution  de  l'équation  proposée  dç  celle  d'une 
autre  équation  plus  facile  à  résoudre,  et  dont  les  racines 
soient  des  fonctions  de  celles  de  ta  proposée. 

C'est  ainsi  qne  l'équation  du  deuxième  degré  peat  être 
résolue  en  déterminant  la  fonction  Xi  — -x,,  de  ses  deux 
racines.  Le  carré  de  cette  foncii6o  est  une  fonction  iifco&- 
trique,  et,  sa  valeur  étant  connue^  la  résejutibn  de  l'é^k" 
tion  en  résulte  par  l'extraction  d'une  richw  carrée.  '' 

C'est  encore  ainsi  qué'nous  avons  pu  néâuudre:rjéqiu- 
tiou  du  troisième  degré  en  détÊrmiuuit  la  valetu.d'nM 
fonction  linéaire  des  racines x^,  Xiy  Xti  savoît  i        .  ■ 


a  désignant  l'une  des  racines  imaginaires  de  l'équadon 
:e*  =1.  Le  cube  t*  de  celte  fonction  ne  peut  prendreijos 
deux  valeurs  distinctes  par  les  substitutions  des  radoes 
Xg,  Xi,  Xt,  et  il  dépend)  par  conséquent)  d'^inc  cqnaii— 
du  deuxième  degré. 

Enfin,  nous  avons  résolu  l'équation  du  quatrième  d^ 
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pa  d^t^Qrmiaaiif  la  yalejgr  de  rune  des  denxfanctioiu  sni- 


tb  pféinfêré  de  ces  deax  fonctions  ne  peut  acquérir  que 
trois-  valeurs,  et  ellb  dépmd,  par  conséquent,'  d'une  équa- 
tion du  troisième  d^ré,  qu'on  sait  résoudre;  la  seconde 
fonction  peut  prendre  six  valeurs,  et  elle  dépend  dViie 
équation  qui  est  du  sixième  degré,  mais  qui  peut  être 
abaissée  au  troisième,  parce  qu'elle  ne  contient  que  des 
puissances  paires  de  Pinconnue.  Nous  avons  vu  que  la 
résolvame  en  (  conduit  plus  aisément  que  celle  en  y  h  la 
tiésolution  de  ta  proposée;  elle  a  aussi  cet  avantage,  que 
la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré,  qti'on  en 
déduit,  présente  la  pins  complète  analogie  avec  celle  de 
réqnaiioQ  du  troisième  degré.  La  fonction  t  peut,  en 
effet,  s'écrire  âînà  : 


«désignant  la  racine  réelle  —  i  de  l'équation  x*  =  t. 

lia.-aR\ei'Mémoirei de  l'Académie  de  Berlin  (années 
1770  et  1771)  (*))  Lagrange,  prenant  pour  point  de  dé- 
pai?  Jés.  résuluts  qui  précèdent,  a  cherché  à  opérer  la 
rdsolutâon  d«  l'-éqnaliou  de  degré  n  dont  j^d  ,  Xi ,  x, , . . . , 
^s-i  sont  le»  n  rsoines,  en  employant  une  fonction  de  la 
forme 

où  <x  désigne  une  racine  de  l'équaticin  x"  =  1 . 

Quoiqiw  ces  recherches  de  Lagrange  n'aient  pu  le 


(']  Lagrange  a  donné  nn  extrait  de  iod  Mémoire  dan*  la  Note  Xllt  d« 


j,=,i,z<,d.vGoogk' 
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conduire  à- la' résolution  des  équaticms:  générales 'VPM 
d^ré  sapérieur  au  quau-ijnue,  probiMae  dont  l'imposa?* 
)>llité  est  sujoard'liui  démontrée,  lesdéTeldppemËnis  ^u'H 
a  donnés  à  ce  sujet  ont  une  importance  considérable,  et 
jHfta  allons  les  présenter  ici. 

Nous  suivrons  la  marche  tracée  par  l^illuitre  anténr,  ^t 
ntnis' distinguerons  avec  lui  lé  casûàlé  d«^ré-de  l'épia- 
tion  est  nn  nombre  prçmier,  et  le  cas  où  ce  degré  est  un 
nombrr  composé. 

Des  équations  dont  le  degré  est  un  nombre  jfivinier, 
508.  Désignons  par 


1^  njr;iciap4  d'une  .é<iuatv3n 

f,j       .,  ,.■,  y^^^         .    ■       ,.;     ..     1^   .. 

d'un  degré  premier  n,  par  et  une  racine  quelconque  de 
l'éfjoaUon  j;"  =  i,  et  posons 

(a)  •  /  =  x,  ■+-  «*,  +  a'*,  +...+  a"-'  x^,. 

5ï  a  n'est  pas  égal  à  i,  ,n  étant  premî4r,<les  ipilissanea 
de«,  savoir:  u. 


sont  les  n  racines  de  l'équation  x":=i,  et  par  consé- 
quent elles  sont  distinctes.  Il  résulte  de  là  que  la  fonc- 
tion f  prendra  1.3.3. .  .n  valeurs  distimqtes, pa^, le^  sisbr 
sUtutions  des  racines,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit 
au  n"  482  ;  cette  fonction  dépend  donc  d'une  équation  dn 
degré  I 

.    1.1.3...»,  ■  ,.     , 

qu'on  peut  former  par  la  méthode  du  11°  180,  pttls^U'm 
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C9^tiijlyIa;mmptiMÎt)eD  de  s^s  ,rat»»e».,IVUisid'après  les 
„^V<ç]Qf{pef^mta,,pféfeatés  au  n°:të%,  la  résolution  de 
IfIffP  ^Ç»fiii9p^4egrp  l-?.,3, . .«  petut  étra  ramenée  à 
,1^  f^olutiofi.irifne,  équatiaa  du  degré  n  —  1,  dont 
les    coefficients   dépendent   d'une   éfwition   du  degré 

.,  ,j^a;ei&t,,si ,«  défj^u^  sui^E^gmffleçtt  tous  .le&  indices 

■'-"■'     '    '"  '    '■'oî'i,-2V;:.,-(^-.ï ■'   ■■    • 

à  des  multiples  près  de  n,  que  l'oa  néglige,  la  subsiitu- 
Upo  ^nilaire 


r> 


exécutée  sur  la  fonction  t,  équivaut  (n"  4S2)  à  la  multi- 
plication de  t  par  et,  et  il  en  résulte  que  l'équation  dont  t 
dépend  ne  renferme  que  des  iermed  dont  les  degrés  sont 
divisibles  par  n  ;  cette  équation  s'abaissera  donc  au  degré 
t.3.3. .  .(n  —  1),  si  l'on  pose 

Soient 

(3)  e,,  e.,  Si,. ..,  i^^ 

les  résultats  que  l'on  obtient  en  remplaçant  tt  par  chacune 
des  r 


de  l'équation 

""-*"■'"  -  t  i"— I  __ 

■  ■'  ■'  ■■■-■■.  j,_,  »  ■ 

dÀM  l^xpr^ssion'      ■' 

On  a  vu  au  n°  482  que,  si  rdésigne  une  racine  primitive 
pour  le  nombre  premier  />;  les  quantités  (3)  sont  précisé- 
me^yl^.  {ralfi)j|-s'^i«;piçeçd,^  qua|id  on  «Kécuie  dans  cette 
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foDction  les  n  —  a  poissaiiçes  d^  la  sqbttjtiMÂQt^  «rirrn- 


n 


et  noas  arons  couda  de  ce  fait  que  toute  fonction  symé^ 
Irique  0  des  quantités  (3)  est  invariable  par  les  deux 
substitutions  (nrculairei 


Cela  ppté,  une  substitution  quelconque  -pea^  ëtrft  r&i 
gardée  oonune  le  produit  de  trois  substitutions,  safoir  : 
i"  une  puissance  de  i'  J  ;  2°  une  puissance  de  f     j 

qui  ne  déplace  pas  l'indice  p;  2°  une  substitution  q^i  ne 
déplace  auçua  des  indices  o  et  i.  Lesdçuz  prein;èrQs,(Ie 
ces  substitutions  ne  produiront  aucun  changement  dans  6, 
et,  par  conséquent,  on  obtit^dr^loutesles  yaleq)ïdi$i 
tinçtesde  cette  fonction  en. exécutant!^  i.3.3...{,r  —  a) 
substitutions  des  n  —  a  indices  3,  3,...,  (n  —  i).  D'après 
cela,  si  ]*on  représente  par 

(5)       fl"-'  +  P,9-»-l-P,«'^'-t-...  +  lP^9  +  P^,  =  o 


l'équation  qui  a  pour  racines  les  «  —  i  valeurs'{3}  de  9, 
chacun  des  coefficients  P, ,  P*,  etc.,  dépendra  d'une 
équation  du  degté  i.2.3...{n  —  2),.  tt  l'on  pcmm 
&rmer  ces  diverses  équations  par  la  méthode  dn  u*^  tSO, 
puisqu'on  connaît  la  composition  de  leurs  racines.  Mais 
on  aperçoit  immédiatement  que  tous  ces  'coefficimts  Pi, 
Pi,  etc.,  nedépendent  que  d'une  seule  équatiou  du  dc^ 
i.3.3...(r —  a),  car  ce  sont  évidemment  des  fpQCtîoqs 
semblables  des  racines  x,,  x, ,. .  .,;r^t  de  l'équation 
proposée,  et  si  l'on  se  donne  la  valeur  de  l'nn  d'eu^ 
cdt^  de.totts  les  antres  s'en  déduïiwt  rationui^lemeiit. 
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■  Voîcî-coihiiient  on  peut  opérer  pmir  former  réqaalioa 
dont  P]  dépend,  et  pour  exprimer  en  fonction  de  P,  les 
autres  coefficients  P,,  Pg,elc.  On  calculera  l'équation  de 
degré  i.n.Z.  ..(n  —  i),  qui  a  pour  racines  toutes  les  va- 
lAira.  de-d-6t'dont  les  coefficients,  fonctions  invariables 
d^ftl'aùjies' 4^  la  proposée,  sont  exprimables  ralionnelle- 
taent  parses  coefficients.  Le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (5)  étant  un  diviseur  du  premier  membre  decette 
équation  complète  en  6,  on  fera  la  division  à  la  manière 
oi'dinaire,  et  on  égalera  à  zéro  les  n  —  i  termes  du  reste. 
Les  ft—  9  premières  des  équations  ainsi  obtenues  servi- 
pobt  à  déterminer  les  coefficients  P, ,  P, ,  etc.,  en  fonction 
de  P, ,  et  .on  aura  ensuite  l'équation  et)  P,  de  degr^ 
i.2.3...(fi  —  a),  en  remplaçant  dans  la  (n  —  1^*°",  p, ^ 
P)  ,'eic.,  par  les  valeurs  qu'on  aura  trouvées, 

Lagrange  a  cherché  à  simplifier  les  calculs,  presque 
impraticables  dès  le  cinquième  degré,  auxquels  conduit 
l'apjdication  de  la  tbéorie  précédente-,  il  a  effectÎTement 
ima^ii4  uh  artifice  ingénîeiit  pour  esprîtoer  les  cocffi- 
cienlsde  l'équation  (5),  en  fonction  des  racines  x,,Xi,  etc. 
Je  vais  le  rapporter  ici. 

Pfturavoif  l'ejcpression  deô,  il  faut  élever  à  la  m**""  puis- 
sance ta  quantité 


«1  faisant  ce  cakul,  et  ayant  soin  de  rabaisser  les  ei^p^ 
a&niB  de  «  au^-dessoUs  de  n,  on  a  na  résultat  de  la  forme 

(6),'         e:=e,  +  «ç.-i-a'ï,+...-f-«— ç„,. 

La  formule  (6)  donneles  valeurs  âe9,,di,,..,  9^,,  quand 
on  substitue  à  a  chacune  des  racines  imaginaires  «,  €, 
^,...V«i)  del'^uation  a:"-=3 1.  En  outre,'8S  l'on  remplace  a 
par  i^  le  second  membre  de  l'équation  (6}  a  poarvaleuc 
(jrj,'+-Jfi-1-i..H-'a7„_i)"  ou  A",  en  désignanl  par  A- la 
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somme  connue  des  racines  de  l'équation  proposée  (i). 

On  a  donc  .     .       '  " 

e.  =  s,  +  «5,  +  a>5,  + . .  .  -î-  a—  Ç._, , 

«i  =  e,  +  S5, +  e'£,-l-...-t-«-'g.„,  -        -      =i 


Ajoutons  ces  À]uations  et  désignons  par  'Si  la  somme  deis 
racines  de  l'équation  (5  )  ;  on  aura,  d'après  les  propriétés' 
des  racinesa,  ô,'etc., 


Désignons  généralement  par  S^  la  somme. des  v''""  pu^- 
sances  des  racines  de  l'équation  (5);  élevons^  t'e^ p^eS: 
sion  (6)  à  la  puissance  v,  et  rabaissant  les  expO|Sanls  de  n-i 
au-dessous  de  n,  représentons  le  résultat  par 


remplaçons  ensuite  a  successivement  par  i,  a,  €,...,  u,«t 
ajoutons  les  résultats,  on  aura 

A*"  +  S.  =  «?W... 
ou 

On  pourra  calculer  de  cette  manière,  en  fonction  des  ra- 
cines X»,  Xi,...,  x„_i,  les  sommes  Si,  Sj,.-.,  S^i,etI'on 
en  dédmra  emuite  les~  valeurs  suivantes  des  coefficients 
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Pi,  Pt,  et£.,  de  r«]uatioii  (5), 
'  2  a 


Voilà  donc  les  coefficients  P,,P|,  etc.,  de  l'équatîon  (5) 
exprijnés  eu  fonetioades  racines  j;i,,a^i,...,:r„^,  de  l'équa- 
tion proposée,  otsi  l'on  fait  dans  l'exprefisioa  de  l'un  d'eux, 
dans  celle  de  P,  par  exemple,  toutes  les  substitution^ 
des  racines,  on  ne  trouvera  que  1.3.3. .  .(n  —  s)  valeurs 
distinctes.  On  pourra  ait)si  former  directement  l'équalion 
en  Pi,  et  l'on  exprimera  ensuite  les  valeurs  des  autres 
coelficieuts  en  fonction  'rationnelle  de  P,,  par  le  procédé 
indiqué  plus  haut.  - 1 

Si  l'on  connaît  un  seul  système  de  valeurs  des  coeffi- 
cients Pi,  P],  etc-i  et  si  l'on  peut  résoudre  l'équation  en  9 
cortrespondante  dé  degré  n  —  i ,  la  résolution  de  l'équa- 
tion proposée  '{i)  s'etisiiïvra  immédiatement,  comme  nous 
allons  le  faire  voir. 

Dans  Thypoth^se  où  nous  nous  plaçons,  les  quantités 
9»,  6, , . . . ,  fl„_|  sont  connues,  et  l'équation  (  4  )  donne,  en 
rt(è«ani«,  6,  y,',  i  .jtd  au  licudesÉ,  ■    ■  '  " 

i*. -f-  a*, +  a=a:i  +  ,  .  . -t-  a.'-' x^,  =  "^6,, 
i,  +  S*,  -I-  &^,^. .  .+&-•  x^  =  v'sT, 
X,  -h  wx,  •+■  a'x,  +  .  .  .  -I-  «"-'  Xb_i  —  ï'e,^,  ; 
on  à,  d' ailleurs  ' 

.-..,■  ."■.-.  .'•^'-'^(■■+"*'-^-.--  +  v-'^*^*  ■■.■■■:  -■- 
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donc,  en  ajoutant  ces  équations,  et  en  ayant  ^ard  am 

propriétés  de»  racine*  a,  S,  etc.,  on  aura 


(8) 

ajoutant  aussi  ces  mëmea  équations  respectivement  mul-^ 
tipliées  par «*,  B',. .  .,<ù*  et  i ,  il  viendra 

(9)  *,-,= -^ 

Mais  comme  rien  ne  détermine  celle  des  valeurs  de 
chaque  radical  qu'il  faut  prendre,  le  second  membre  de 
l'équation  (9)  ne  ditlière  pas  du  second  membre  de  Véqna- 
tion  (S).  Aussi  doit-on  se  borner  à  dire  que  tes  n  racioes 
de  l'équation  proposée  spnt  données  par  ta  formule  unique 

,      ,  A  -H  2*97  +  JâT 4- .  .  .  -I-  yen 

(10)  x  = ï — ï ï .    ,        , 


A  la  vériié,  cette  formule,  à  cause  de  la  multiplicité  des 
valeurs  de  chaque  radical,  donne  pourx  nn  nombre  de 
valeurs  égal  à  n"~'  j  mais  on  peut  faire  disparaître  l'aAi^ 
biguïté  qui  en  résulte.  En  effet,  les  premiers  membwi 
des  équations  (7)  sont  des  fonctions  semblables  des  ra- 
cines Xn,  Xi,  etc.;  on  poaria  donc,  si  l'on  se  donne  l'une 
de  ces  fonctions,  en  déduire  rationnellemenl  loatesles 
antres.  Ainsi,  on  pourra  exprimer  v'^,,  v^^i,.  •  -i  V^r-i 
rationneltement  en  fonction  de  y'^g,  et  la  formate  (10) 
ne  donnera  alors  pour  x  que  n  valeurs,  comme  cela  doit 
être. 

Par  celle  méthode,  la  résolution  de  l'équation  du  cin- 
quième degré  se  ramène  à  celle  d'une  équation  du  qua- 
trième d^ré,  dont  les  coefficients  dépendent d'ane équa- 
tion du  sixième. 
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Des  équations  Jomt  le  degré  est  un  nombre  composé. 

S<)9.  L'anar^BS  précédente  n'est  pas  applicable  aux 
équations  dont  le  degré  est  un  nombre  composé,  et  il  est 
nécessaire  d'employer  ici  des  considérations  nouvelles. 
La  méthode  que  Lagrange  a  proposée  pour  ce  cas  revient 
au  fond  à  décomposer  l'équation  proposée 

(.)  y='«. 

de  degré  m  =  np,  n  étant  un  nombre  premier,  en  n  équa- 
Uons  du  degré  p  ;  et  cette  métbode  n'exige  pour  cela  que 
la  résolution  d'une  équation  du  degré 


(»-i)«(i.a. ..,)■■ 
et  celle  d'ane  équation  du  degré  n  —  i ,  tandis  que  sk  l'on 
cherchait  à  faire  la  décomposition  par  la  méthode  ordi- 
naire, il  faudrait  résoudre  une  équation  du  degré 

)n(m~i)...{m-p  +  ,) 

1.2.../) 

Cette  décomposition  de  l'équatiou  (i)  en  n  équations  de 
degré  p  ayant  été  efTectuée,  on  pourra  appliquer  à  cha- 
cune de  ces  dernières  la  méthode  exposée  précédemment, 
si  p  est  un  nombre  premier.  Dans  le  cas  contraire,  râ 
p  =  n'p',  n'  étant  un  nombre  premier,  on  ramènera  la 
résolution  de  chaque  éqi^^tion  de, degré  ^  à  cfM^  de  ^' 
équations  du  degré  p',  en  opérant  de  la  même  manière  que 
pour  la  proposée;  et  ainsi  de  suite.  Entrons  maintenant 
dans  les  déuîls. 

Soit  m  =:  np,  n  étant  un  nombre  premier,  et  posons, 
e  précédemment. 


x»j  Xiy . . . ,  Xi^i  désignant  les  m  racines  de  l'éqeotion  (i) 
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et  a.  une  racine  de  J^  =  i,  mais  qui  appardeune  aussi  î 
l'ëquation  sf  =\.  Alors,  comme  on  a  généralement 

la  valeur  précédente  de  t  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 


-[^^,- 


en  faisant,  pour  abréger, 

(      X.=^.-(-x,-t-^^  + 

..+ 

■«0—0.. 

1      X,  =  a,  +  x„+,  -h  x,^ 

+  . 

.  +  .r,,. 

>)M-' 

W 

Représentons  par 

(3)  W  =  o 

l'équation  qui  a  pour  racines  Xa,  X,,.,.,  X„_,  ;  on  pourra 
appliquer  à  cette  équation  (3)  la  méthode  exposée  précé- 
demment pour  les  équa^ons  de  degré  premier.  Faisons 
0  =  t",  ou 

(4)  e=(x.  +  »x,+  ...  +  a-x_,)-i... 

6  dépend  d'une  équation  du  dc^é  iia,3...(«'— i)  dont 
les  coefficients  peuvent  s'exprimer  Eatiannellemeut  pv 
ceux  de  l'équation  (3);  et  si  l'on  représente  par  dot^iv*) 
9,1-1)  les  n  —  I  valeurs  que  prend  S,  quand  on  remplace 
a  parles»  — I  rai;ines  imaginaires  dex"=x^,;,  onpourp 
former  l'équation  de  degré  n  —  i  qui  a  ces  n  —  i  v^j^fu^ 
de  ô  pourrppines,;  regréseptçm  çette,élp¥iW'Pii«F-..! 
!(5)     .e^»>4-B,'0*rtH-ft»»^  +  ..,H^Pi:i,9.i(-jP^}':t^*;-'-  - 
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ses  «o^ciiwttSiP^, TiV  fitt^'t  àèptaâenl  d^une  seule  équa- 
tioD  (Ju- degré  ■v£.3.'.^n'>^.tr)'d»nt:ies  coefficiftaU.»' es-< 
prîmeut  ratiônnellemeutpar  ceuxdel'équatîoD  (3),  ainsi 
que  nous  l'avons  établi  précédemment. 

Soiénty  î'nn  quelconque  des  coefficients  P, ,  P, ,  etc. ,  et 

(6)  /(r)  =  <>    ■ 

l'équatîon  de  degré  i.2.3...(«  —  a)  dont  ^  dépend. 
Les  coefficients  de  celte  équation  (6)  sont  exprimable^  ' 
ralionnellement  par  ceux  de  l'équation  (3),  mais  ces  der- 
niers ne  sont  pas  connus,  il  n'y  a.  que  ceux  de  Téqua- 
lion  (i)  qui  le  soient;  voici  comment  on  peut  former  une 
équation  eu  y  dont  les  coefficients  soient  exprimés  par 
les  quantités  connues. 

fij)  est  une  fonction  de  y  qui  contient  symétrique- 
ment les  quantités Xg,  X,,...,  X„^,,  et,  si  l'on  y  rempla<:e 
Xg,  X,,'  etc.,  par  lenrs  valeurs  tirées  des  équations  (2), 
elle  deviendra  une  fonction  entière  non  symétpque  des 
racines  j^gjXi,...,  x,^t  ^^  l'équation  (i).  Effectuons  dans 
f[j)  toutes  les  substitutions  des  racines  x^,  X|,..., 
^m-.H  et  désignons  par' 

.  ./.(/.),  Air),---,  /^-,(^} 

les ft  valeurs  distinctes  que  prend  ainsi  y (^);  le  produit 
de  tontes  ces  valem^  est  une  fonction  symétrique  des  ca- 
cines  x^,  x, , . . . ,  x,^, ,  exprimable  rationnellement  par 
les  coefficients  de  l'équation  proposée.  On  a  donc,  pour 
déterminer  y,  l'éqaation 

(7).  .,       /.(/l/.W/.W---/,_,(j-)=o, 

dont  les  coefficients  peuvent  élre  considérés  comme 
Contins.'  '       •  . 

Le  d^t^  de  celle  équaliûn  (7)  est  i.3.3,..(n  —  a)xf^i 
ft  déçïgnant'Iejxombredes.valeuscUgàacttt  qœ  prend 

n.  3o 
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fix)  parles  sobstitutions  des  racines  x,,  Xi,.  ..>x__i  ; 

Bons  savons  que  ce  nombre  ft  est  un  diviaeur  du  prodwf 

1.9. 3... ta,  et  a  l'on  fait 

1.3.3. ..m 
j,_- ^ , 

y  sera  le  nombre  des  substitalions  qui  appartiennent  i  la 
fonction  _/'(j').  OTf{jr)  ne  change  pas  quand  on  cbange, 
les  ones  dans  les  autres,  les  raciQes<{ai  figur«iU dans  Tnite 
des  expressions  X, ,  Xi ,  ■ . . ,  X^^^ ,  non  plos  qu'en  échan- 
geant les  qaamitéa  X,,  X|,  etc.,  les  unes duia les  autries^ 
mais  toute  substitution  qui  fait  passer  quelques-unes. de» 
racines  contenues  dans  Xt,  ou  Xt,  ou  etc.,  dans  l'uue  des 
autres  fonctions,  change  évidemment  la  foncûouy(^). 
(^  conclut  aisémeiit  de  là  que 

.=(,.^.3...f^(,......], 

et,  par  conséquent, 

1 .2.3. . .m 
''-(i.a.3.../.}j:i.2.5.../*)-* 

Le  degré  de  l'équaùon  (7)  est  donc 

1.2.3. ..m 
1.2.3. ..(n  —  a) s ri r.  > 


(«-i)«(i.a.S...^)" 
ce  qui  s'accorde  avec  la  proposition  établie  au  n°  4â7  (co- 
rollaire II). 

■.'.'■  Si  l'on  connaît  une  seule  racine  de  l'équation  (7),  00 
abra  un  système  de  valeurs  des  coefficients 

P,,'  Pi,...,  P^ 
de  l'équation  {5\,  car  ces  coefficients  lont  des  fonctions 
semblable*  des  racines  de  l'équation  propesée,  et,  pu- 
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conséquent^  Us  peuvent  s'exprinw^  rationnellement  en 
fonction  de  l'im  quelcQpque  d'entre  eux  et  des  quantités 
connues. 

On- résoudra  ensuite  l'équation  (5),  qui  u'est  que  du 
degré  n  —  i,  et  l'on  aura  alors  aisément  les  racines  de 
l'équation  (3).  Désignons,  en  effet,  par 


]ei-  n  — ^  I  racines  de  l'équaiion  { 5  )  ;  ces  valeurs  de  Q  étant 
précisément  celles  qu'on  déduit  de  l'équation  (4)i  en  rem- 
plaçant »  par  chacune  des  racines  imaginaires  de  x"  =  1 , 
On  anra  , 

■  X.  +  *X, -f- a»X,  + . . . -1- a'-'X„  r=  J'ai, 

X, +  ex,-+- e'X,+...-i-6— 'X.^v'C, 


X,  -t- «X,  +  »>x,  + . .  .-f-iu^'X,=:î'e^,. 

D'ailleurs,  la  somme  des  racines  X| ,  Xi,...,  X„  est 
connue,  car  elle  est  la  même  que  celles  des  racines  x^, 
Xj, . . . ,  Xm_i  ;  en  désignant  donc  par  A  cette  somme,  on 
aura 

X,  -t-  X,  -f-  X,  4- ...  4-  X,_,  =  A. 

Des  équations  qui  précèdent)  on  tïre  cette  expression  gé- 
nérale des  racines  Xg,  X| ,  etc., 

n  ne  reste  plus,  maiateuant,  qu'à  trouver  les  racines 
ar,,.  Xi,  etc.,  elles-mêmes;  pour  cela,  on  considérera 
l'équation  qui  a  pour  racines  celles  de  la  proposée  dont  la 
somme  est  X,  ou  X,,  ou  etc.,  X,  par  exemple  :  soit 

j#  —  X,  arf^' -t- Q,  *^' -H  - . . -I- Qp-i  * -H  Q,  =  o 

cette  équatÀ.Q9i  '^Pp'  le  premier  membre  est  un  divîseur 
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du  premier  membre  V  de  la  proposée.  On  fera  la  division 
à  la  manière  ordinaire,  et  on  égalera  à  zéro  les  p  termes 
du  reste  ;  on  aura  ainsi  p  équations  dont  les  p  —  i  pre- 
mières détermineront  Q, ,  Qg,  etc.,  en  fonction  de  X^,  U 
dernière  étant  alors  satisfaite  d'elle-même.  Il  est  évident 
que  Qi ,  Q, .  etc.,  doivent  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  de  Xg,  puisque  toutes  ces  fonctions  sont  sembla- 
bles. On  aura  donc  enûn,  par  ce  moyen,  les  n  éijuaiions 
de  degré  p  dans  lesquelles  peut  se  décomposer  l'équatîoD 
proposée. 

Tel  est  le  point  où  les  travaux  de  Lagrange  ont  ramené 
la  question  de  la  résolution  algébrique  des  équations.  La 
fonction  résolvante  nous  a  donné  la  résolution  des  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré,  mais  elle  n'est 
d'aucune  utilité  pour  les  équations  générale;  de  degré 
supérieur  au  quatrième,  dont,  au  surplus,  la  résolution 
est  aujourd'hui  démontrée  impossible.  Toutefois  on  verra 
plus  loin  que  la  considération  de  cette  fonction  résolvante 
conduit  à  la  résolution  algébrique  d'une  classe  fort  éten- 
due d'équations  de  degrés  quelconques. 

A  la  même  époque  où  Lagrange  publiait,  à  Berlin,  le 
Mémoire  dont  nous  venons  de  présenter  les  résultats  prin- 
cipaux, Vaqdermonde  s'occupait  de  la  même  <{uesiion  et 
présentait  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  uu  beau 
Mémoire  où,  par  des  considérations  différentes  de  celles 
de  Lagrange,  il  arrivait  pourtant  aux  mêmes  consé- 
quences. Je  me  borne  ici  à  indiquer  ce  travail  de  Vander- 
monde,  imprimé  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des 
Sciences  de  Paris  (année  '77').  ■      - 
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CHAPITRE  II. 

DE   L'IMPO^IBILÏTÉ  DE  LA  RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DES 
ÈQUATIOI^  GÉNÉRALES  AU  DELA  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 


■     Des  fonctions  algéhrlques. 

SIO.  Les  considérations  que  nous  avons  développées 
dans  le  Chapitre  piécédent  donnent  lieu  de  penser  qu'il 
est  impossible  de  résoudre  algébriquement  les  équations 
générales  de  degré  supérieur  au  quatrièoie.  Abel  est  par- 
venu à  démontrer  rigoureusement  cette  impossibilité  par 
une  méthode  qui  a  été  simplifiée  ensuite  par  Wantzel 
dans  quelques-unes  de  ses  parties. 

Résoudre  une  équation  algébriquement,  c'est  former 
nne  fonction  algébrique  des  coeJHcienis  qui,  substituée  à 
l'ioconnue,  satisfasse  identiquement  à  l'équation;  la  pre- 
mière chose  à  faire,  pour  reconnaître  si  une  équation 
est  soluble  ou  non  algébriquement,  est  donc  d'étudier  la 
forme  générale  des  fonctions  algébriques.  C'est  celte  étude 
que  nou&  allons  faire  ici,  et  nous  en  conclurons  ensuite 
facilement  l'impossibilité  de  résoudre  algébriquement 
les  équations  géoéralef  de  degré  supérieur  au  qiutrième. 

Soient 

*,,   X.,    a-j..  .  .  ,   j-i 

A'  quantités  quelconques  indépendantes,  et  v  nne  fonction 
de  ces  quantités:  f  sera  une  ybncIfOH  fl/geiri^Mc,  si  on 
peut  l'exprimer  enar,,a;t,  0C3,  etc.,  parle  moyen  des  opé- 
rations suivantes,  effectnéesiiti  nombre  fini  de  fois: 
l"  l'addition  ou  la  soustraction;  2°  la  mulliplicaiion; 
3°  la  division;  4°  l'extraction  des  racines  d'indices  pre- 
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miers.  P^ous  ne  comptons  pasl'élévalion  aux  puissances 
entières  et  l'extraction  des  racines  de  degrés  composés) 
paiTe  que  ces  opérations  sont  évidemment  comprises 
dans  les  quatreijae  nous  avons  mentionnées. 

Des  Jonctions  entières. 

31 1 .  Lorsque  la  foncUon  w  peut  se  former  par  les  deux 
premières  des  quatre  opérations  mebtionnées  ci-dessus , 
elle  est  dite  ratîonnelleet  entière  ou  simplement  entière. 

Désignons  par 

/{■e,,x,,Xi,...) 

une  fonction  qui  peut  être  exprimée  partme  somme  d'au 
nombre  limité  de  termes  de  la  forme 

A  désignant  une  constante,  et  m,,  rnt,etc.,  étant  des  ex- 
posants entiers  et  positifs.  1/opératîon  désignée  par  y 
fournit  une  fonction  entière,  conformémentè  la  définitiou 
précédente;  et  l'on  peut  généralement  considérer  toutes 
les  fonctions  entières  comme  obtenues  en  répéuut  cette 
opération  un  nombre  limité  de  fois.  Soient  ^,,  v^,  etc., 
plusieurs  fonctions  de  j^i,  Xt,  etc.,  de  la  même  forme 
que^,  la  fonction 

seraévidemmentde la  même  forme.  D'ailleursy(ci,  v^,...) 
est  l'expression  des  fonctions  obtenues  en  répétantdeux 
fois  l'opération/(:c,,  x,,...);  d'où  il  suit  qu'on  trouFcra 
toujours  un  résultat  de  même  forme,  en  répétant  cette 
même  opération  auUnt  de  fois  que  l'on  voudra,  et  que 
toute  fonction  entière  de  Xi,  j;,,  etc.,  peut  être,  eif rimée 
par  une  souune  de  termes  de  U  forme 
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Des  fonctions  rationnelles. 

S12.  Une  fonction  v  des  quantités  x^,  Xt,  x^,  etc.,  est 
dite  rationnelle  loraqu'etle  peut  être  exprimée  par  les 
trois  premières  des  quatre  opérations  algébriques  cinjessos 
daignées. 

Soient   , 

/(x„*„;r„...),      F  (:r,,  *„«„...} 

deux  fonctions  entiâres,  le  quotient  de  ces  fonctions 

/(■'.. ^..■••) 

.        F(*,.x„...) 

sera  évidemment  un  cas  particulier  des  fonctions  ration- 
nelles non  entières,  et  l'on  peut  considérer  toute  fonction 
rationnelle  comme  obtenue  en  tépétant  plusieurs  fois 
l'opération  précédente;  mais  en  désignant  par  c,,  f,,  etc., 


,,/tî 


que  ta  fonction 


il  est  évident 


peut  être  réduite  à  la  même  forme;  d'où  il  suitqne  toute 
fonction  rationnelle  se  réduira  k  la  forme 


F(.,,  «„...) 
/et  F  désignant  des  fonctions  entières. 

Classification  des  fonctions  algébriques  non 
rationnelles. 

.   SIS.  Soit  . 

une  fonction  rationnelle- quelconque  ;  il  est. évident  que 
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toute  fonction  algébrique  s'obtîeodra  en  combinant  l'opé- 
ration désignée  par  favec  l'opéralion  désignée  par  7  < 
m  étant  un  nombre  premier.  Si  donc  /j,,  /J,  désignent 
des  fonctions  rationnelles  de  x,,  x^,  etc.,  n,,  n„  etc., 
des  nombres  premiers,  et  qu'on  fasse 

p'  sera  la  forme  des  fonctions  algébriques  dans  lesquelles 
l'opération  désignée  par  y'  ne  porte  que  sur  des  fonctions 
rationnelles.  Nous  appellerons,  avec  Abe\,  Jonctions  al- 
gébriques du  premier  ordre  les  fonctions  de  la  forme/. 
Soient  p',t  p'n  eic,  des  fonctions  algébriques  du  pre- 
mier ordre,  n', ,  «',,etc.,  des  nombres  premiers;  et  posons 

p"  sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques  dans 
lesquelles  l'opération  désignée  par  "y^  ne  porte  que  sur 
des  fonctions  rationnelles  ou  sur  des  fonctions  algébriques 
dupremierordre.Nous  appellerons _/o«c£ionja/gé6rijueJ 
du  deuxième  ordre  les  fonctions  de  la  forme  p". 

De  même  si^°,  p°,  etc.,  désignent  des  fonctions  algé- 
briques du  deuxième  ordre,  h",  n',  etc.,  des  nombre» 
premiers,  et  qu'on  fasse  *       '  ■      ■ 


-A^ 


Vy,, ■■"•■.  V/'',---), 


p'"  sera  la  forme  des  fonctions  algébriques,  où  l'opéra- 
.tion  désignée  par  '7/ "ne  porte  que  sur  des  fonctions  ra- 
tionnelles et  sur  des  fonctions  des  deux  premiers  ordres. 
Les  fonctions  de  la  forme  p'"  seront  les  fonctions  algébri- 
ques du  troisième  ordre. 

En  continuant  ainsi,  on  formera  des  fonctions  algé- 
briques du  quatrième,  cinquième, . . . ,  fi'""'  ordre,  et  il 
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est  évident  que  l'expression  générale  des  fonctions  du  fx"°" 
ordre  sera  l'expression  générale  des  fonctions  algébriques. 
Il  suit  de  là  qu'en  désignant  par  v  une  fonction  algé- 
brique du  (J.''""  ordre,  v  aura  la  forme 

oùy  désigne  toujours  unefouctïon  rationnelle,/»,,  p,,  etc., 
des  fonctions  de  l'ordre  fj.  —  r,  n,,  »,,  eic,  des  nombres 
premiers,  et  r,,  r,,  etc.,  des  fonctions  de  l'ordre  fi  —  i  ou 
d'un  ordre  moins  élevé. 

On  peut  évidemment  supposer  qu'aucun  des  radicaux 

\Pii  Vpn  ^tc,  ne  soit  exprimable  rationnellement  en 
fonction  des  autres  radicaux  et  des  quantités  r,,  ;'„  etc. 

Si,  en  effet,  \/p,  était  dans  ce  cas,  en  portant  sa  valeur 
dans  l'expression  de  y,  on  aurait  une  valeur  de  f 

,=/{r„r„...,~\Ç„...) 

de  la  même  forme  que  la  précédente,  mais  plus  simple, 

puisqu'elle  contiendrait  le  radical  V/'i  de  moins.  Si  de 
même  l'un  (Jes  radicaux  qui  restent  pouvait  s'exprimer 
en  fonction  rationnelle  des  autres  radicaux  et  des  quan- 
tités r,,  r,,  etc.,  on  pourrait  chasser  ce  radical  de  l'ex- 
pression de  1*,  qui  conserverait  d'ailleurs  U  même  forme; 
et  si  l'ou  pouvait  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  eût 

éliminé  tous  les  radicaux  yp, ,  V/>,,etc.,  la  fonction  v 
serait  réduite  à  l'ordre  fx  —  i . 

Si  donc  la  fonction  f  est  effectivement  du  p'*""  ordre, 

on  peut  supposer  que  les  radicaux  y;;,,  \pi,  etc.,  aient 
été  réduits  au  plus  petit  nombre  possible,  et  qn'il  soit  - 
impossible  d'exprimer  l'un  de  ces  radicaux  en  fonction 
ratioDuelle  des  autres  etde  fonctions  algébriques  d'ordre 
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inSitîeaT.  Et  ù  m  àéàgme  «lors  le  nomltre  de  ces  radicaoi 

qui  aflectentdesfooctioDs algébriques d'ordrefi — t,nou 
dirons  que  U  fooctiou  c  d'ordre  fi.  est  du  degré  m. 

D'après  cette  déâuiUon,  une  fonction  d'ordre  ft  et  de 
degré  zéro  n'est  autre  qu'une  fonction  d'ordre  ^  —  i,  et 
une  fonction  d'ordre  zéro  est  une  foncûon  rationnelle. 

n  résulte  de  là  que  si  v  désigne>]ne  fonction  algébrique 
d^ordre  n  et  de  degré  m,  on  aura  généntlenieiit 

(•=/(r,,  r,,.,.,  ^p), 
f  désignaut  une  fonction  rationnelle,  p  une  fonction  al- 
gébrique d'ordre  (x  —  i,  n  nn  nombre  premier,  et  r^, 
r,,  etc.,  des  fonctions  d'ordre  fi,  mais  de  degré  m —  i.  En 
outre,  d'après  ce  qui  précède,  on  peut  toujours  supposer 
qu'il  soit  impossible  d'exprimer  y'/'  (^n  fonction  ration- 
nelle de  ri,  r,,etc. 

Forme  générait!  fias  fonctions  algébriques. 
Sié-  Dans  l'expression  précédente  de  v,  ydésigne  une 
fonction  rationnelle  des  q^uantitésr, ,  r,,  etc.,  ti^p,  nais 
toute  fonction  rationnelle  de  plusieurs  quantités  peut  être 
représentée  par  le  quotient  de  deux  fonctions  entières; 
nous  pouvons  donc  poser 

<f  etil^  désignant  des  fonctions  entières,  et  si  l'on  ordonne  f 

.  et  '^  par  rapport  aux  puissances  de  \/p  oup"^  on   aura 
pour  V  une  valeur  de  la  forme 
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tfà  s»,  5ii...,  f,  et  ta,  t|,.-M  V  sODtdea  fgoctions  entières 
de  ri ,  Ti,  etc. 

Soit  «c  une  racine  imaginaire  de  l'équatïo» 

désignons  par 

T,,  T,,... ,  T„_, 

les  n — I  Taleursqn'ouobtient  en  ranpiaçant,  dansT,  p' 
successivement  par 

et  multiplions  par  T,  T,...  T,_i  les  deux  termes  de  la  va- 
leur de  c,  on  aura 

ST.T,...T^, 
'''~TT|T,...T^,' 

Le  produit  TT,Tj. . .  T„_[  peut  évidemment  s'exprîmer  en 
fonction  entière  de  ^  et  des  quantités  r,,  r^,  etc.;  il  est 
donc  une  fonction  algébrique  d'ordre  [i  et  de  degré  m  —  i 
au  plus,  que  notis  désignerons  par  u.  Pareillement,  le 
produit  STiT,.,.Ta_,  est  une  fonction  entière  de  J,, 
Ti,  etc.,  et  //>;  nous  représenterons  sa  valeur  par 

U,-hU,p'-^  u,/^  -i-...-h  Uip-, 
et  l'on  aura 

_u.  +  MiP*  +  a,p° -4-, .  ■-?-  Hfp*  .■ 

on  simplement' 

enmettantÇt,  ftt£t<=-»  au  lieu  de— >  -^jetc.  ;  q,,  f,,etc., 
désignent  ici  des  fonetions  rationnelles  de  r,,  r,,  etc.,  etp. 
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On  peut  chasser  de  l'expression  précédeniL-  de  f  lei 

puissances  de  ^"  supérieures  à  la  {n  — 1}'*°".  Si,  en 'effet, 
ydésigne  un  nombre  qui,  divisé  par  n,  donne  le  quotient^ 
et  le  reste  h,  on  a 

et,  en  se  servant  de  cette  formule,  on  pourra  metlre  v  sous 
la  forme 

( i)  <-  =  9,  +  ?,  /^  -î-  î, /^  +  -  ■ .  -4-  7— ,  p" , 

?«)  ?it  <}iy>  (}n~i  étant  toujours  des  fonctions  ration* 
nellesde  p,  r,,  r„  etc.,  et,  par  conséquent,  des  fonciions 
algébriques  d'ordre  fj.  et  de  degré  m  —  i  au  plus,  telles, 
en  outre,  qu'il  soit  impossible  d'exprimer  rationnelle- 
ment p"  en  fonclioD  rationnelle  des  quantités  dont  elles 
dépendent. 

Dans  l'expression  (i)  de  y,  ou  peut  supposer 
5,  =1. 
Pour  le  démontrer,  supposons  d'abord  que  q,  ne  soit  pas 
nul,  et  posons 

dou 


P  =  -n    et    z'-^^; 
9"  ti 

l'expression  de  f  devient 

,  =  ,.  +  ,-■  +  &,?+.. .+  tEi^^ 
OU  plus  simplement 

(a)'-  ■'"  'p=^'q',■-^■p-^q,p^'^.':':+'^,^,p^ 
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en  ëcrivant  p  au  lieu  de  pi\  q^,  Çj,  etc.,  au  lieu. de  —> 


Dans  cette  nouvelle  expression  (a)  de  c  qui  se  déduit 
de  (i)  en  faisant  qi  ^  i,  les  quantités  q^,  q^,  etc.,  dési- 
gnent toujours  des  fonctions  algébriques  d'ordre  p  et  de 
degré  m  —  i . 

Supposons  maintenant  que  dans  l'expression  (i)  de  i' 
on  ait  ^,^0;  désignons  par  q^  l'une  des  quantités  q^, 
qt,  etc.,  qui  n'est  pas  nulle,  et  posons 


n  étant  premier  et  k  étant  moindre  que  n,  on  peut  tou- 
jours trouver  deux  entiers  a  et  ë  tels,  que 
Xjt  — /j6  — 1, 

X  étant  un  nombre  entier  quelconque  donné;  alors  ott 
aura 

P'i  =  ltP^P'y 


On  a,  en  particulier  et  par  hypothèse, 

les  deox  formules  précédénies  permettent  de  snbtUtaei) 
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aux  puissances  de  p"^,  dans  la  valeur  (i)  de  v,  celles  de  p^, 
et,  après  cette  «ulMiîtutîoii,  il  est  éridcnt  ^juc  la  Carlne 

de  p  n'aara  pas  changé,  mais  que  le  coeffîcieDt  de /*"  sert 

l'imité;  car,  dans  TexpressioD  primitive  àe  v,  jp'  a  pour 
coefficient  g^.  Les  développements  gui  précèdent  peuvent 
être  résumés  par  la  proposition  suivante  : 

Théokémb.  —  TotUe  Jonction  algébrique  d'ordre [let 
de  degré  m  peut  être  mue  sous  la  forme 

oit  n  est  un  nombre  premier,  ç«,  ^,,  etc.,  1^05  fonctions 
algébriques  d'ordre  \x,  mais  de  degré  m  —  i ,  et  p  une 
fonction  d'ordre  ft  —  1 ,' dont  la  racine  n""  ne  peut  être ^ 
exprimée  rationnellement  par  les  quantités  q^,  q^,  etc. 

Propriétés  des  fonctions  algébriques   qui  satisfont  à 
une  équation  donnée, 

515.  Il  importe  de  rappeler  ici   les  définitions  que 
nous  avons  présentées  au  n"  100. 

Si  l'on  considère  un  pfJjiitoie  entin-  et  rationnel 


dont  les  coefficients  a,,  ai,...  soient  des  nombres  com- 
mensurables  donnés,  tout  diviseur  de  ce  polynAïQe  dont 
les  coeiïïcienu  sont  commensurabl^s  .««rt  ^  .u»  divet^ 
commensurable. 

Plus  généralement,  si  les  coeiBcienis  a,,  a,,...  du  po- 
lynôme sont  des  fonctions  rationnelles  tfe  quantités  quel- 
conques, qu'on  regarde  comme  connues,  tout  diviseur  de 
ce  ^AjaAa»  qui  a  pmr  coettôcDls  des  fencUons  ralion- 
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Belles  des  quantités  connues  est  appelé  un  dwlsew  com~ 
menSUrable, 

Oa  nbtame,  doit  tous  les  cas,  équation  irréductible 
toute  équation  dont  le  premier  membre  n*admel  aucun 
diviseï^  connnensuràble. 

Dans  le  cas  de  i'équatïoa  générale  de  degré  quelconque, 
dont  les  coefûcients  sont  indéterminés,  les  quantités  con- 
nues ne  sont  autres  que  les  coefficients  eux-mêmes  ;  l'équa- 
tion est  nécessairement  irréductible. 

Cela  posé,  soit  une  équation  de  degré  m 

(l)         3*+  a|*"~'  +  0,1""*  +  .  .  .  -t- (ijt^,  3? -H  «M  :=  O , 

dont  les  coefiicienta  sont  considérés  comme  des  fonctions 
rationnelles  de  quantités  connues,  et  supposons  qu'elle 
soit  résoluble  algébriquement. 

D'après  la  classification  dfs  fcuiçtions  algébriques  éta- 
blie précédemment,  si  la  racine  x  est  une  fonction  algé' 
brique  d'ordre  fi  des  quantités  connues,  on  pourra  poser 

n  est  on  notnbe  premier  ;  p  désigne  une  fonction  d'ordre 
fx — 'i;  9*,  ft,  etc.,  peuvent  être  de  l'ordre  fi,  mais  sont 
d'un  degré  moiodre  que  celui  de  x.  Enfin,  on  petit  sup- 
poser qu'il  soit  impossible  d'exprimer  /»"  eu  fonction  ra- 
tionnelle de  p,  if„  ç,,  etc. 

En  substituant  cette  expression  (  a)  de  a:  dans  l'équa- 
tion. {1),  on  atrra  «tt  tésultat  qui  pourra  évidemment  se 
réduire  i  la  ferme 

(3J  ■''■  'r,-i^  ^;Ji-^-r,p'  +  :::+r^,p'^=o;\  '  ""  ^ 
ûû.r((  ri,  '.'1,...,  r^i  désigBrattdes  fonctions  rattonneUes 
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des  quantilàp,  ç«,  Çt,. . .,  <]„-,.  Or  je  dis  que  l'équa- 
tion {3}  exige  que  l'on  ait  en  môme  temps   . 


Eu  eûet,  dans  le  cas  contraire,  les  deux  équations 


auraient  une  ou  plusieurs  racines  communes.  Soit  t  le 
nombre  de  ces  racines,  on  pourrait  former  une  équatioD 
de  degré  ft  ayant  pour  racines  ces  h  racines  communes,  et 
pour  coeliScients  des  fonctions  rationnelles  de  p,  f», 
^H'"t  Çb-i-  Soit 


cette  équation,  et  désignons  par 

(,  +  /,  I  -I-  ï,  i'  + . . .  -(-  (i  I' 

un  diviseur  irréductible  de  son  premier  membre,  dont  les 
coefficients  tg,  t^, .'. .,  t^  soient  des  fonctions  rationnelles 
de  p,  tji,.  Çi,. .  -,  ç„_i'  L'équation 

(4)  r,A't,z-hl,z'-h...-i-t,z'  =  o 
a  tontes  ses  racines  communes  avec 

(5)  .  .■-f  =  oi 

d'ailleurs  son  degré  i  est  au  moins  égal  à  a,  car,  anlre- 

ment,  on  pourrait  exprimer  z  ou  p'  en  fonction  ratioa- 
nêlle  de  p,  ç„,  tjt,. . .,  f „_, .  Si  doao  s  déaigne  une  radoe 
quelconque  de  l'équation  (4),  cette  équation  aura  ao 
moins  une  autre  racine  de  la  forme  az,  a  étant  une  w- 
cine  de  l'équation 
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l'équation  (4)  aura  donc  une  racioe  commune  avec 
(6)  t,  +  t,az  +  t,a.'t'-t-.,.-f-tia's'=zo, 

et,  par  conséquent,  avec  l'équation 

(7}  (,_..>. -^  (a- a.>,ï-^...  +  {„.-._«0,,_,,'-^O, 
que  l'on  obtient  en  retranchant  de  l'équation  (6)  l'équa- 
tion (4)  multipliée  par  a'.  Mais  réquatiou  (4)  est  sup- 
posée irréductible  ;  il  est  donc  impossible  qu'elle  ait  une 
racine  commune  avec  l'équation  (7),  qui  est  d'un  degré 
inférieur  au  sien.  D'où  il  suit  qu'on  a  nécessairement 
r,^Of  r,  L=o,,..,  r^,=zo. 
Les  équations  précédentes  ayant  lieu,  l'expression  (3) 
de  X  satisfera  encore  à  la  proposée  (i),  quand  on  y  aura 

substitué  à  p"  cbacune  des  n  valeurs 

/^.    "/^.   6/>",...,    w/p% 

où  I ,  a,  6,  ■ . . ,  ^  désignent  les  racines  n''""  de  l'unité. 
On  aura  ainsi  »  racines  de  l'équation  fi),  que  nous  re- 
présenierons  par 

et  dont  les  ralenrs  seront 

r,  =  7.  +  a/'"  +  l' q^P"  -i- .  .  -  +  «"-■  //«-'P  °  . 
ï.iri=xq,-h  %p*  ■*-  ^'lip'  -+■  ■  ~-  +  f/^'  Ç-^ip  •  ,  ■ 


on  vent  qae  ces  racines  sont  différentes,  car,  si  deux 
U.  3i 
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d'entre  elles  étaient  ^ales,  il  résnlterait  de  cette  ^ilité 
une  équation  qui  aurait  la  même  forme  que  l'équa- 
don  (3),  ce  qui  condoil,  comme  nom  l'avons  tu,  à  an 
résultat  contradictoire.  Au  rarpins,  cette  remarque  n'est 
pas  indispensable  ponr  ce  qui  va  suivre. 

En  ajoutant  les  équations  (8),  en  les  ajontant  ensntle 
après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 

puis  par 

I,  «— ',  6— '..  ...  u'^, 

puis,  etc.,  on  obtient  les  suivantes  : 


î,;^  =  - (a;, -4- «■-*«,  +  ... -4- w*-""*,)  , 

q^ip'   =-(i,  +  ax,-l- ....  +  ««,). 

Û  résnite  de  là  que,  si  l'on  r^arde  comme  connues  les 
racines  de  l'unité,  les  quantités 

sont  des  fonctions  rationnelles  des  racines  de  t'éqaa- 
Uon  (i).  On  a,  en  effet,  généralement 

p-i    x,  +  i^-fx,-\-i'-Px,-^...~\-t^PXn 


'i»  (j:,  +  B—j:,+  e^'jr,+  ...-)-w— ;£.)'' 

Désignons  maintenapt  par  y  l'une  quelconqoe  <les 
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quantités  p",  ç^,  ç,,. . .,  *f~',  et  soit 

(9)  y  =  ,,  +  „7+,J  +  .    .  +  s^.i^, 

*e,  s„  etc.,  4toat  des  fiHictioiis  qui  peuvent  être  du  même 
ordre  que  jr,  mais  qui  sont  de  degr^  inférieur.  On  a,  par 
ee  qui  précède, 

f  désignant  une  fonction  rationnelle,  et  x,,  x^,, . . . ,  Jt_ 
les  m  racines  de  l*éqnation  (i),  lesquelles  peuvent  ne  pas 
entrer  tontes  dans  la  fonction  <j.  Soit  m'  le  nombre  des 
valeni^  que  prend  cette  fonction  f  par  les  substitutions  des 
racines  X,,  X|,  etc.;  on  pourra  former  une  équation  dn 
d^ré  m'  dont  les  ooelficients  seront  exprimés  ralionnd- 
lement  par  ceux  de  l'équation  (i),  et  dont  les  racines 


seront  les  m'  valeurs  de  la  fonction  if.  Et  comme  la  va- 
leur (9}  de  y  doit  satisfaire  h  cette  éqoation,  on  en  con- 
clura, comme  précédemment,  que  les  quantités 


soDt  des  fonctions  rationnelles  de  y,,  y^,...,  y^,  et, 
par  conséquent,  aussi  des  fonctions  rationnelles  de  x,, 
x„...,x„. 

Comme  on  peut  continuer  indéfiniment  ce  raisonne- 
ment, on  conclut  de  ce  qui  précède  que  : 

Si  une  éqitalion  est  résoluble  algébriquement,  on  peut 
donner  à  ta  racine  une  forme  telle,  que  toutes  lesfonc' 
tiens  algébriques  dont  elle  est  composée  soient  des  Jonc- 
tùms  rationnelles  des  racines  de  Inéquation  proposée. 
3i. 
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Démonstration  de  l'imposùbiUta  àè  résoudre  algébri- 
quement les  équations  générales  de  degré  supérieur  au 
guatrièMte. 


,516.  Les  propriétés  des  racines  d'une  équation  réso- 
luble algébriquement,  que  nous  venons  de  démontrer, 
ont  lieu  dans  tous  les  cas,  soit  qu'il  s'agisse  d'une  éqna- 
tien  dont  les  coefficients  ont  des  valeurs  déterminées,  Kni 
que  l'on  considère  ces  coefHcients  comme  indéterminés, 
et,  par  suite,  les  racines  de  l'équation  comme  éUnt  des 
quantités  quelconques,  n'ayant  entre  ellee  aucune  dépen- 
dance. 

Pions  plaçant  maintenant  à  ce  dernier  point  de  vae, 
nous  allons  démontrer  qu'il  est  impossible  de  résondie 
algébriquement  les  équations  générales  de  degré  snpérieiir 
au  quatrième. 

Ce  théorème  a  été  démontré,  pour  la  première  fois, 
d'une  manière  rigoureuse  par  ^bel  ;  je  présenterai  ici  la 
démonstration  plus  simple  que  l'on  doit  à  Wantzel  (*). 

Soit 

/(-)  =  « 
une  équation  du  degré  m  dont  les  coefficients  sont  indé- 
terminés, et  désignons  par 


ses  m  racines,  que  nous  supposons  exprimables  algëbiï* 
quement  en  fonctiAn  des  coefficients. 
-   Si  réqnaiiony(x)  ^  o  est  satisfaite  par  la  valeur  x, 
de  X,  quels  que  soient  ses  coefficients,  on  doit  reproduire 


(•)  J'ai  cru  devoir  reproduire  leiluïllemeiit  le  raiMDnenientdeWiBti- 
zel  ;  j'ai  cependant  aupprimé  qaelquee  détails  que  rendent  inutilo  la 
déreloppemenla  dans  lesquels  je  suis  entré  en  traitant  de  la  théorie  dn 
■uhslilnllaoB. 
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identiquement  Xi  en  sul»tituant  dans  son  expression  la 
action  rationnelle  correspondante  à  chacpie  radical , 
puisque  les  racines  de  l'^uation  sost  alors  entièrement 
arbitraires.  De  même,  toute  relation  entre  les  racines 
devra  être  identique,  et  ne  cessera  pas  d'exister,  si  l'on  j 
remplace  ces  racines  les  unes  par  les  autres,  d'une  manière 
quelconque. 

Désignons  par  j  le  premier  radical  qui  entre  dans  la 
valeur  de  X|,  en  suivant  l'ordre  du  calcul,  et  soit 


p  dépendra  immédiatement  des  coefficients  de/(x)  ^  o, 
et  s'exprimera  par  une  fonction  symétrique  des  racines 
V{Xi,  X,,  Xs, •■■)•■,  y  sera  uae  fonction  ratiozmelle 
f  (j:,,  x^.  Xi, . . .)  des  mêmes  racines. 

Comme  la  fonction  f  n'est  pas  symétriqife,  sans  quoi 
la  racin^  n'*°"  de  f>  s'extrairait  exactement,  elle  doit 
changer  lorsqu'on  transposé  deux  racines,  Xi,  x^,  par 
exemple;  mais  la  relation 


sera  toujours  satisfaite.  D'ailleurs,  la  fonction  F  étant  in- 
variable par  cette  transposition,  les  valeurs  de  f  sont  des 
racines  de  l'équation  j"  =  F,  et  l'on  a 

et  étant  une  racine  n'*""  de  l'uniié. 
Si  l'on  transpose  les  racines  Xi  et  Xi,  il  vient 

-f(a^,,  x„X„...)  =  af{x,,  x,,x„...); 

d'où,  en  muItipRant  par  ordre. 

Ce  résultat  prouve  que  le  nombre  n,  supposé  premier, 
est  nécessairement  égal  à  3  ;  donc  le  premier  radical  qui 
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se  présente  dans  la  valeur  de  l'inconnue  doit  être  éi 
deuxième  degré.  C'est  ce  qui  arrive,  es  ^et,  pour  les 
éqtvitionï  qn'ou  sait  résoudre. 

La  ibnctîon  if  n'ayant  que  deux  valews,  elle  change  pir 
une  transposilion  quelconque,  et  elle  ne  sera  pas  changée 
(n"  481  )  par  une  substitution  circulaire  de  trois  on  de 
cinq  lettres,  car  chacune  de  ces  substitutions  équivaut  à 
un  nombre  pair  de  transpositions. 

Continuons  la  série  des  opéradons  indiquées  ponr 
former  la  valeur  Xi  de  x. 

On  combinera  le  premier  radical  avec  les  coeEEcients 
AGf{x)  =Oj  ou  la  fonction  (j  avec  des  foncùous  symé- 
triques des  racines,  à  l'aide  des  premières  opération*  de 
l'Algèbre,  et  l'on  obtiendra  ainsi  une  fonction  des  radnes 
susceptible  de  deux  valeurs,  et,  par  conséquent,  inva- 
riable par  les  substitutions  circulaires  de  trois  lettres. 
Les  radicaux  subséquents  pourront  donner  encore  des 
fonctionsdu  même  genre,  s'ils  sont  du  deuxième  degré. 
Supposons  qu  'on  soit  arrivé  à  un  radical  pour  lequel  U 
fonction  rationnelle  équivalente  ne  soit  pas  invariable 
par  ces  substitutions  ;  désignons-le  toujours  par  , 

Dans  l' équation 

r=p 

nous  ferons  encore 

cette  f<mctioii  ne  sera  pas  symétrique,  maïs  seulement 
invariable  par  les  substitutions  circulaires  de  trois  let- 
tres. Si  l'on  remplace 
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dans  <f,  la  relaiion 

subsistera  toujours  ;  et,  puisque  F  ne  cliange  pas  par  cette 
substitution,  il  viendra 

f(x„    I,,    X„    X,,..  .)=CUf[x„    il,    X,,    X,y...), 

CL  désignant  une  racine  n'*"  de  l'unité. 

E)n  faisant  dans  cette  équation  la  substitution  circu- 
laire 

{*,,  j;„  X,), 

et  en  répétant  celte  substitution,  on  aura 

?(■*><   '■!   *>»  -r,,...)  =  aç(x„   «,,   X,,   *.,■•-). 
^{x„   x„   X,,   *.,...)  =a<p(j;,,   a:,,   Xj,   Xt,...), 

pois,  en  multipliant  les  trois  équations  précédentes,  ou 
conclura 

Ainsi,/! sera  égala  3.  -        ■  -     ^ 

Si  le  nombre  des  quantités  x^  Xx,  Xn  Xi,  etc.,  est  su- 
périeur à  quatre,  où  si  l'équation  f[x)  =  o  est  d'un 
degré  plus  élevé  que  le  quatrième,  on  pourra  effectuer 
dans  f  une  substitution  circulaire  de  cinq  lettres,  par 
exemple 

(»,,   r.,   :..,   ,.,   «.)i 

la  fonction  F  ne  changera  pas  par  cette  substitution,  et 
l'on  aura 

f(*„  *,,   Xt,   Xi,   X )  =:af (*,,   a:,,   x„   X,,  ij,...), 

pois,  en  répétant  de  part  et  d'autre  la  même  substitution, 

f(x,,   JB,,   *,,   Xi,  a:,,,  ..)  =  a«(x,,   Xj,   Xi,   jr,,  x,,...). 
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•  Par  la  multiplication,  on  obtient 

ce  qui  entraîne 

puisque  «  est  une  lacine  cubique  de  l'unité.  Donc,  si 
le  degré  de  l'équation  proposée  est  supérieur  à  4)  1» 
fonction  <f  est  invariable  par  les  substitutions  circulaires 
de  trois  lettres,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 

Ainsi,  tous  les  radicaux  renjermés  dans  Vexpi-ession 
de  la  racine  d^ une  équation  générale  de  degré  supérieur 
au  quatrième  devraient  être  égaux  à  des  Jonctions  ra- 
tionnelles des  racines  invariables  par  les  substitutions 
circulaires  de  trois  racines.  En  substituant  ces  fonctions 
dans  l'expression  de  Xt ,  on  arrive  alors  à  une  égalité  de  la 
forme 

qui  doit  être  identique;  or  cela  est  impossible,  puisque  le 
second  membre  reste  iavariable. quand  on  remplace  Xi, 
^ti  '^9  par  Xf,  ^3,  X,,  tandis^ue-le  premier  membre 
change  ëvidemmcnt. 

Donc  il  est  impossible  de  résoudre  par  radicaux  \'é- 
quatioR  générale  du  cinquième  degré  ou  d'un  degré  supé- 

La  démonstratioD  précédente  fait  voir  en  même  temps 
que,  pour  les  équations  du  troisièiMC  et  du  quatrième 
d^ré,  le  premier  radical,  dans  l'ordre  des  opérations,  doit 
être  un  radical  carré,  et  le  deuxième  un  radical  cubique. 
Ces  circonstances  se  présentent,  en  effet,  dansles  foniinlet 
que  nous  avons  données  dans  le  Chapitre  précédent. 
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CHAPITRE  III. 

DES  ÉQUATIONS  ABÉLIENNBS. 


Des  éçuations  irréductibles  dont  deux  racines  sont  tel- 
lement liées  entre  elles,  que  Vune  puisse  s'exprimer 
rationnellement  par  l'autre. 

Si7.  Après  avoir  démontré  qu'il  est  impossible  de 
résoudre  -  algébrique Dient  les  équations  générales  de 
degré  supérieur  au  quatrième,  il  paraîtrait  naturel  de 
chercher  à  déterminer  quelles  sont  les  équations  suscep- 
tiblesd'une  telle  résolution.  Mais  avant  d'aborder  ce  diffi- 
cile problème,  il  connent  de  présenter  une  étude  com- 
plète d'une  classe  remarquable  d'^u a tioDs  que  M.  Kro- 
necker  a  nommées  obéUennes. 

Les  équations  ainqnelles  conduit  le  problème  de  la 
division  du  cercle  en  un  nombre  premier  p  de  parties 
égales  sont  toujours  résolubles  par  radicaux,  et  Gauss  a 
montré,  dans  ses  Recherches  arithmétiques,  que  chacun 
des  radicaux  dont  l'expression  des  racines  est  composée 
a  pour  indice  l'nSi  des  facteurs  premiers  de  p  —  i.  Ces 
équations  ont  cette  propriété,  que  chaque  racine  peut 
s' exprima'  rationnellement  par  l'une  quelconque  des 
autres,  et  Abel,  en  partant  de  cette  remarque,  a  fait  voir 
que,  si  deux  racines  d'une  équation  irréductible  sont  tel- 
lement liées  entre  elles,  que  l'une  puisse  s'exprimer  ra- 
tionnellement par  l'autre,  on  peut  toujours  ramener  la 
résolution  de  l'équation  à  celle  d'équations  de  degrés 
moindres.  11  y  a  même  des  cas  où  l'équation  est  résoluble 
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algébriquement;  cela  arrive  ea  particulier  si  son  degré 
est  un  nombre  premier. 

Nous  allons  exposer  ici  ces  recherches  d'Abel,  et  nous 
ferons  ensuite  l'application  de  sa  méthode  aux  équations 
dont  dépend  la  division  du  cercle  en  un  nombre  premier 
de  parties  égales. 

ai8.  Soit 

une  équation  irréductible  de  degré  fi,  et  supposons  que 
deux  racines  a/  et  x,  soien  t  liées  entre  elles  par  l'équatioD 

«'  ^  9  «, , 
onQx  désigne  uile  fonction  rationnelle  de  x  et  des  quan- 
tités connues,  y  étant  racine  de  l'^uaiion  (1),  on  aura 

d'où  il  suit  que  x,  est  racine  de  l'équation 

(2)  /(9*î  =  o, 

et,  par  conséquent,  celte  équation  (3)  admet  toutes  lès 
racines  de  l'équation  (i)  (n"  100),  car  celle-ci  est  irré- 
ductible, Ktf(6  x)  est  une  fonction  rationnelle.  En  d'au- 
tres termes,  si  x  désigne  une  racine  quelconque  de  l'é- 
quation (i),  9x  sera  aussi  racine  de  cette  équation. 
Mais  OXi  est  racine  de  l'équation  (i)^donc  09xi  lésera 
aussi,  ainsi  que  66$x„  et  généralement,  en  répétant 
sur  Xi  un  nombre  quelconquede  fois  l'opération  désignée 
par  6,  on  obtiendra  toujours  une  racine  de  l'équaticra  (1). 
Soit,  pour  abréger, 

tous  les  termes  de  la  série 

(a)  «I.  e«,,  9>i,t  e'j,,... 
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seront  des  racines  de  l'éqaation  (i).  Mais  la  séricfS)  ren- 
ferme une  infinité  de  termes,  tandis  que  l'équation  (i) 
n'a  que  p.  racines  ;  it  faut  donc  que  quelques-unes  des 
quantités  (3)  se  trouventrépétées  un  nombre  infini  de  fois. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 


fl»(9"i,)  —  9~X|  =  o, 
l'équation 

a  la  racine  9"x,  commune  avec  l'équation  (i)  ;  elle  admet- 
tra donc  toutes  les  racines  de  l'équation  (i),  et  l'on  aura 


On  lire  de  là 

ewJ  3.,  —  6»  a:,  ; 

d'où  il  suit  que  les  termes  de  j«  série  (3),  à  partir  du  n''"", 
se  reproduiront  dans  le  même  ordre,  et  que  cette  série  ne 
contiendra  que  les  n  racines  distinctes 

(4)  «,,  9*i,  fl'*,,.. .,  e— I*,. 

Cesn  racines  seront  effectivement  distinctes,  si  n  est  le 
nombre  de  fois  qu'il  faut  répéter  sur  X|  l'opération  dési- 
gnée par  6  pour  r^roduire  jr,. 

Si  l'on  &{i=n,  la  série  (4)  contient  toutes  les  racines 
deTéquation  (i). 

Supposons  f(|>n, et  soit  Xi  une  racine  de  l'équàUon  (i) 
qui  ne  fasse  pas  partie  de  la  série  (4);  on  fera  Toir,  comme 
précédemment,  que  toutes  les  quantités 

(5)  X,,  dx„  fl'^,,...,  e'-'x,,... 

sont  éj;alemenl  racines  de  l'équation  (i).  Or  Je  dis  que, 
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daas  la  s4rie  (5),  les  n  premiers  termes 

(6)  x„  6x„  fl'i,,...,  9— «b 

sont  les  seuls  qui  puissent  être  différents.  En  effet,  l'é([ua- 


admet  la  racine  x,  de  l'équation  (i)  ;  donc  elle  admettra 
tontes  les  autres,  et  Ton  aura 


d'où 

Parcooaéqueni,  les  termes  de  la  série  (5)  se  reproduiront 
dans  le  même  ordre,  à  partir  du  n''"",  et,  parmi  ces 
termes,  les  seuls  qui  puissentètredistincts  sont  renfermés 
dans  la  série  (6). 

Je  dis  maintenant  que  les  termes  de  la  série  (6)  sont 
elTectivement  différents  entre  eux,  et  distincts  des  quan- 
tités (4). 

L'égalité 

aàk  et  i  sont  inférieurs  an,  est  eOectivement  impossible; 
car,  d'après  le  théorème  établi  au  n°  100,  elle  entraîne- 
rait 

'  ce  qui  n'a  pas  lieu,  puisque  les  quantités  (4)  sont  diffé- 
rentes. 
L'égalité 

est  de  même  impossible.  Si,  en  effet,  elle  avait  lies,  il  en 
résulterait 
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et,  par  conséquent,  X,  ferait  partie  de  la  siéne  (4),ce<]ui 
est  contre  l'hypothèse. 

Le  nombre  des  racines  de  l'équation  (  i  )  renfermées  dans 
les  séries  (4)  et  (6)  est  an;  on  a  donc  nécessairement 
(*=a/iouf^>an. 

Supposons  (x^  2/1,  et  désignons  par  jr,  une  racine  de 
l'équation  (i)  qui  ne  fasse  pas  partie  d«8  groupes  (4) 
et  (6)  ',  en  raisonnant  comme  précédemment,  on  formera 
un  troisième  groupe  de  n  racines, 

tontes  distinctes  et  différentes  des  quantités  (4)  ^  (6)i 
d'où  il  suit  pécessairement  que  l'on  a  ft=3n  oufi]>3R. 
En  continuant  ainsi,  on  verra  que  les  (j.  racines  de 
l'équation  (■)  peuvent  être  partagées  en  un  certain 
nombre  m  de  groupes  composés  chacun  de  n  termes,  en 
sorte  que 

Les  racines  de  l'équation  (i)  serontalors 

.  9*,,  e»*,,... .  e—'j:,, 


(7) 


519.  Coiuidâ*ODS  l'équation  de  degré  n  qui  a  pour 
racines  les  racines  de  l'un  de  ces  groupes,  du  premier  par 
exemple,  et  soit 

(»-.!:,)(.- Sx,)  («-••.t,)...(i- S-' i,)=o 


(8)   x--(-A;"x- 
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cette  ^uaUoii.  Les  coefficients 


sont  des  fonctions  ra^onnelles  et  symétriques  des  quan- 
tités 

j,,  Sx,,  O'x,,,. .,  8"-'*,, 

et  ils  ne  dépendent,  comme  on  va  voir,  que  d'une  senle 
équation  du  degré  m. 

Soit,  en  effet,  y,  une  fonction  rationnelle  et  symétnque 
quelconque  des  quantités 
(g)  x„  9*,,  S"*,,...,  e^'*,; 

6xi,  0'X|,  etc.,  étant  des  fooctions  rationnelles  de  x,,  jj 
le  sera  aussi,  et  nous  poserons 

F  désignant  une  fonction  rationnelle.  En  outre,  i  cause 
de  6"x,  =Xi,  les  quantités  (g)  ne  feront  que  se  changer 
les  unes  dans  les  autres  si  l'on  remplace  Xi  par  6x„ 
fl'X(,...,0"~' Xi;  et  conunej',  est  une  fonction  symétrique 
de  ces  quantités,  sa  valeur  sera  invariable  par  ces  chan- 
gements; on  aura  donc 

j',  =  F{a:,)=F(ex,)=F(fl'j;,)=...  — F{»^'*,)- 

Désignons  par 

les  valeurs  que  prend  j^i  quand  on  y  remplace  X|  sncces' 
sivement  par 

on  Aura 

j-,-F(^.)^F(ex.)=F{fl'a;.}=...=  F(e-'x4. 
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Soit  mainteiLant 

(r — rO  [r  — j-.)-  ■  -(j- — /-)  =  <> 


(lo)     y-i-p^j'*->-hp,y^'-\-...+p^,j^-i'P^  =  o 

l'équatioD  quia  pourracinesj',,j^f,...,j',„j  jedisqueles 
coefficients  pi,  pt,  etc.,  de  cette  équation  peuvent  être 
exprimés  rationnel] emeot  par  les  coefficients  de  l'équa- 
tion proposée  (i).  On  a,  en  eSêt,  quel  que  soit  l'entier  i, 

ri=^\m'"))'-|-l^^»''.)f+■■■+m'^^'.)']'\, 

xi  =  j|[F(^.)]'+[F((lx.)]'  +  . .  .+[r(î-' :..)]>!, 
et,  en  ajoutant, 

Le  signe  y*  du  second  membre  s'étend  à  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation  proposée;  ce  second  membre  est  donc 
une  fonction  symétrique  et  rationnelle  de  toutes  les  ra- 
cines ;  d'où  il  résulte  que  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables des  racines  de  l'équation  (lo)  peuTent  être  expri- 
mées rationnellement  par  les  coefficients  de  l'équation 
proposée.  On  pourra  donc  aussi  exprimer  de  ta  même 
manière  les  coefficients  p„  pt,  etc.,  ainsi  que  nous  l'avions 
annoncé. 

La  fonction  rationnelle  et  symétrique  ^i  des  quanti- 
tés (g),  fouclion  qui  peut  être  choisie  h  volonté,  dépend 
donc  directement  d'une  équation  de  degré  fft.  D'ailleurs 
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les  fonctions 


août  aembiUbln  ^  ctr  eUes  peuvent  tontes  être  coMdérëes 
coinra^  des itMketiomi  rationnelles  delà  seale  radnejti- 
On  pourra  donc  exprimer 


en  fonciion  ratioanelle  de^, . 

Nous  sommes  aiosi  condui  Is  à  l'une  des  applicatiops  les 
pins  importantes  de  la  théorie  des  fonctions  semblables, 
que  nous  avons  développée  dans  le  Cbapitre  V  de  la  Sec- 
tion IV  j  mais,  comme  cette  théorie  est  sujette  â  quelques 
cas  d'exception,  il  ne  sera  pas  inutile  d'entrer,  avecAbel, 
dans  le  détail  du  calcul  des  coefficients  A',",  A','',  etc. 

Désignons  par  ^  (x,  )  l'un  quelconque  de  ces  coeffieienU* 
^  est  une  fonction  rationnelle  qui  ne  doit  pas  ctiaiiger 
qiiand.on remplace  x,  pardx,,  fl'xi,...,  Û"~'Xi,  pnisqw 
if)  (xi)  est,  comme  y^  une  fonction  symétrique  des  quan- 
tités (y)  ;  et  il  en  sera  de, même  de  la  fpnction 

riHx.)       ou      [F{*,)]'  +  (.r.). 

On  aura  donc 

jJ+(*,)  =  ;|  [fi».))' •!■('.)  + IF(»'.)1''K9',)+--- 

+  [»•(«-'«,)]' <■(»■-' '.)|i 

en  remplaçant  x,  successivemeni  par  X|,   Xj,,..,  x.. 

on  aura  des  expressions  semblables  pour  ^^  ({i  (xi),..., 

ri'I'('^".)i".  «''onpose 

(il)        /j=/^+(x,)+ri+(*.)+---+ri'!'(*-). 


'^^2t^t')f+(')." 
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le  signe  >^  s'étend  an  t  à  toutes  les  racinesde  l'équation  (i). 
On  voit  par  là  que  tx  est  une  fonction  aymétriqne  et 
ralionoelle  des  racines  de  l'équaticn  (i),  qui  pourra,  par 
csBséquent,  s'exprimer  rationDeHement  en  fonôtioii  des 
quantités  connues. 

Cela  posé,  enprenaulpour  "k  les  valeurs  o,  i,  a,3v't 
(m  —  i),  l'équation  (i  i)  donnera  les  suivantes  : 

{12)  )r\^[^')+y\^{'')-^ ■  ■  •  +  rlM'--<)  =  u, 

dont  les  seconds  membres  peuvent  être  considérés  comme 
connus. 

Pour  avoir  la  valeur  de  ^{xi),  ajoutons  les  équa- 
tions (i  2)  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 
les  indétermioées 

R,',  B,,   ..,  R«-„   I, 
et  faisons,  pour  abréger, 

(i3)    ,(^)=r-'  +  B— .r-'  +  ---  +  R.r-H«..  . 

on  aura 

-if.R, +(,R, +  ..  .  +  r__,R._,-h/.-,  ; 
et,  si  l'on  détermine  les  facteurs  fi«,  Bi,  etc.,  par  les  con- 
ditions 

on  aâra 

<.B.-f-f.R.  4--.  .  +  /,--iR.,,-t-  f—, 

(.4)    *(-■)=  ,        ,(^., , 

n.  32 
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Clierclions  maintenant  les  valeurs  4c  R41  Rii  fi>^>  MV 
près  notre  hypothèse,  l'équation 

doit  «voir  pour  racines  j*!,  y^,  — ,  y^;  mai»  ces  racines 
appartiennent  aussi  à  l'équation  (10),  qui  admet  en  outre 
la  râcineyi  :  on  aura  donc 

,  y  +  ;;,y"-'+/j.:r"-'-i-...-t-/7^,j+P, 

I  ïO)--  ■ 

{.5) 


r— J'i 

r— H-/',|r" 

'+/>.      r~-'+. 

.+/'^, 

-^J.l 

-!-  p.x- 

+/^,j', 

-i-r; 

-t- 

Com.parant  les  valeurs  ^(j)  données  parles  éc|uatious(i3) 
et  (i5},  ou  trouve 

\n^^  =  p,-i-p,Xi+J'', 
("G)  

i  R,  = /»„^, +/^„_,  7,  + . .  . +^7-% 

On  lire  aussi  de  l'équalion  (i5) 

f{y,)  =  mj--!-'  +  {m  —  ï)p,r'^-'  +  ...  +  2p„.,y,~l-p^:, 

.et  en  fnîsaDtj  pour  abréger, 

To=:(,/J„_|-Hf,/'„_, -+■..  .-!-r„_,/7,  ■4-/,-,, 
T,  =  f./>»_,  ^-  hp^,  +  ..  .  -h  ^«..„ 

T.-,  —  '., 


^laiiizodbvGoogle 


.  RECTlOll    V.  —    CBIPITKE   IIlJ  4i}0 

•rt  ««M  ceué  «Ieut  de  tj"  (3^1  ), 

La  formule  priJcèJcalc  nVsl  en  défaut  que  si  le  dénomî- 
natc'ur  du  second  membre  est  nu!.  Or,  je  dis  qu'on  peut 
toujours  faire  e»  sorie  que  cela  iiC'Soit  pas.  En  effet,  ce 
dénominaiGur  est  égal  au  produit 

et,  pour  qu'il  soit  qrI,  iliaat<|uerun<d«sfaciflui«  le  «oit, 
que  l'on  ait,  par  eicmpto, 


Cela  posé,  prenons  pourri  U  fonction 

jr,-(«-;r.)(a-e*,){=.-e'*.)...(«~e"-'x,)._ 

a  étant  indéterminé;  l'équation^,  =_j'j,  ou 

(«-«,)("-•».)•■■=(" -«!)(- -•«)■..•. 
ne  peut  avoir  Ijeu,  quel  que  soit  «,  à  moins  d'être  idcrï- 
tique;  ce  qui  est  impossible,  puisque  les  quantités  x,, 
6xi,  etc. ,  sont  diiTérentes  de  x, ,  Sx,,  etc.  D'où  il  suit  qu'eu 
choisissant  ji,  comme  il  vient  d'être  dît,  l'équation  (17) 
donnera  pourtji  (x,)  une  valeur  finie  cl  délermiaée. 

Les  coefficients  AJ'',  A','',  etc.,  del' équation  (8) peuvent 
donc  s'exprimer  rationnellement  par  une  même  fonction 
j',  dont  la  valeur  dépend  d'une  équation  du  degré  771;  et 
M  l'on  Minplace ji  successivemem  par^,,  ft,.-,  y„',  on 
aura  m  équations  du  degré  n,  dont  les  racines  utront  rés- 
pectivement 
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d'où  il  suit  que  l'equatioD  jiroposée  peut  être  décomposée 
en  m  équations  chacune  du  degré  n ,  dont  les  coeEScients 
sont  respectivement  des  fonctions  rationnelles  d'une 
même  racine  d'une  équation  du  degré  m. 

Celte' dernière  équation  n'est  pas  en  général  résoluble 
algébriquement,  quand  son  degré  surpasse  le  quatrième  ; 
mais  l'équation  (  8)  et  tes  autres  semblables  le  sont  tou^ 
jours,  cbmme  nous  allons  le  démontrer,  en  supposant 
connus  les  coefficients  A['',  A<",etc.  Dans  cette  hypothèse, 
notre  analyse  ramène  la  résolution  de  l'équation  proposée 
de  degré  }t  =  mu  à  celle  de  m  éqnatiâns  de-  degré  n,  qui 
ont  cette  propriété,  que  toutes  les  racines  de  chacune 
d'elles  peuvent  être  représentées  par 


Résolution  algébrique  des  équations  dont  toutes  Us 
racines  peuvent  éire  représentées  par  x,  6 x,  6*x,.  •  ■, 
6''~^Xj  ÔX  étant  une  Jonction  rationnelle  de  x  et  des 
quantités  connues,  telle  que  &^x  =  t. 

320.  Soit  .  ' 

(•)  /■H  =  o 

une  équation  de  degré  y.,  dont  les  racines  sont 

$x  désignant  une  fonction  rationnelle  de  xet  des.qaan- 
tités  connues,  telle,  que  l'on  ait 

(5)  fl.-;r  =  x, 

et,  par  conséquent, 

(3)  -  e.''+'*  =  6»j;.      . 
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DésignoDS  par  çc.une  racine  quelcoDqu«fle.r^9QAtiott.    , 

et  posons,  avec  Lagrange  (d"  508), 

(Ij)-  >  {±}  =  U V  «ex  4- a'flU  + .  . .  +  «'^'fl"",)"  ; 

je  dis  que  la  foucUon  tji  [x)  est  exprimable  ratioonelle- 
ment  par  les  quantités  conaaf-s  de/  (a.)  et  de  6  (x) . 

En  eflet,  remplaçons  x  par  8^.x  dans  l'^uation  (4)t 
on  aura 

^,  en  ayant  égard  aux  écpiatioDs  (3)  et  (3), 

*{»•*}—  (9-*  +  an^'«  +  ...  +  a''~"a'-l- a''"**' Oj -H.. .-)..«''"'  fl^'^ 
r^  (a''~"4;-i-a''"*''9i +...+«''■'' 6""'j;+e-J!+...+a''"°^'B-''"'. 

OU  enfin,  fi  cause  de  a'*  =  i , 

Donnant  à  m  les  valeurs  successives  o,  i,  9,...,^t —  t, 
OD  a 

et,  par  conséquent, 

d'où.-il  suit  que  i|>  (a:)  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique de  toutes  les  racines  de  l'équation  (i);  elle  pourra 
donc  êlre  exprimée  rationnellement  par  les  coefficients 
de  celte  équation. 
Posons  alors 
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ou  aura 

V  tétant  uneqaantlié  uonnoe.  El  li  Ton  désigae  par 

les  ^  racines  de  l'équation 

a^— I, 
par 

les  valeurs  correspondantes  de  v,  on  aura 

i-e*  +  e>x-(- ....  +  v'-'x  =  'yjv„ 


(5)     /  «  +  a,ej;  -4-  a.\  S'jr  H- . 


Laquantiié  V^g  est  immédiatement  donnée  par  l'équa- 
tion (  1 }  ;  car  si  l'on  désigne  par  Â  le  coefficient  de  f  *'' 
dans  cette  équation,  on  a 

En  ajoutant  les  équations  (5),  et  ayantégard  aux  piti- 
piiétés  connues  des  racines  »,  il  vient 

,6,'  _--«^-^^--^, 

et  l'on  aura  généralement  la  valeur  d'une  racine  qoel- 
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conque  6"x,  en  ajoutant  les  équations  (5)  respectivement 
multipliées  par 


on  trouve  ainsi 

—  A  -f-  c:7"  '\/'7i-¥-  «7' V^+  ■  . 


(„   ,..  = ^^ ., 

celte  foi'mulc  donnera  les  valeurs  deÔx,  6* j"j...,9''~'.r, 
en  attribuant  à  nt  les  valeurs  i,  2,  3,. . .,  (jU.  —  i). 

521.  Dans  l'équation  (6)  et  dans  toutes  celles  qu'on 
déduit  de  la  formule  (7},  on  doit  considérer  cbaqne  tadii- 
cal'\fi,  Vi,---'  Vfy_i  comme  ayant  toujours  la  njème 
valeur.  Si  on  laisse  à  ces  radicaux  toute  leur  généralité, 
l'équation  (7)  ni;  difTère  aucunement  de  l'équation  (6), 
et  celte  dernière  renferme  l'expression  de  toutes  les  ra- 
cines. Ily  a  en  outre  ici  une  difficulté,  car  l'équation  (6) 
donne  pour  x  une  expression  qui  a  fi''"'  valeurs,  tandis 
que  l'équation  (i)  n'a  que  fx  racines.  Mais  nou*  ayons  déjà 
eu  l'occasion  d'indiquer  comment  on  peut  faire  dUpa- 
raitre  cette  ambiguïté  et  il  est  facile  d'établir  que  quand 
on  a  fixé  la  valeur  de  l'un  des  radicaux,  les  autres  sont 
par  cela  môme  déterminés.  -  1 

Bn  effet,  désignons  par  x  une  racine  primitive  de 
l'équation 

«/*  — I, 
et  posons 
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Si  l'on  change  x  en  O'^x,  ^u,  se  changera  en  a"""  V^'u 
ainsi  qu'on  le  reconnaît  par  le  calcul  effectué  plus  haut. 

Pareîtlenii^nt  ^l'usera,  par  le  même  changement  de  z  en 
e"x,  multiplié  par  «"</'""■',  d'où  il  suit  que  le  produit 

V.  (v.) 

sera  multiplié  par  «'"'''"'"*  =  i ,  c'est-à-dire  qu'il  n'épron- 
vera  aucun  changement.  Si  donc  on  pose 

on  aura 

ei,  par  conséquent, 

f  [x)  en  donc  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
racines  de  l'équation  (i),  et  on  pourra  l'exprimer  ralioo- 
nellement  par  les  quantités  connues  ;  en  désignant  par'n. 
sa  valeur,  on  aura 

on 

On    pourra  exprimer   ainsi  chacun  des  radicaux  v^i. 

Vi^,  etc.,  en  fonction  rationnelle  de  v''i  >  et  l'équalion 
(6)  prendra  la  forme 


-^ 


-■(vO'+?('v>,)'- 
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Cette  expression  de  x  a  précisëment  p.  valeurs,  et  elle 
njprésente  bîea.Ies  [i^  racines  de  l'équation  proposée, 
lie  ce  «fui  précède  on  peut  conclure  cette  proposition  : 

TatonÈHE  I,  —  Si  Iss  fi  racines  d'une  équation  ejuel- 
congue  peui/eni  être  représentées  par 


dxétflj^turtfi /onction  rationnelle  telle  gue  fr"=  r,  l'é- 
tjuaiionest  toujours  soluble  par  radicaux. 

Et  en  rapprochant  cet  énoncé  du  ihéorème  démontré 
an  n"  519,  on  a  cet  aiftre  théorème  ; 


TaÉoitÊMB  II.  —  Si  deux  racines  d'une  équation  ii-ré- 
ductible  de  degi'é  premier  sont  telles,  que  l'une  puisse 
s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  Vaut,re,  l'é- 
quation  est  soluble  par  radicaux. 

Cas  oà  les  quantités  connues  sont  réelles. 

522.  Si  tous  les  coefScients  de  fei  de  9  sont  réels,  On 
a  un  Lbéorème  remarguahle,  que  Gauss  a  établi  le  pre- 
mier à  l'égard  des  équations  dont  dépend  la  division  du 
cercle  en  parties  égales. 

Nous  avons  posé  prccédcmmeDt 

f,  =  (or  -t-  aSa:  +  a'e'j:  +  ..,-l-  a:''~'^p-,Yt 

et  nous  avons  établi  que  v,  est  une  fonction  symétrique 
des  racines  de  l'équationy  (:c)  =  o  ;  par  conséquent  f  i  est 
exprimable  rationuellcmenlparles  coefficients  àe/et  ded; 
et  sicei  quantités  sont  toutes  réelIeBf  Cf  ne  contiendra 
d'autres  imaginaires  que  celles  delà  racine  «.En-outre, 
i^~'  se  déduit  de  c,  en  remplaçant  a  par  l'expression  con- 
juguéea''"';  d'où  il  résulte  que  Vi  et  f      abnt  des  quan- 
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titës  connues  imagiuaïres  et  conjuguées.  Or  pourra  â 

poser 

f|  :r;  p  («MM  -+-  v'—  I  Sinii), 


p(cmn—  y  — 1  sinwj, 
Nous  avons  aussi,  en  général, 

(ç:^r'i;v.=«.. 

et,  pour  n  =;  lA  —  i , 

d^-i  est  exprimable  ratiounellement  par  les  coelGcienls 
de^et  de  6,  elle  ne  peut  donc  renfermer  d'autres  imagi- 
naires que  celle  qui  se  trouve  dans  a.  Mais  il  est  évideol 
que  a  ,  ne  change  pas  si  l'on  remplace  a  par  a""'  qui 
est  sa  conjuguée;  donc  a^_,  est  réelle. 
Des  équations  (i]et  (2]  on  déduit 


et,  en  désignant  par  a  la  valeur  numérique  de  ^i    ,, 

La  première  des  équations  (i)  donne  alors  celle  valenr 
de^i^, 

où  ft  désigne  un  nombre  entier,  et  l'expression  des  ra- 
cines Xy  donnée  par  l'équalion  (8)  du  n?  S21,  prend 
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cetl^  forme  très-remarquable, 

■  -  î  —  A  -i-  V"    cos  -  -  +  v'—  I  sin 

+  (/+g^_,)        [ces  ^        -  -..  v^sm  -^ .'J 

--(/+?.\'-i)\/''hn»   -  ■■  '.4-^-7sin  ^^-; —M 

,,  ,. — ,       r       4(w  +  2*7r)        ; .    il <.■>  +  ■:•. h v)~\ 


où  a,f,  §,fi,  gi,  etc.,  sont  des  foDCtioDB  ralionnelles  de 

C05  — ■  et  de  »în  ~^-  ■'■ 

e-  f_  -   _.  , 

La  formule  précédente  fera  connaître  les  n  racines  de 

f{x)  ^o,  si  l'on  donne  au  nombre  en  lier  k  les  fx  valeurs 

o,   »,  2,  3,...,  fc — I.  De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  résoudre  Véqualion  proposée 
f^x)  =  o,a„,l/tt: 

1°  De  diviser  la  circonférence  entière  du  cercle  ertfx 
parties  égales^  2"  de  diviser  ensuite  un  angle  a  ait  on 
peut  construire  en  \l  parties  égales;  3"  d'extraire  la 
racine  carrée  d'une  seule  quantité  a. 

Kemàuque.  —  Les  coefGcients  de^et  de  fl  étant  tous 
réels,  si  une  racine  dey(j;)  ^  o  est  réelle,  toutes  les 
autres  le  sont-  aussi,  puisque,  si  x  désigne  cette  racine 
réelle,  les  autres  racines  sont 


Par  conséquent,  les  racines  de  l'equaliou  proposée  sont 
toutes  réeUe»,  ou  toutes  imaginaires. 
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Première  méthode  particulière  relative  aux  èqumtioai 
ahéliennes  dont  le  degré  est  un  nombre  composé. 

533.  La  méthode  qui  TÎeDt  d'être  exposée  pour  la  réso- 
lution algébrique  de  l'équation  abélienne  de  degré  ft, 

(I)  /W  =  o, 

est  applicable  à  tons  les  cas,  que  fi  soit  premier  on  non  ; 
mais,  quand  ^  est  un  nombre  composé,  on  peut  siwfdi* 
lier  la  solution  en  opérant  comme  nous  allons  l'indiquer. 
Soîtfi=  mn.  Les  racines  de  Téquation  (i)  étant  ton- 
jours 

X,  e^,  S'*,,..,  6-"-'^, 

nous  pourrons  les  partager  en  m  groupes  de  la  maitiirt 
suiraote  i 


ou,  en  posant 

x=^x,,     6x=^x,, 


de  la  manière  suivante  : 


En  appliquant  donc  à  l'équation  (i)  la  méthode  exposée 
au  n"  51 9r  oa  pourra  la  décomposer  eu  m  éqnatioDt, 
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chacune  du  degré  n,  «jui.  auront  respectivement  pour 
nuàuGB  les  ricmeg  des  divers  groupes  (3),  et  dont  les 
coefficienU  seront  des  fonctions  rationnelles  d'une  mêïne 
racine  d'une  équation 

m     ■    ■       ■     *w=. 

de  degré  m.  Soient 

^1.  />,■■-,  J- 

leb  M  racines  de  t' équation  (3),  et 

les  ni  équations  qui  ont  respectivement  pour  racines  les 
quantités  du  premier  groupe  { a) ,  du  deuiiième,  etc.,  du 
dernier.  Je  dis  que,  pour  résoudre  l'équation  (1),  il  suffit 
de  connaître  une  racine^  de  l'équation  (3),  et  ensuite 
une  racine  xdc  l'équation 

(5)  ,(',r)  =  o 

correspondante^  car  on  aura,  de  cette  manière,  une  pre- 
mière racine  :c  de  l'équatioD  (i),  et  les  autres  seront 


L'équation  proposée  (i)  étant  résoluble  algébriquement,  ^ 
l'équation  (3)  l'est  aussi;  car j' désigne  une  fonction  ra- 
tionnelle de  X.  Mais  je  dis  en  outre  que  l'équation  (3) 
jouit  de  la  même  propriété  que  l'équation  (i),et  que,  par 
conséquent,  ou  pourra  lui  appliquer  la  même  méthode 
de  résolution. 

En  efîetjles  racines  de  l'équation  (i),  renfermées  dans 
le  premier  des  groupes  (a),  sont 

(6)  ^,  9-ir,  fl""x,...,   et"-"'"*, 

et)' désigne  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  ces 
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racines,  c'est-6-diretniefoocrion  miionnellcdcar.  Posoni 

x-^{x,  s"j:,  e"'.r,...,  ei^-i-vt)^!-'!^), 

les  m  racines yi i/ï, . . .,  j'„  de  l'équation  ^3)  seront 

et  l'on  aura 

Par  conséquent,  F{ilx)  et  F  (^)  sont  des  fonctions  r»- 
tionneileset  symétriques  des  quantités  (6),  et  l'on  pourra 
exprimer  rationnellement  l'une  par  l'autre  en  appliquant 
la  métliode  des  fonctions  semblables  rappelée  a»  n"  519. 
Soit  donc 

%y  étant  une  fonction  rationnelle  dc_^',  on  aura 

F(e"a:)=iF(e^)  =i'r, 

F(9'^)  =  lF(e'x}  =  Pj, 


F(e-':r)  =  lF(e'-'.e)=i-'j, 

elTon  voitqtie  les  m  racines  de  l'équation  (3)  pourront 
èlro  représentées  par 

j,  V.  >■'/.■■..  ''-'-'y, 
"k  désignant  une  fonction  rationnelle  telle  que 
\-y  =  y. 
Quand  l'équation  (3)  sera  résolue,^  sera  conoue,  el 
Von  pourra  appliquera  l'équation  (5)  la  métliode  précé- 
demment exposée,  puisque  ses  n  racines  peuvent  èlre  re- 
présentées par 

T,   e,a;,   ej^,..    ,  O'.-'a:. 
On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Si\i.-=.mn^  ta  résolution  tî«  V équation  (i)  est  ramenée 
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A  celle  rie  d«ax  agitations  des  degrés  m  et  n  faspeetzve~ 
mont,  et  qui  ont  la  même  propriété  que  la  proposée. 

Si  n  est  lui-même  un  nombre  composé  mi/ii,  ou  ra- 
mènera, de  la  même  manière,  la  rcsolulion  de  l'ériiia- 
lion  (5)  à  celle  d'une  équation  en  £ 

(7)  +,(^,  J-)  =  " 

de  degré  »ii,  et  à  celte  d'une  équation  en  x  de  degré  »< 

(8)  î,(;r,  r,  s)  =  o.    ■ 

Dans  ré(]UBtIon  (7),^  fait  partie  des  quantités  con- 
nues, et  dans  l'équation  (8)  il  en  est  do  même  de  ^  et 
de  z,  et,  généralement,  on  a  ce  iliéorènie  : 

Théorèhe.  —  Si  jj.=^mimt. .  .m„,  la  l'ésoltttion  de 
Véquation  (i)  peut  être  ramenée  à  celle  de  n  éqaathnt 

des  degrés 

respectivement,  et  il  suffit  même  de  connaître  une  racine 
de  chacune  de  ces  équations,  lesquelles  ont  toutes  la 
même  propriété  que  l'équation  proposée. 

Corollaire  I.  —  Si,  en  décomposant  [j.  enfacleifrs 
premiers,  on  a 


la  résolution  de  réquatioii  proposée  de  degré  p  se  ra- 
mènera à  celle  de  Pi  équations  du  degré  Ei,  de p^  équa- 
tions du  degré  z„. . .,  de  p^  équations  du  degré  e  , 

CoaoLLAiRE  U.  —  Toute  équation  de  degré  a',  deat 
les  racines  peuvent  être  représentées  par 

v.  Or,  B'j,...,   e'^-'x, 

peut  être  résolue  à  Vaide  de  p  extractions  de  racines 
carrées. 
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l'éqiution 

(■)■  /'(.)  =  o. 

seront 

Comme  3o  =  2  X  i5,  on  preudra  poory  une  foncùon 
rationnelle  et  symétrique  des  quinze  racines 

y  dépendra  d'une  équation  du  deuxième  degré 

dont  les  cocfficicjits  serout  expiimablcs  rationnellement 
par  ceux  de  la  proposée;  on  pourrait  former  ensuite 
l'équation  du  quinzième  degré  ayant  pour  racines  x, 
0'a;,...,  0'*.r,  mais  il  est  inutile  de  faire  ce  calcul:  re- 
présentons, comme  précédemment,  par 

ç[^.j)  =  0 

cette  équation,  où  y  est  une  quantité  connue.  Comme 
i5  ^  3  X  5,  on  prendra  pour  z  une  fonction  rationnelle 
ei.symétrique  des  cinq  r 


z  dépendra  d'une  équation  du  troisième  degré 

(3)  i'+Cz'-4-Dî  -H  E=o, 

dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  rat  î  ou  n  cl  les  de/ 
et  des  autres  quantités  connues;  enfin  on  formera  l'é- 
quation 

(4)  a:'  4-  Vx<  -4-  G.i:'  +  Ha-'  +  K*  H-  L  ^  o, 
qui  a  pour  racines 
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et  dont  les  coefScieDis  seront  des  fondions  rationnelles 
de  r  et  de  2.  Ainsi,  pour  résoutlre  l'équation  (i),  il  suffira 
de  déterminer  une  racine  de  l'équation  (2),  puis  une 
racine  de  l'équalion  (3),  puis  en6n  une  racine  de  l'équa- 
tion (4). 

Deuxième  méthode. 
525.  Revenons  au  cas  général,  et  supposons 


Désignons  par  n,,  ri,.  . .  ,n^  les  quotients  respectifs  de  ft 
par  mi,  m%, . . .,  m^,  on  aura 


Cela  posé,  on  peut,  d'après  ce  qui  précède,  ramener  la 
résolution  dé  l'équation 

-^. celle  de  deux  é^ination),  des.  u  manières  suivante»  : 

(Ti(*.  J'i)^=''  ayant  pour  racines  x,  B'ix,  9'"'«,..., 
if-'-'^'-x,  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 
^'.'  I  (ionnel les  d'une  racine  ^1  d'une  équation  ^, (/,)^o  de 
[  degré  m,  ; 

i<pi(^. jO^o  ayant  pour  racines  x,  S"'*,  S^'a:,.,., 
SCx-ij-ij:,  et  dont  les  coerficienis  sont  des  fonctions  ra- 
j  tionnelles  d'une  racine  y,  d'une  étjuation  -^i  {y,)  =  o  «le 
[  degré  m,; 


M 


f^{x,y\  =  n  ayant  pour  racines  x,  fl""!,  6"°"j;,, . ,  , 
9'°""''"  X,  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  f«- 
lionndlcs  d'une  racine ^(_,  d'une  équation  •^^  f  j,,!  =r  o  de 
d^ré  m". 
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Supposoils  maînleriant  que  nii,  m,, .  ■  ■  i  "'^  ^^^^"'^  premier) 
entre. eux,  les  équaiiobs 

n'auront  que  la  seule  racine  X  commune  ;  donc  on  pourra 
exprimer  x  rationnellement  par  les  coeflîcienis  de  ces 
équations,  et,  par  conséquent,  en  fonction  rationnelle 
de  yi ,  j-i, . . . ,  x^.  Ces  dernières  quantités  étant  con- 
uaee,  on  aura  ainsi  l'une  des  racines  de  l'équation  (r), 
et  l'on  en  conclura  ensuite  toutes  les  antres. 

La  résolution  de  l'équation  (i)  est  donc  ramenée  s 
la  recherche  d'une  racine  de  chacune  des  équations 

■i<{y>}  —  o,    4,(7,)  — o,...,    i>„(;r„}~o,. 

qui  sont  respectivement  des  degrés  m,,  nij,. .  •>  m^-  ^" 
outre,  ces  équations  ont  la  même  proprîéié  que  la  pro- 
posée, ainsi  que  nous  l'aTOns  établi  précédemment;  on 
pourra  doncleurappliquer  la  même  méthode.  Si  l'on  vent 
que  ces  équations  soient  les  moins  élevées  possibles,  et  si) 
en  décomposant  ^  en  facteurs  premiers,  on  a 

il  faudra  prendre 

Quant  à  la  résolution  de  chacune  des  équations 

j,(r)^o 

de  degré  sf,  elle  se  ramène  à  celle  de  p  équations  de 


degré  c,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré. 
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Des  équations  irréductibles  dont  deux  racines  x  et  x! 

sont  liées  par  la  relation  linéaire  x'  =  -r- r.  '  o" 

'^  a'x  +  b' 

a,  hf  a',  b'  sont  des  constantes  données. 

526.  Soit 

une  «qantion  ïrràluotible,  et  supposons  qu'entre  deux 
racines  x  et  j/  oa  ait  li  relation 


où  fit,  by  t/,  V  sont  des  constantes  données.  Les  quan- 
tités comprises  dans  la  s^rie  indéfinie 

doivent  être  racines  de  l'équation  (i),  et  nous  savons  que 
l'one  des  fonctions  Bx,  6'x,  etc.,  est  égale  à  x,  Suppo- 

SOJIS 

(3)  6''*  =  *. 

Cette  équation  aura  lien  identiquemeut,  si  l'on  suppose 
que  a,  b,  ed,  V  soient  commensu râbles,  ou,  du  moins, 
que  ce  soient  des  fonctions  rationnelles  des  quantités 
regardées  comme  connues,  et  dont  dépendent  ration- 
nellement les  coefficients  de  l'équation  proposée.  Par 
conséquent,  on  aura  ces  formules  obtenues  au  n"  431 


(4) 


OÙ  X  désigne  un  nombre  entier  premier  avec  fx. 
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Dans  le  cas  def*=  a,  la  condition  (3)  exige  seule- 
ment que  Von  ait 

fl  +  6'  =:  O, 

on  peut  d'ailleurs  supposer  dans  ce  cas 
et  alors  on  a 

Le  degré  de  l'équation  (i)  étant  désigné  par  n(t  el  les 
Hfi  racines  clanl  représcnlées  par 


si  l'on  pose 

(6)  «  +  e:c  +  e-x  + . . .  -1-  9''-'  X  =  j , 

jr  dépendra  d'une  équation 

(7)  FW  =  o 

de  degré  n,  et  dont  les  coefficients  seront  des  fonclloDS 
rationnelles  des  quantités  connues  de  l'équation  (i)  et  de 
U  fonction  d.  L'équation  (7)  peut  n'être  pas  résoluble 
algébriquement,  mais  les  quantités 

X,     Sx,     fl'ï,...,     e''"'* 

dépendent  d'une  équation  de  degré  (t,  dont  les  coefficient 

,   sout  des  fonctions  rationnelles  de  y,  et  qui  est,  conune 

nous  savons,  résoluble.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  cette 
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dernière  liquatïon  n'csl  autre  que  l'équation  (6),  et  l'on 
voit,  en  conséquence,  que  lequaiion  proposée  (i)  doit 
résulter  de  l'élimination  dej- entre  les  deux  équations  (6) 
et  {7);  la  seconde  équation  peut  être  considérée  comme 
ayant  pour  premier  membre  un  polyuàme  irréductible 
quelconque  de  degré  n. 

En  d'autres  termes,  les  équations  que  nous  étudions 
peiTvent  être  obtenues  en  multipliant  un  certain  nombre» 
d'équations  de  la  forme 


-e''-^- 


où^,^,  ,^t , . . .  .j„-i  désignent  les  n  racines  d'une  équa- 
tion irréductible  dont  les  coefficients  sont  des  quantités 
entièrementarbitraires. 

Il  est  évident  qu'à  l'équation  (6)  ou  peut  substituer  la 
suivante  : 

*  X  6-^  X  6' ^. . .  X  6""'  it  —  7. 

Des  équations  irréductibles  à  coefficients  numériques 
dont  plusieurs  racines  se  dêveJoppent  en  des  fractions 
continues  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

527.  Nous  avons  fait  connaître  au  n"  26  la  forme  des 
équations  du  deuxième  degré  dont  les  racines  se  déve- 
loppent en  des  fractions  continues  terminées  par  les 
mêmes  quotienU,  et  nous  avons  résolu  ensuite  (n"  500)  la 
même  question  à  l'égard  des  équations  du  troisième  degré. 
Les  considérations  <iue  nous  avons  développées  précé- 
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denunent  noas  permetteal  de  résoudre  le  {trohlèBe  plts 

général  dont  voici  l'énoncé  ; 

Quelles  sont  les  éguations  irréductibles  jouissant  Je 
la  propiiélé  que  si  ton  développe  leurs  racines  réelles 
en  fractions  continues,  par  la  métltode  de  Lagraiige, 
deux  ou  plusieurs  de  ces  fractions  continues  soient  ter- 
minées par  les  mêmes  quotients  ? 

Pour  que  deux  racines  x'  el  x  d'une  équaiioD  K.dévf- 
loppent  en  des  fractions  continues  (ermioées  par  les 
mêmes  quotients,  il  faut  et  il  suffit  (n<*  16)  que  l'on  ait 


a,  h,  <J,  V  étant  des  entiers  positifs  on  négatif  liés  par 
la  relation 

ab'  -  ba' ^-ÙLx; 

en  outre,  pour  que  X  et  dx  puissent  représenter  deux  ra- 
cines d'une  équation  irréduclible,  il  faut  qn'on  poiue 
assigner  un  nombre  entier  fi,  tel  qu'on  ait  identiquemenl 

si  f^t  est  ^  3,  cela  exige,  comme  nous  l'avons  vu,  qu'on 


-A' 


X  élant  un  nombre  entier  premier  avec  fi,  et,  dans  le  cas 
de  f(=:  2,  on  a 
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lOiF,  pirïsqa^  a,   bi,    a,    V  sont  des   iionbrss   estiere, 

acos  —  doit  être  un  nombreentier,  ce  qui  ne  peut  arriver 

^e  si  f*  est  égal  à  3,  le  cas  de  f*  =  a  étant  réservé.  On 
voit  par  là  (jue  la  propriété  que  nous  étudions  pe'  peut  se 
rencontrer  que  chez  les  équations  irréductibles  dont  le 
degré  a  la  forme  an  ou  la  forme  3n.  Nous  examinerons 
successivement  ces  deux  classes  d'équations.  ^ 
"^     Si  l'on  suppose  fji=  2,  on  a  "* 

..'...:,  fl'±l        ',." 


a  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  et  a'  un  diviseur 
de  o'  ±:  I .  Si  l'on  prend  pOur  F  {y)  un  polynôme  irré- 
ductible quelconque  de  degré  n,  et  qu'on  élimine  y  entre 
les  detfx  ^uations 

x  +  Qx^y,      V[y)^.o,   ■'       '    ■     ■    ■ 
OU 

x.-^.+  (ir-tÈi)  =  o.  F(^)  =  ,, 

on  aura  la  forme  générale  de?  équations  de  degré  3  n  jouis- 
sant de  celle  propriété,  que  les  2  n  racines  se  partageront 
en  n  groupes  tels  que,  dans  chaque  groupe  de  deux  ra- 
cines réelles,  les  fractions  continues  qui  représentent  ces 
racines  seront  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

Celte  proposition  peut  être  énoncée  d'une  autre  ma- 
nière : 

Soient  a  un  nombre  entier  quelconque,  a'  un  diviseur 
quelconque  de  a'+i,/  une  quantité  réelle  quelconque 
eommensurahle  ou  incommensurable  ;  les  deux  racines 
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de  ré<}uation 

far       a'±(\ 

se  eJévelopperont  en  des  fractions  continues  terminées 
par  les  mêmes  quotients,  ce  qui  s'accorde  avec  le  résuliat 
obtenu  au  n"  26. 

SupposoDS maintenant;/ =  3;  on  aura,  en  faisanil^s 
(le  cas  de  i  =  I  est  identique  à  celui  de  i  =  3,  on  passe 
de  l'un  à  l'autre  en  changeant  les  signes  de  a  et  u'}, 


a  est  un  nombre  entier  quelconque,  et  a'  un  diviseur  de 
a'  +  a  +  I .  Quelle  que  soit  l'irraiioniieUe  x,  les  frac- 
tions continues  dans  lesquelles  se  développent 


se  termineront  pas  les  mêmes  quotients.  Si  donc  FI/) 
désigne  un  polynôme  irréductible  quelconque  de  degré  n, 
et  qu'on  élimine ^j-  entre  les  équations 

ou 

,          ,      Ran  +  Or       3((i'  +  fl-Ki)1 
x'  —  yx^-^-X  > ,    '■' ^ ~ i  Lr 
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on  obtiendra  l'expression  géiicrale  des  équaiions  de  de- 
gré 3n  qui  jouissent  de  la  propriélé,  que  les  3  n  racines 
se  partageront  en  n  groupes  tels  qye,  dans  chaque  groupe 
de  trois  racioes  réelles,  les  fractions  continues  dans  les- 
quelles se  développent  ces  racines  seront  terminées  par 
Tes  nié  m  es  quotients. 

"On  voit,  en  particulier,  que  les  équations  du  Iroîsièmc 
degré  qui  ont  cette  propriété  sont  comprises  dans  Ja  forme 
générale  suivante  : 

rM'.  +  Oj       (2a  +  ,)(^'  +  ^+.)|__^^^ 

où  a  désigne  un  entier  quelconque,  a'  un  diviseur  quel- 
conque de  (ï*+û  +  i)  et  y  une  quantiré  quelconque, 
commensurable  ou  incommensurable.  Ce  résultat  s'ac- 
corde avec  celui  que  nous  avons  obtenu  au  n"  SOO. 


528.  Les  équations  du  troisième  degré  qui  proviennent 
de  la  division  du  cercle  en  sept  ou  en  neuf  parties  (égales, 
celle  du  quatrième  degré  qui  provient  de  la  division  en 
quinze  parties  égales,  jouissent  de  la  propriété  remar- 
quable qu'on  vient  d'étudier, 

La  division  du  cercle  en  sept  parties  égales  conduit  â 
l'équation  ■    -     > . 


et  si  l'on  représente  par  x  la  racine  positive,  par  - 
et  —  Xt  les  denx  racines  négatives,  ou  a 


.la  racine  x  est  comprise  entre  i  et  a,  on  aura,  par  cou- 
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séquent,  des  résultais  de  cette  forme  : 


La  division  da  cercle  ea  neuf  pariïet  égales  oonduicà 
l'équation 

*=  — 3«  +  i— o. 

Si  l'on  désigne  par  —  :c  la  racine  négative,  laquelle  est 
comprise  entre  —  i  et  ^  a,  par  x,  et  Xj  les  deux  racinei 
positives,  on  a 


ce  qui  conduit  aux  mêmes  résuliats  que  le  cas  précédent. 
Enlin,  l'équation  du  quatrième  degré  dont  dépend  la 
division  du  cercle  en  quinze  parties  égales,  est 

:[*  _.  jj  —  4.r=  +  4x  -H  I  =  o. 

Si  X  et  Xi  désignent  les  deux  racines  positives,  —a;*  et 
—  x\  les  deux  négatives,  on  a 


Des  deax  quantités  x'  et  x',  l'une  est  comprise  enUe  o 
et  1,  l'autre  entre  i  et  a}  on  auntâonc  des  résnluu^ 
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celle  forme  : 


L'««|aitioii  que  nous  consîdéroDs  réaulte  de  l'cliraînàtion 
de  y  CDlre 

J  — 2 


Des  èqualions  dont  toutes  les  racines  sont  exprimables 
rationnellement  par  l'une  d'entre  elles. 

529.  Nous  avons  étudié  précédeininent  un  cas  étendu 
dea  éfjuaiiona  dont  les  racines  sont  toutes  exprimables 
t'ationneUeiuent  par  l'une  d'entre  elles  ;  savoir  ]e  cas  où, 
l'ëquaiion  proposée  étant  du  degré  fx,  \éi  racines  peuvent 
être  représentées  par 


alors  ces  racines  sont  exprimables  par  des  radicaux. 

Il  existe  un  autre  cas  de  résolnbiliié  ;  Abel  a  efTectivc- 
ment  démontre  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soit  y^  (x)  =  o  une  équation  algébiique 
tjuelconque;  dont  toutes  les  racines  peuvent  être  expri- 
mées rationnellement  par  l'une  d'entre  elles  que  nous 
désignerons  par  X,  Soient  ôxet  9,  a;  deux  autres  racines 
qtieïeônques,  l'équation  pivpotée  sera  résoluble  algé- 
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hritjuement  si  l'on  a 

fle,jr  =  e,e*. 

En  effet,  si  l'équation  proposée 

(')  z!')=<> 

n'est  pas 'i rréduclîble,  soit 

(2)  /{■r)  =  0 

l'équation  irréductible  de  degré  n  dont  dépend  la  ra- 
cine X,  le  polynôme  f[x)   sera  on  diviseur  raiioiitici 

Soit  dx  une  racine  de  l'équation  (a),  autre  que  x;  les 
racines  de  cette  équation  pourront  être  représenlées  par 

X,        Bx,    6'x, .  .  . ,  i'*-'x, 
X,,        9xi,   B'x,, ,  9'-'r,, 


,  e°-'r,_, 


et  si  l'on  représente  par 

(3)     J-'+AO.r'-'-t-Ai'l^ 
r«ju£tion  qui  a  pour  racim 


les  coellîcienis  A'"',  A'*'., . .,  A'"'  sont,  comme  on  l'a 
vu,  exprimables  rationnellement  en  fonction  d'une  quan- 
tité _j'  qui  dépend  d'une  équation  de  degré  m, 

(4)  j'-f-po^"-'  +  pi')j."-î-i-. ..+.p("— )j  +  pt")  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  des  ibnctions  rationnelles  des 
quantités  connues. 

Celte  équaiiou  (4)  est  irréductible,  car  si  le  contraire 


^laiiizodbvGoogle 


81CTION    V.    -~    CHIPITRE    III.  SsS 

avait  \ku,j  serait  raciue  d'une  équaiîon  îrrédnctîble 

(5)  fir'i  —  o 

d'un  degré  m' inférieur  à  m,  et  l'élitni nation  dej^  entre 
les  équations  (3)  et  (5)  conduirait  à  une  équation 

de  degré  m'n<^^;  ce  qui  est  impossible,  car  l'équa- 
tion (2)  du  degré  ft  est,  par  hypothèse,  irréductible. 

Cela  posé,  la  résolution  de  l'équation  (2)  est  ramenée 
à  celle  des  équations  (3)  et  (4)  ;  nous  savons  que  l'équa- 
tion (3)  est  résoluble,  et  nous  allons  démontrer  que  l'équa- 
tion (4)  possède  la  même  propriété  que  l'équation  (2). 

La  quantité  y  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique quelconque  des  racines  x,  9j:, , . , ,  6"~'  x,  el  si  l'on 
désigne  par 

les  m  racines  de  l'équation  (4))  ^^  pourra  poser 

y      — #(jT,        6x,   S'i,  .  .  . ,  O'-'-r), 
y,      ^^(.r„        B^,,S';r ,Q"-x,j, 


^désignant  une  fonction  symétrique  et  rationnelle.  D'ail- 
leurs j;,,  Xt). . .,  J*m_i  sont,  par  hypothèse,  des  fonctions 
rationnelles  de  la  racine  x;  si  donc  ou  fait 


on  aura,  pour  les  valeurs  i ,  2, . . . ,  m  —  1  de  l'indice  1, 

Enfin,  d'après  l'énoncé  du  théorème,  les  fonctions  Oet  $i 
sont  telles,  que  l'on  a 
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il  en  résulte  '  ' 

et,  en  coruétjuence,  on  peut  écrire, 

y,=  S{BiX,  «,e*,  0,6'*,...,  6,9*^'*),. 

ce  qui  montre  qae^,-  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  racines 

*,   6x,   fl'jr,.  . .,   9^'x. 

On  pewl  conclure  de  là  (n"519)  que  /i,  J'u-'-'^— " 
sont  exprimables  en  fonction  rationndle  de  jr. 

Soient  maintenant  ï^  et  Xj^  deux  racines  quelconques 
de  l'équation  (4)  autres  que^,  on  pourl^  poser 

(    ^  =  F('). 
(6)  lj=F(«,;t), 

(l,J-=F(lyi), 

et  il  en  résultera 

>,FM  =  r(«;x). 

Or  X  étant  racine  d'une  équation  irréductible,  les  équa- 
tions précédentes  subsisteront  sî  l'on  remplace  X  par  SjX 
dans  la  première,  et  par  Otx  dans  la  seconde;  on  aura 
donc 

d'où 

\r(6jx)=-i.,V(9ix), 

puisque  $i$iX:=$j$iX.  Les  équations  (6)  permettent  de 
donner  à  la  formule  précédente  la  forme 
\').,y  =  \,\y,    , 

d'où  îl  suit  que  l'équation  (4)  a  bien  la  m&me  propriété 
que  l'équatioD  (i)t 
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On  pourra  donc,  en  conlînuani  d'appliquer  le  mâme 
procédé,  ramener  la  résotulioa  de  l'étiuaiion  proposée  h 
celle  de  plusieurs  équations  qui  'seront  loutes  résoluhles 
algébriquement,  et  dont  les  degrés  auront  pour  produit 
le  degré  n  de  l'équation  (  a  ] . 

GoKoLLAiRE.  —  Si  l'équation  f  (x)  =  o  a  la  prop  n'été 
contenue  dans  l'énoncé  du  théorème  précédent,  et  que 
son  degré  u  étant  décomposé  en  facteurs  premiers,  on 


la  résolution  de  f  [x)  =  o  peut  être  ramenée  à  celle 
de  Pi  équations  du  degi'é  6],  de  p^  équations  du  degré 
£,,,..,  rfe  p^  équations  du  degré  e^,  et  toutes  ces  équa- 
tions dont  les  coefficients  sont  rationnels,  sont  résolubles 
algébriquement. 

Résolution  algébrique  des  équations  binâmes. 

ë30.  L'équation  binôme 
(,).  .--A  =  o, 

se  ccduit  à 
(a)  ^-,=0, 

si  l'on  pose  z  =  x'^A,etnousavonsvudaDsIcCbapiireV 
de  la  Section  I  que  la  recherche  des  racines  de  l'équa- 
tion (3),  dans  le  cas  où  m  est  un  nombre  composé,  se  ra- 
mène k  la  résolution  d'équations  binômes  de  degrés  pre- 
miers. 

Supposons  donc  que  l'exposant  m  soil  un  nombre  pre- 
mier; l'équation  (3)  admet  la  racine  t,  et  en  supprimant 
cette  racine,  on  obtient  l'équation 
(3)        *"-'  +  x^'  +  tf^  +  ,..  +  «•  +  «■  + 1  =  oj 
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qui  esl  irréductible,  ainsi  que  nous  l'aKOD)  éuUi  a|i 

nMIO. 

L'équation  (3)  appariient  à  la  classe  des  équations  que 
nou3  avODS  nommées  abcliennes,  et  ses  racines  peiiveiil 
en  conséquence  s'exprimer  par  des  fonctions  algébriques 
dans  lesquelles  les  radicaux  ont  pour  indices  les  facteurs 
premiers  de  m  —  i.  Effectivement,  si  r  est  une  racine 
de  l'équation  (3),  cette  équation  aura  pour  racines 

ou  a  d'ailleurs, 

et  si  l'on  désigne  par  a  une  racine  primitive  pour  le 
nombre  premier  m,  les  puissances 


seront  respectivement  congrues,  suivant  le  module» 
abstraction  faite  de  l'ordre,  aux  nombres 


donc  les  racines  de  l'équation  {^)  peuvent  être  repré- 
sentées par 

(4)  f, '-,'■',  r-' ,■■— , 

en  sorteque  cbacune  d'elles  s'obtient  en  élevant  la  précé- 
dente à  la  puissance  a  ;  et  la  niËmc  chose  a  lieu  encore,  à 
cause  de 

n'-'-^  I      (mod.  m), 

si  l'on  range  en  cercle  ces  m  racines  et  que  l'on  considère 
successivement  chacune  d'elles  comme  étant  la  première. 
D'après  cela,  si  x   désigne  l'une  quelconque  des  n- 
cines  {4)>  ^'  q"^  l'on  fasse 
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les  »rt  -^  1  racines  dont  il  s'agit  seront  représentées  par 

*,  Sar,  6'.r,.,. ,  9^'x, 
v.t  l'on  aura 

C'est  sur  cette  propriété  que  Gauss  a  fondé  sa  méthode 
pour  la  résolution  de  l'équation  (3),  méthode  qu'Âbel  a 
généralisée  ensuite  comme  uous  l'avons  expliqué. 

On  peut  appliquer  à  l'équation  (q)  la  méthode  du 
u°  520,  et  on  a  ainsi  l'expression  des  racines,  savoir  : 

-  A  +  '^^W+"'\l~,  +  ■ .  .  +'^V^, 


dans  laquelle  c,,  i*,,. . .,  f^_,  ne  contiennent  d'autres 
irrationnelles  que  les  racines  de  l'équation 

Mais  commet»  —  i  est  un  nombre  composé,  on  obtiendra 
une  solution  plus  simple  en  faisant  usage  des  méthodes 
exposées  aux  n™  323  et  52S. 

Enfin  comme  l'équation  (3)  appartient  à  la  classe  des 
équations  réciproques,  on  peut  commencer  par  lui  appli- 
quer la  méthode  d'abaissement  qui  se  rapporte  à  ces  équa- 
tions ;  on  obtient  alors  une  équation  du  degré dont 

toutes  les  racines  sont  réelles  et  qui  conserve  le  carac- 
tère d' équation  abélienne  ;  c'est  ce  que  nous  allons  déve- 
lopper présentement. 

Résolution  algébrique  des  équations  dont  dépend  la 
division  de  la  circonférence  du  cercle  en  un  nombre 
premier  de  parties  égales. 

531.  Le  problème  de  la  division  du  cercle  en  un  nom- 
bre m  quelconque  de  parties  égales  se  ramène  à  la  résolu- 
11.  34 
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lioii  de  r^uatieu  bia^e 

(!)  ^-I=»i 

car,  si  l'on  faïl 


tm  bbtiuidra  les  m  r&ûnu  de  l'équation  précÀleme^  en 
donnant  à  A  les  M  Vàlears 

O,  I,  2,  3,...,  (nt-i) 

dans  la  formuU 

s  :=  cos  An  +  ^ —  1  sin  ia  ; 

on   connaitra  donc  cos^a   et  sinX'a  lopsqire  l'eqUalioD 
binôme  (i)  sera  résolue  algébriquement. 

Simest  un  nombre  impair  afi  ~\-i,  il  vient,  en  divi- 
sant l'équation  (i)  par  i  —  i ,  et  en  posant  ensuite 


("H         ^  (f.-B)(p-3)^^-.^   (p-3)(p-^_^^-,       ^^ 

C'est  de  cette  équation  (a)  que  dépend  directement  la 
division  du  cercle  en  afi  +  i  parties  égale*.  Ses  firadnes 
sont  représentées  par  la  formule 

a  =;  2  COS =  2  i-osl<T> 

2f*  +  l 

dans  laquelle  on  doit  donner  à  A  leï  ;/  valeurs 

I,    2,    3,...,  fit 

eu  des  valeurs  qui  ne  dlffitvnt  de  csIles-U  que  par  iti 
Multiples  de  a^  +  i. 
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Nous  venons  de  rappeler  que  u  m  ou  afi.-4- 1  est  un 
lUHnbre  composé,  la  résolution  de  l'équation  (i)  9e  ra- 
mène «  U  résolution  d'autres  équations  de  la  mèjoB  fonne, 
et  qui  ont  pour  degrés  respectifs  les  nombres  premiers  on 
les  puissances  de  nombres  premiers  qui  divisent  m.  Dès 
lors,  la  même  chose  peut  se  dire  de  l'équation  (3),  et  on 
peut  se  borner  k  considérer  le  cas  où  m  =  ajix  + 1  est  un 
nombre  premier  ou  une  puissance  d'un  nombre  premier. 
Lorsque  m  est  premier,  la  division  de  la  circonférence 
en  m  parties  égales  exige  seulement  la  résolution  de  plu- 
sieurs équations  qui  ont  respectivement  pour  degrés  les 
facteurs  premiers  égaux  ou  inégaux  dans  lesquels  se  dé- 
compose le  nombre  m  —  1 .  Mais,  lorsque  m  est  une  puis- 
sance p'  d'un  nombre  premier p,  la  division  de  la  circon- 
férence en  m  parties  égales  exige  d'abord  la  division  en 
ppardés  égales,  et,  en  outre,  la  résolution  dei  —  1  équa» 
dons  de  degré  p.  Chacune  de  ces  i  —  i  équadons  de  de- 
gré p  est  résoluble  algébriquement  ;  cela  résulte  soit  de  U 
formule  de  Moivre,  soit  des  oonsîdérations  développées 
dans  la  Section  I. 

.  Il  faut  d'aillenrs  remarquer  que,  quel  qiie  soit  fi, 
féquation  [3)  appartient  à  la  classe  des  équations  dont 
noBS  nous  sotntoes  occupé  an  n"  529,  Csf  si  l'on  fait 

^=^2C0sa,     il  ^2C0Sia,     Bif  =:  icos/a* 

on  a  évidemment 

99,  ^  =  e,  e*  =  2  cos  ya. 

â3â.  Sopposons  ap-}-t  premier,  et  soit  n  Une  rfwiae 
primitive  pour  ce  nombre  premier  ;  je  dis  que  les  fi  racines 
de  l'équation  (1)  seront 

{i)       scesd,  aoMM«,  -îKtoJt'a,,.  .^  iniV^  «• 
34. 
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It  est  éTÎdent  que  c^acnne  de  ces  [i  quantités  ,Mlîifut  ji 
l^qoatioD  (3)  j  il  suffît  donc  de  dëmoatrer  qv'dlea sonl 
toBles  distinctes.  Supposons,  s'il  est  possilde,  que  deu 
de  ces  quantités  soient  ^ales,  et  que  l'on  ait  - 

2  cosn'a  =  acosn'n, 

p  eltj  étant  <^  fx  ;  on  aura 

«''«drnffl  — 2i»r, 

A  désignant  un  nombre  entier.  Mais  a  ^ j  donc 

»î(n/-*±t)    ■ 

2(1  +  1 

est  un  nombre  enlier;  d'ailleurs  2ft  +  i  est  on  nomlxv 
premier,  et  n  est  inférieur  a  Sfi+i;  il  s'ensuit  que 
afi  +  i  divise  l'un  des  deux  nombres  rt''~*+i  ou  n'^—i, 
par  conséquent  il  divise  le  produit 


decesdeuxnombres;orcelaest  impossible,  car  ap  — af 
est  <C.^fij  et  n  désigne  une  racine  primitive  de  aji  +  t. 
Donc  les  quantités  (3)  sont  bien  toutes  les  racines  de 
l'équation  (3). 

Si  maintenant'  ou  fait 

d;  :=  scoSd,     Sj;^  icosna, 
on  aura 

6'«  =  2COSR'a,      Vx:=^  2C0SR'a,...,      8'"""«  =  2C(BJ»       11, 

et  les  racines  de  l'équation  (a)  seront  représentées  par 
'on  a,  en  outre,  £^x=j;j  car  néUntune-nûiM  primitif 
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de'afj[-t--r>  on  a  n-  ^  — i  (mod.  2|Lt-J-i);  enfin  Sx  ett 
line  fonction  rationnelle  de  x,  car  cosno  est  exprîmaMe 
rttionaellement  en  fonction  de  cosa.  On  voit  donc  que 
l'équaûoQ  (  3  )  ett  comprise  dans  la  classe  des  équations 
abéliennes,  et  l'on  pourra  la  résoudre  par  les  méthodes 
que  nous  avons  exposées. 

Ici,  la  fonction  rationnelle  dx  a  pour  Taleur(n°  1 09) 

n'fn— 3)  »(«  — 4)(«  — 5) 


En  appliquant  à  l'équation  (  3]  les  théorèmes  des  n*"  522 
et  323,  on  obtient  les  énoncés  suivants  : 

1°  Si  ft^mim%, .  •m^,  on  peut  diviser  la  circonfé- 
rence entière  du  cercle  en  afi  + 1  parties  égales  à  F  aide 
de  fù  équations  des  degrés  mi,mt,,..,m^respectiwernent. 
Si  les  nombres  m, ,  m^, . . . ,  m^  sont  premiers  entre  eux, 
les  coefficients  de  ces  équations  seront  des  nombres 
rationnels. 

2"  Si  [i  =  a",  on  pourra  diviser  la  circonférence  du 
cercle  en  ap  -f- 1  parties  égales,  à  Vaide  de  w  racines 
carrées.  En  d^ autres  termes,  «'3[*  +  i  est  un  nombre 
premier,  et  it=  2",  on  pourra  diviser  la  circonférence 
du  cercle  en  m  +  i  parties  égales,  avec  la  règle  et  le 
compas. 

3"  Pour  diviser  ta  circonférence  du  cercle  en  2  fi  -+- 1 
parties  égales,  il  suffit  de  diviser  la  circonférence  entière 
en  lifi  parties  égales,  de  diviser  un  arc,  qu'on  peut  con' 
Struire  ensuite  en  2p  parties  égales,  et  d^exiraire  la 
racine  carrée  d^une  seule  quantité. 

633.  Le  dernier  théorème  est  dû  k  Gauss.  Cet  illustre 
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géomètre  a  prouvé,  en  outre,  que  la  quantité' dont  ilfatil 
«traire  la  racine  carrée  est  eiœpleiœnt  le  nombre  entier 
.3(1  + 1,  Voici  comment  Abel  le  démoutre. 

Celte  quantité,  que  nous  désignerons  par  p,  est  (n°  522} 
la  valeur  numérique  du  produit 

{«+«9a:+a'S'jr4-..,-|-a''~'e'^'^)(^+ct'^'ea;+a'''^9':ç4-...-Ha»^i), 


On  a  donc 

±p^4 '<"**"  +  acOsniH-a'coSn'a-t-...+  a'''*^COSB''""n} 
X  (cos<H-a''~'cosnii  +  a''~'cosn'iH-...  +  acosn''    'fl). 

En  développant  ce  produit,  on  obtient  un  résultat  de  la 
forme 

d=  p  =  /.  +  ï|  «  -h  !,«'  + . . .  +  r^_,  st'^' , 

et  l'on  trouve  facilement 
lm=^  ^j.fx>i  a  CM  n'  a  -t-  cos  na  coi/i'**'  a  +■ ..+  co»n''~'~*ii  cosff     n) 
+  4  (cosn''~"a!co8<H-co8n''       .o  cosbo -!-..,+ cos/i''~'ii cosiT-'aJ- 
Au  moyen  de  la  formule 
cosn'flcosn"*''ii:i3  -cos  («"+''«  +  ni'a)-i — co8(«**'o —  «'«). 

on  donnera  i  t,.  la  forme 

rcos(n"+i)a!4-cos{/i"+i)na-l-cos[ff"+i)n'a+.  .."I 


[co 


'cos(n'"~i)iH-cos[B"— i)nji+cos{«"— i)B'fl-t-  ■ 
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OU,  en  faisant 

(7.-  +  ,),.  =  ,',     t^-,)a  =  .% 

tit=^2  cosfl'  +  fl  a  cos  a'  +  6'  a  cos  a'  + . . ,  -t-  e''"  3  cos  a' 

+  2cos(i"+  92ci>sa''+e'acosa''  +  . ,  .  +  fl'''"acosa". 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  m  ne  soit  pas  nul  ; 

3cosa'  et  3C0S(i"  sont  des  racines  de.  l'équatioa  (a), 

donc 

2cosfl':=e  j:    et    aco8a''  =  9'a;, 
et  l'on  a,  en  conséquence, 
U  =  {e**  +  B^*'  X  +...+  e^"'*  +  X  +  9x+...  -f-  «*"'  «) 

+  (e'i  +  0''^':r+...+  ^~'  X  +  X  +  6x  +...+  9'~'  x) , 
OU 

ï,  =  2  (.r  +  Sa:  +  e>ar  +  . .  ,  -I-  e''~'«)  ; 

d'où  il  résulte  que  f„  est  double  de  la  somme  des  racines 
de  l'équation  (3),  laquelle  est  égale  à  —  i;  on  a  donc 

/«  —  —  2. 
Supposons  maintenant  m  =  o,  on  aura 
/,  =  2  (cos2(i+  coaî/ni  +  cos2Ji'fl-f...+cos3n      a/  +  2[». 
Or  a  cos  aa  est  racine  de  l'équation  (a)  ;  donc,  en  faisant 

acosaaz::  s  f, 
on  aura 

f,=  (e*ar  +  e'^*'a: +...  +  e'^'n-a;  +  e«+...4-6'"'«) +2(», 
et,  par  conséquent, 

/,r^2(t  — I. 

D'après  cela,  la  valeur  de±p  sera 

=h  p  =  a  f*  —  I  —  a  (a  +  d' •+- . . .  +  *'^') . 
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donc 

d:p  =  2(t  +  i. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Dmsion  de  la  circonférence  en  dix-sept  parties  égaies. 

534.  Si  l'on  fait  2f*-j-i  =  1700  fi  =  8,  r«quation(i] 
du  numéro  précédent  devient 

(1)  «'4-x'  — 73^  — 6jH'-f-l5a:'  — lO.r'  — IO.r'  — 4j;  +  1  =  0, 

et  ses  racines,  comprises  dans  la  formule 

2*« 
*  =;  2  COS ) 

17 

penrent  être  représentées  par 

(2)  ar,   Bjc,   0'*,  S'a',    i*x,   6'^,   ^'x,   S>. 

La  plus  petite  racine  primitiTe  de  17  est  3  {n"  316), 
et  les  résidus  par  rapport  à  17  des  puissances 

3*,  3',  3',  3',  3',  3',  3',  3=, 
sont 

I,    3,   9,    10,  i3,  5,    i5,  II; 

si  donc  on  pose,  pour  abréger, 

ait 

les  quantités  (a)  seront 

2C0SII,         icoiia,     zcosga,       xcostos, 
2C0S  i3a,     3Cos5a,     2cosi5a,     acosim; 

ou,  à  cause  de  cos  {17  —  m)  a  =  costï, 

2C0sa,        acosSa,      scosSu,     n.cot'ja, 

2  C0s4'>)       3  cos  Su,       2CQS3tf,       3C0s6a. 
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Pour  appliquer  la  métliiKle  générale,  il  fant  commencer 
par  calculer  un'e  foDction  ralionnelle  et  symétrique  j'^s 
quantités 

2C0sa,     acosSd,      ^.cos^a,     3  cos  za. 
Posons  donc 

_j'  =  2C0Sii-<-  scosSa  +  30054» +  2  cos  aa; 

y  dépendra  d'une  équation  du  deusième  degré,  dont  les 
deux  racines  seront 

(3)  J*  =  2  cosa  +  3  cos  80  +  a  cos  4"  +  a  cos  2  o, 

(4)  JK'  =2cos3a  +  2cos7a  -4-  acosSn  -I-  2cos6d!. 

Cette  équation  s'obtient  bien  facilement;  car  on  a  d'abord, 
par  l'équation  (i), 

(5)  jr+r,  =  -.i 

ensuite,  en  inuliipHant  j  par  yi,  transformant  les  pro- 
duits de  cosinus  en  sommes  à  l'aide  des  formules  connues, 
et  ajani  égard  à  l'équation  identique 

cos(i7  —  m)  a  ::r:cosma, 
on  trouve 
Xri  =  4(2cos«  +  acos2a+  2cos3<i  +  3COs4a 

-f-  3co(5a  -f-acos6fl4-acos7ii4-2cos8a), 
et,  à  cause  de  l'équation  (1), 

(6)  JT.  =  -  4. 
L'équation  en  jr  sera  donc 

(7)  J»-'+J'-4  =  o, 

et  l'on  peut  considérer  comme  connues  ses  deux  racines 

Maintenant  les  quantités 

acoio,     acosSa,     acos4i,     zcosaa, 
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33S  conts  d'algèdrb  sorÉnEcitK. 

soDt  le*  racines  d'une  «quation  du  quatrième  d«grtf  dont 
leMoefîScientssont  des  fonctions  rationnelles  de_^,et8Hr 
laquelle  nous  allons' raisonner  comme  nous  TavonB  fait 
sur  la  proposée.  Il  faiit,  conformément  à  la  m^hode 
générale,  chercher  d'abord  une  fonction  rationnelle  et 
sjraétrique  z  desquaniités 

2cos(7,     acos4o- 
Posons  donc 

z^  ZCOSfl  -f-  2COs4'<i 

l'équation  eu  z  sera  du  deuxième  degré,  et  elle  aura  pour 
racines 


(8) 

ï  =  2«IS(I  +  2COl4«. 

(9) 

a,  —  2cos8a-i-2COS2a 

On  a  d'abord 

et  en  multipliant  z  par  z,,  on  trouve,  après  aïoir  rem- 
placé tes  produits  de  cosinus  par  des  sommes, 

SB,  =:(2  cosa  ■+■  acosau  +  2cos3a +  acos4n 

+  2cos5rt  4-  2cos6a  +  3cos7iH-2C0s8ii), 

ou,  puisque  la   somme  des  racines  de   l'équation  (i) 

est  —  I , 

(I.)  «.=:-.; 

l'équation  en  z  sera  donc 

(I2)  z'—xi—i  =  o. 

Enfin   il    ne   reste   plus   qu'à  former  l'équation  dn 
deuxième  degré  dont  les  racines  sont 

et  dont  les  coefficients  peuvent  s'exprimer  en  fonction  r«- 
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lioinèlle'  iej'  et  de:  z .  Mais  oa  peut  ùmpllBer  ici  l'appli- 

GatioB.de  U  ra^tbode générale.  ,■• 

CenûdécoD»  l'équation  du  qaatriàme  degré,  dont  les 


.    .  .:aoD»3a,     acos^a,     aeos5a,   2cos6a 

ont  pour  somme _^i,  et  opérons  comme  nous  l'avons  fait  à 

l'égard  de  l'équation  qui  apourraciaeslcB  quaDtitésdont 

la  somme  est  y.  On  formera  une  équation  du  deuxième 

degré  ayant  pour  racines 

{t3)  «  =  3  cos  3«  +  2cos5fl, 

(i4}  u,  ^acos^a  +  2COs6a, 

et,  en  opérant  comme  précédemment,  on  trouvera 

(.5)  «  +  .,=j-,, 

(.6)  ..,  =  -.; 

cette  équation  en  usera  donc 

(17)  u'-j-.a-i^.o, 

en  sorte  que  les  quantités  u  et  Ui  sont  connues  ainsi  que 

xet  Z|. 

Cela  posé,  faisons 
(,8)  x=,cos», 

[19)  x,=:ii:oi/^a, 
on  aura  d'abord 

(20)  x  +  jri=;a, 
et  ensuite 

xx,^  ^t:oiacoi^a:=  2  ros3ii  4- 2cos5a 
on 

(2.)  «,  =  «i 

X  et  Xt  seront  donc  racines  de  l'équatioa 
(22)  X*  —  ï»4-»^0. 
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34o  OÏBIIS  D'iIiGàaRB  softev 

La  réaolutiïtn  dâ  l^^^iMtiDa  (i)'est  ainsi  f 
dts  ëquaiîoQS  du  deuxièmed^é  (7),  (i>i),  (17)  eii(3a'}'; 
le  prc^léme  «st  Ame  rélotn.  JMogsalkms  chcvcherimalii- 
tenant  à  déduire  de  l'analyse  précédente  niia.oainniittkii) 
géométrique,  pour  eÉTectuer  la  division  de  la  circonfé- 
rence en  dix-sept  parties  égales. 


Construction  géométrique. 

S3â.  Quand  on  se  propose,  dans  la  géométrie  élémen- 
taire, d'inscrire  dans  un  cercle  les  polygones  réguliers  de 
trois  et  de  cinq  côtés,  on  commence  par  inscrire  ceusdc 
six  et  de  dixc6tés.  De  même,  nous  commencerons  ici  par 
inscrire  le  polygone  régulier  de  trenle-^iiatre  côtés,  celui 
de  dix-sept  côtés  s'en  déduira  immédiatement. 

Soit  une  demi-circonférence  partagée  en  dix-sept  par- 
ties égales  aux  points 

a,  b,  e,  d,  e,  f,  g,  h,  iy  J,  t,  l,  m,  n,  c,  p,  q,  rj 

la  corde  ab  sera  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de 


trente-quatre  côtés,  et  les  cordes  ad,  af,  ah,  aj,  al,  an, 
ap,  diagonales  de  ce  polj^ooe,  seront  les  côtés  des  po)y- 
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Ijiktes'.tigaiàen- étaiiès  Àe  ■trwtttXf^Mre  c^tét^  que  l'oit 
peutlnscrtreâaiislacircDnfiireiicc.  ^ 

-  lED^pretLOttt  lerayûD  pour  unit^  et  ivi  faisant,  comtiie 


fid= 

nsin 

3» 
34   = 

—  acosSo, 

"/  = 

,>in 

5» 

3?:  = 

+  acoB3nj 

ah  = 

2  sis 

iî= 

-3  me», 

Qj- 

21111 

lf= 

-f-  ^easiaf 

al  = 

lasîn 

ïf  = 

—  acosçii, 

an  = 

:asio 

i;3i._ 

+  2COSfl, 

Conservons  toutes  les  notations  du  numéro  précédeat; 
leséqtutions  (3)  et  (4)  nous  donnent 

y  ^an  —  ap  +  cù  +  aj, 

y,=::af —  al  —  ad  — ah. 

On  voit  que^/i  est  négatif,  car  af  est  <  al;  pr  suite, 
y  est  positif,  puisque j/,  =  —  i .  Faisant  douc/i  =  — y\ 
les -équations  (5)  et  (6)  deviennent 

/  — r  — », 
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Les  équations  (  8 )  et  (9)  mmi  doBuent  ' 

i  =  an-\-  ah, 
s,  =  —  fip-haj; 

Zi  est  négatif,  car  ap  est  >»a;,  et  z est  positif.  Les  équa- 
tions (lu)  et  (il)  deviennent,  en  faisant  St^  —  ^'i 


Fareillemeut ,  les  équations  (i3)  et  (i4)  donnent 

u,  est  donc  négatif,  et  u  positif.  Faisant  Ux=.  —  u',  on 
aura,  parks  équations  (i5}  et  (16}, 


enfin  les  équations  (18)  et  (19)  donnent 

en  sorte  que  x  et  x,  sont  positifs,  et  les  équations  (lo) 
et  (21)  conservent  leur  forme 


Le  côlé  de  notre  polygone  de  trente-quatre  côtés  estJi, 
et,  pour  le  consmiire,  on  voit  qu'il  suffit, 

1"  De  construire  deux  lignes^  ety' telles,  que 

a"  De  construire  quatre  lignes  s.,  2',  «,  1/ telles  jljM 
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3"  De  construire  deux  lignes  x  et  a:,  leHe*^  que 

CoHSTKCCTios>  —  1°  En  au  point  O  d'une  ligne  indé- 


finie U  V,  élevons  une  perpendiculaire  OA  égale  au  rayon 

du  cercle,  c'eat-à-dire  égale  à  l'unité.  Prenons  0C=^  -, 

puis,  du  point  C  comme  centre,  avec  CA  pour  rayon, 
décrivons  un  cercle  qui  coupe  en  B  ëtD  la  ligne  UV;  on 
aura 

car 

2OD  — 20B=40C=i      et     aODX20B^40A'  =  4. 

a"  Joignons  AU,  et  du  pointB  comme  centre,  avec  OB 
pour  rayon,  décrivons  une  circonférence  cjui  coupe  en  M 


^laiiizodbvGoogle 


644  conis'  v'kWbBiTF  sdt>ÉftM«iti^ 

et  P  la  ligue  AB  prolonge,  on  aura''   '  -    '■'' 
AM  — J,  '  AP  =  î';"  ■"■■ 


AM  — AP  =  PM  =  20Bi=y.  et    AM.AP:=^A0  '= 

Joignons  pareillement  ADj  et  du  poïn  t  O  comme  centre, 
avec  OD  pour  rayon,  décrivons  une  circonférence  qui 
coupe  en  N  et  Q  la  ligne  AD  prolongée,  on  aura 

AN  =  u,     AQ^«';  ^      ' 

car 

AQ  — AN  =  flQ=;20D— ^-'     et    AM.AQ  — ÂÔ'  =  i. 

3°  Rabattons  AO  en  AË  aur  le  prolongement. d^  Al^ 
décrivons  sur  NE,  comme  diamètre,  un  cerclç<juî.t^p6 

AB  en  F  ;  du  point  F  comme  centre ,  avec  AI  î=  —  pour 

rayon,  décrivons  nn  cercle  qui  coupe  AD  en  G",  et',  enfin, 
du  point  G  comme  centre,  ftvec  ce  même  ecyon^  déri- 
vons un  cercle  qui  coupe  AD  en  K  et  H,  on  aura   -.- 


AK-l- AH:^2GF  =  2AI=A,M=B    ' 
et 

AK .  AH  =  Af'  —  AN .  AE  =  AN .  AO  =  a. 

Le  côté  du  polygone  régulier  de  trente-quatre  cétéliMnlt 
dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  OA ,  ost  donc  ^al  i  AK. 

Sur  une  propriété  remarquahle.de  lafonctio/i  — - — i 
p  étant  un  nombre  premier^ 
536.  Soit  p  un  nombre  premier  autre  que-a^  et  posODi 
xf  ~  i  "' 
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DéngDODS  par  a  nue  ncîne  priniiidve  pour  i«  undire 

pretmer  p^  e|  par  r  vue  r«Hiie  de  l'équa^oti 

,(i)  '        X  =  oi 

lef  raônesder^ation  (i)'sër«it   '  -  JL  '    - 

.,„,,/:•,■  ^',  r",' .,,,., f'7',.    ,.    ,.,„;.■-     ;- 
et  l*oa  aara 

«^'^1     [taaà.p)    et    »■•'"'=:/■.■ 
Si  l'on  fait 

^,  =  r*  +  r"'  4-  J^  +  . . .  4-  A''^% 

Idi  qaantit&^i  ety,  (n"  523)  seront  les  radUes  d'une 
éqaMiod  '  db' detncième  degré  &  cbrfEcftJQti' coinménsù-' 
rableSf  eLrjé^uatioit.,(,i).W  d4ci9«9p(»âr)i  eoidettX  aatrét; 

chacune  du  degré  ^ j  et  dont  les  coeffiàents  se^oBl, 

dei  fonctions  rationnelles  de^,  ou  dej^.  Nous  nous  pro- 
posons ici  d'étodier-les  deuils  de  la  décomposition  dont 
il  s'agit.'  "  '■;■.■,■  ■  «t- 

Occupons-nons,  e^  premier  lieti»  de  fdnne»  l'^îftliïV^: 
en^,  qui  a  pour  racines ^i  et_^|.  On  a  d'abord 

(a)  J-.+J-.=  — I» 

car  yi  +j'i  exprime  la  somme  de  tontes  les  racines  de 
lîâqMUioa  {i}..£onute,  tonuqe'l^  AMU^ioksiejtiiétt^quits' 
ioyi  et  de  y^  ne  changent  pas,  ^nand  on  .change  r  en  r*^ 
ou  en  r'  ,  on  etc.,  on  a 

■      ,      ■  \    a   /    ■  .  .'    ■    ■  .  ■:  ;- 

le  signe  ^  s'étendant  à  tontes  les  racines  x  de  l'iqua- 
don  (i). 

n.  35 
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■.<fct01l«;    -:      .  '..'  ".:■:.'  :  ->  >    ,.,..,..   .' I_  ' 

le  signe  V  s'étendant  iteià  loiitss  W  lalevt»  i,  a^Si.ii, 
^ des  entiers  m  el  n  ;  ai'  donc  on  désigne  par  S  (ft)  J» 

•omme  des  puissances  fx"""'  des.racijies  de  l'équation  (i), 
on  aura 

le  signe  ^s'étend  à  toutes  les. valeurs  i,  a,  3^. . .,- 

des  entiers..!»  et  rij  et  il  SBkbraMe,  ai  concéqneacrf. 

K.~^y  fertnei.Comiïreaestuneracniepnmitîvede;», 
on  a        ■  '■■'".■ 

■  ■e=i    ■  ■      ' 

0t  il  ne  saurait  ;  avoir  aucune  puissance  de  a  d'un.  Acgrè 

inftrîewr  â^ congpie  k  —  i  suivant  Te  module  p- 

D'après  cela,  si  p  est  de  la  forme  4 1  + 1 1  la  somme 

rf-H-tf*"/  ■  '-■■■,  '' 

•tiivatits  cfer  valeurs  simuTta'nées  de  m  et  n  : 
m=t,         1,         3,..,  /,     /  +  i,/  +  2,...,  3/, 

si  ^  est  de  la  forme  4' +  3,  aucune  des.  valeurs  qw 
prend  la  » 
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n'est  divisible  par  p. 


La  somme  S  (fi)  est  égale  à  p  —  lûa  9  —  i  (n^  106)  • 
snîvant  que  /x  est  divisible  ou  non  divisible  par  p;  donc, 
sip  a  la  fonii^4''^i}  1^  (juanùté  - 

aéra  égale  à'  .  ' 


P  — 


■i-o-K-^)'-(-^)]. 


si,  au  contraire,  ^  a  la  forme  4/  +  3,  la  même  quantité 
s^a  égale  à 


(te  a  aînsi 


(3)  /!H-j'!  =  i 


Des  équations  (2)  et  (3),  on  lire 

(4)'  ■    '      y,r.=^'.:z£i=2lL 

D'après  cela,  l'équation  qni  a  pour  racines^,  et  y,  e^ 

'..■■'  £=; 


(V  +  '}'  — />(—')'  =o-- 
S37.  Conùdérons  maintenant  l'équation  qai  a  pour 
'  racines  les  — racines  de  Péqùatîon  ^i)  dont  yt  dé- 

■■■■:■■  '  iS. 
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S$8  cottlis'ib'itàfeAE  sv'rtn'iàbik. 

^ffiilï'hitniae^.  Sidit      •■"'■    ■■'-*■"-■  ,*.'■•  -ii.-'i^^iV.u-  ■ 
.       ■   ■■•,-"':■■'■''"  ■-'■■  -■.-'•  .'>,'/-i-  -ivj^..  i  j^t^^i-i.]. 
C=l  £±^1  :   "    .-lzi.-i    ,  -^  ,    .  ■    eil~i  ■  -  % 

(6)     X,  =«  '  —  j-ii  '      +A,x  *  ■    -V..'.  4- Al*  '       +.-.'.=( 

cette  équation.  Les  coefficients  Ai».^),  etc.,  pewrentq'^ 
primer  par  des  foDctioDS  ralîonDelles  ije  j,^  t^  l'onpea^ 
supposer  cflsfpDQtiaosJinéBirçg  (a"  l^),,ppis^iejfi^ 
racine  d'Mne'^ipiation  da  deusi^ine.dfgréi  A'^siv)^ Ç'^r 
ficient  Ai:aura  la  forme  ' 

/»!  et  71)  éUnt  des  nombree  rationnels,  et  il  est  facile  de 
prouver  que  œs  nomiires  sont  entier».  En  ef&t^^.Âfr  tsl, 
au  signe  près,  la  somme  des  produits  k\  A:  dés     ^;  r*- 

cines  r'  ,  r°  , . . .  ;  c|iacan  de  ces  produits  est  une  puis- 
sance de  r,  et,  par  suite,  il  se  rédnû  à' l'unité  ou  a  Vix& 
des  racines  de  l'équation  (i).  On  a  donc  '"•   '  (   " 

Al  :=  a»  -t-  «1  r  4-'  a,  f"  +  «1^°  + . .  .  +  a,— i  r*'~  , 

«„  «1,  etc.,  éUnt  dec-nombres  entKj;s.  Çet^^  Vf^r^urdf  4( 
Decbangerapaasîl'obdiaiigerenr''  :eit:p^î'SWfei  9« 


■■**="«  +  *■■'■'.  +'!"'^*    +«a,'''   T'-.'^r'  "*7'.  ■.■"*"  y/""-'^' 

Je  dis  que  les  coefficients  des  maniés  puîssaïicés'dé'ï'  Amt 
égaux  dans  ces  d'eux  valeurs  de  Ai.  Sùpposdns,  'rin  efifcli^ 
que  cela  n'ait  pas  lieu;  si  l'on  égàlèle»  deiir 'vSlcdn 
de  Ai  et  qu'on  tfdiaisse  lesçxposanta  d^rau-dessonsde/r, 
en  faisant  usage  de  l'^^ation  /^  =t  i ,  on  aura  une  équi- 
tibn  Ja  dégr^'p  —  î  en  /"qui  sera  évidemment  satisfaîle 
pM,r=ci,;  AnipDui«gimtne<;  c^ft-ts^àAA^f^'^m^. 
voit  que  t' sera  une  racine  d'une  équation  âb  degré;» — a 
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à  coefficients  commensurables ,  ce  qui  e^t  ,impA«^l^, 
puisque  l'équation  {l)  est  àrrédnkliblel  On  a  donc 

"     "  .,    /,    a,  — a,  ==1!=.,.  .=i(y^j;      ■  .        ;_      -  ■_ 

et^parsnâte^  ' 

Eù6b,  ii  l'ob  AitÀine  yt  if  l'tilâe  de'  Véqasiiùa  (2),  la 
Vrfenr  de  Ai  prendra  !a  forme 

Ai  =  m  +  /iij-, ,  . 

où  nti  et  ni  désignent  des  nombres  entiers  positifs  ou  né- 

jaiïf».' 

Le- produit   des  radues   de    l'équation   (6),   scvoir 

^«+a+..,+«f^  estégalà  I,  en  exceptant  le  cas  dep=  3^ 

car,   a  éunt  une  racine   primilive  de  p,   Texposant 

'"  J    ■■    '.  ■"  ,  .'     «'  (of~' —  i)  ,.  .  ., , 

«,  ,-7tT  a*  ■+-...  H-  ja>'~y  =?: -, est  divisible  par  p  ; 

on  a  donc 

'  Comparons  les  coefficients  A*  et  Air  de  deux  termes 
égaleiaent  distants  des  extrêmes,  dans  X|  ;  on  a  la  rela» 

lion  A  +  A'  =  ~ eulre  les  indices  k  et  A'.  La  quantité 

( — 'i}*At  est  une  sontme  de  pnîssances  de  rf  el  la  somme 
^es  inverses  des  mêmes  puissances  est  é^le  i  ( — i)'^Ai'; 
^rle  produit  de  tontes  les  racines  de  l'équatioa  (6)  est 
.é(^,à  I. Cela  posé, si  p  =  4'-+-»)  l«s  suite»  . 

■   I-,  <-•,....,  r^'. 
't«stèl^'I«»'Aièttte«qtiaDd  «H^tunsetr  ep-r-;  donc  oa  «, 


3,a,i,;t!dbïGoogIe 


G5ë  cotnts-  D'Asekm  snfMtniK. 

•dtmSOeCM,   ■    '  ■■■■•''.    ï    i.irH(ii-.    i^'j'l     - 

&p  =  4'  +  3i  1™  mites . 

■    r-,  ^*,:...;  r-^,'  ■  ■■'  -.■■■-  '--' 

se  changeât  l'uiiti  eb  l'autre  '  tjaand  OU  dliJng^  }^  ieil^, 

d'ailleurs  ft  et  k'  sont  de  pari  tés  difiereoles  -,  donc  l'éqna- 
tioa  - 

At  —  mt-^mf, 
eotraine  i     ■     ■ 

—  Ai';=  ffii-è- nij'.  =  /»i  — )n(i +ir.)> 

et  l'on  a,  dans  te  cas, 

n  résalte  de  là  que  le  pol;o6me  X|  j^ent  setœltre  sins 
le  forme  suivante,  «  < .  <  i 

P  et  Q  étant  des  polyndoies  &  coelBcïe&ts  «nliérs  qui  ont 

respectivement  pour  degrés et  ^—^ — ■  En  outre) 

.Q  est  un  polynôme  divisible  par  x  dans  lequel  les  termes 
également  distants  des  esirèmessontégauxet  demème^- 
'gne;  le  polynôme  P  jouit  de  cette  dernière  propriétéditis 
Je.cu4ep  =  4>Hi-i  Mutemeut,  et,parsiij|ej>ije9:)isfde 
même  delafoociioa,  aP—.Q.  Dana  \ec»s^p^^i-\:% 
la  fonctionaP  —  Q  a  cette  propt^été>,qif^l^.cppJifi^fi>ti 
des  termes  également  distants  des  estrêmes  sont  égani  et 

'  .  ^-* 

de  signes  coulraîres.  En  effet,  les  coeflîcients  de  j;  ' 

et  de  X*  dans  la  fouction  ïF —  Q  sontalors 
2mi,' — nj     Cl'  Ri— anti. 
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..HWMW'  V»  TT« 
Pour  obtenir  les  valcam^es  c(fe1ifiiniMJU»~^ie^i^ 
de  Xi,  soit  ^  l'un  des  Bombres  ' 

■..  2,  3...'.,  ir^i),-  :'  ,    ^      _.■- 
«t  A  un  exposant  entier»  tel  qae    . 

tf*^X     (mod.^Jî  , 
désignons  enfin 'parSji  la  somme  des  puissances  >'^™'  des 
racines  deréquatîoBXi=o,  onaura 

'.  S^  =  f'^-i-r-^+...  +  r'^r'„'-:.,, 
d'où  il  suit  que  Sj^sera  ^alà^,  srAeBtpaîr,Vést-4-dÎTte 
ai  ^  est  résida  guadfatifue.  de  p.  Aa-conteaite,  'â^«eri 
^alà_^i  ou  à  — I. — ji  si  AatiBiparvc'et|i«<£re«i'S>Gct 
non-résiduquadrarique  de;'.  Connaissant  ainsi  les  sommes 
de  puissances  semblables  des  racines  deTëquation  (6),0Q 
-oalcnlcra  les  oœfBciént»  At,  A|,  etc.,  au  mojen  des' fot^ 
mules  ^"  -'.-  . 

S,— ;r.S,-(-sa,~o,   .  , 
■■■■■'■  ■    Sa— j',S,-+aA,S,-4-3A,  =  o,  ■ 

■0f^,gp^xf^k  ï^fimei;  ainsi-A^  par.nse  fonctien  «ntière 
jiiUî.  ri  «i,  l'cm  rendra,  ensuite  J^ette  jÇ^ncLioii  'linéaire  tu 
moyçn  de  l'équation  (5).  .       ■     ,      , 

'  53$.  L'analyse  que  nous  venônsdedévelopperconduïl 
à  un 'théorème  important  que  noiis  devons  mentionne^.' 
'"KèprenonsT^quatîori  .  " 

X.  =  P  +  Qj'.,' 
q«enov.*»û09tn>»*^eeiiis^autîencbangMnt;Kiéri^^, 
on  aura 
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■on  ad*àiU«u«X'=XijStvdon«'^'>;:  -'-^  ■■iM^'tiii..i}<iiiik 

<nt,  i  canse  de 

\       .  ;  ■  ■  L     ■  *'   ■ 

Et  d'aprèjS'les  remargnes  faites  pr^cdoQiflaent»  on  wat 
.foncer  ce  théorème  : 

*  VikaÉiMÉj--'p^ëiarà  ûk  rtt^htirèpnmlér  outré  queîtf 
et  X  désignant  lepoljnéme 

af-'  +a#-*  +  .,  .H-jT  +  i  ,  -  ,  .    ,,  1 

on  aura  .  „,..,,^; 

4X  =  T'+;>Z*     A    ;)  =  4i  +  3. 

Z  eri,  dam  iét  deux  cas,  un  polynôme  du  degré^^^ 

à  Coe^éîénts  èntt^^âkns  legtàllés  ïerihèi'''é§iSïeiAmt 
distants  des  extrêmes  ont  le  même  coe^ient;  T  esta» 

poljrnôme  du  degré  ^ à  coe^cientt  entiers  donî  les 

termes  également  distants  des  extrêmes  ont  des  coe^ 
cients  égaux  et  de  même  signe,  ou  égaux  et  dcytignes 
contraires^  smvani  <}ue  p  ^^J^i -4- 1  om4'+'3* 

Le  nombre  3  échappe  à  iiotre  analyse,  ainsi  que  non 
'en  avoiisftit pFà's'hiiu-» la' rérii'à^è;X''^^ai(UiSfa^'"''" 

■  ■■■■■■'   ■■-■-ifiîw-i:;^ï}tèTrH:^^'>''v.r^^"'--..^' 
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admet  toutefois  les  VcoituoiaiiMD^'-    ■  •'  >•        ■     -«  •■-^■' 

T  =  j;+2,      Z=;r,      ,^,   ...... 

T  =  «— 1,      Z=*  +  iV    ""■"""   ■■"" 

mais  les-peïyndmesï  etZ  rslatîfs  i  ranet[uelconque.de 
ces  trois  solutions  ne  satisfont  paf  à  toutes  les  coadiUoos 
indiquées  dans  T^oncé  du  ^éorème. 
Enfin  le  résulut  que  nous  venons  de  trouver  relative- 

■'miirt'i  iiifoiitii6n^-J^'>'peut  s'itêndre  à  là  fonction 
[Jus  gëuërale T.gif'on  déduit , de, Ja.jiçfini^ilB  eu 

changeaut  x  en  ->  et  «n  multipliant  ensuite  par  y~'. 

On  peut  évidemment,  cTaprès  cela,  énoncer  le  théorème 
mivant  : 

Le  nombre  p  étant  premier,  on  peut  satisfaâv  à 
Véquation 


-(-.)  ■  /■_z'=4-^^^, . 


fn^nant  pi)ur  T  et  Z  des /(fttçtiam  ent^r^  da  x  etj. 

Sur  quelques  propriétés  de  ia.  fonction  r^solft^nte 
qui  se  rapporte  à  Véquation ^  o, 

^S39.  Soit,  coînme  précédemment)  X  une  quelconone 

des  racines  de  t'éqnation ^  o,  et  a  une  racine  pri- 

mitivé.^^  le  nombre  ^r^nuer  {■•  En^^g{^/ par  a,.une 
racine  quelcoqçj^e  dejl'^fi^l^op  - — 7 — ■ —  =  o,  nous  po- 
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554  GMBt  a'amhvu  iftflmmm- 

serons  ■-i.ii-ji-jj;V' 

F  (a)  =  *  +  «a-  -f-  «•>'  ^ . .  .  +  «f-»j-'-'  =  2  «*'**'. 

otnoiu  aUoDB  en  premier  lieu  démon treu  que'l'on  a  .    : 

On  a.  ■.•...    1,    ,  ■:' 

et,  par  «onséquËnt, 

Pour  évaluer  cette  somme  double,  je  meitrâi  iûi^ 
.^eoeele»  cpeffic>en(s  des  dive^ses.pui^ancçs  de  çe^e^j'in- 
troduirai  à  c«t  eETet  le  uombre  entier 

/  —  /■  =  /.'  -*■'■. 

Alors,  le  coefficient  de  a'  sera 

le  signe  >*  s^-élendan't  ans  p  —  i  valeurs  de  k 

o,    I,   2,...,     7)  — 2. 

Or,  on  peut  écrire  " 

■■•■:'■■■  a<"^-4-'a»r=«'{a'+i);''  ■■     ■'■■"■^, 

'  si  donc  on  n'a-  pas    '  I 
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l'expression  a*  (a'  -)-  i)  donnera  pour  les  diverees  valeurs 
de  A:,  etabitraçtioa  iRÎiedfls  mnliiplesde  py  l&'sériedes 
nombres 

I,  2,...,;.— I. 

Ainsi  le  coe£EicicDt  de  ec'  sera 

*  4-  i'  + .  ■ .  +  '*'"'     6u  bien     —  i , 
et  cette  conclusion  aura  lien  pour  toutes  les  valeurs 
o,  I,  a,...,  p  —  n, 

de  i,  en  exceptant  le  seul  caj'/=^ La  somme  double 

que  nous  avons  à  Saluer  sera  donc  composée  du  produit 
t^^— ,^  par..Iasomipiç  des, diverses  {«uissai^^s  de  pr,  sauf 

Ta  puissance  a  '  ,  et,  en  outre,  du  groupe  de  termes  cor- 
respondant à  U  valeur  l=- •  Lorsque  1=  ■ » 

l'exposant  de  x  est  congru  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs 
ieh;  par  conséquent,  le  groupe  qae'nous  cousidérous 

■  '     .        ''—  ' 
sera  composé  de  (p  —  i]  fois  If['.facîne  a  >  .  Réunïssaat 

ces  deux  parties  de  la  somme  double,  ou  trouve  pour 

résultat 

»~^(P  — .»)  +  "~?=  »  '  P, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé 

S40.  Nous  allons  maintenant  établir  une  seconde  pro- 
position qui  consiste  en  ce  que  si  m  et  n  sont  deux  nom- 
bres entiers  quelconques,  mais  non  liés  par  la  relation 
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fiSâ  CODlS'O'UieftlS*  SOTÉnROM. 

le  prodaii  F(a-^)'F(«")>  etk  ésAkbLionaion'B^0m)t 
multipliée  par  un  polynôme  en  a,  dont  les  coe^dedtt 
sont  des  nombres enti^w.  Ainsi  endéaiptant  par  <}'  («}  ce 
polya&me, on «ura  réalité.  ■,     ,   „.  i. ,.,,„,  ,■ 

En  effet,  on  a  ' 

donc ,,,,.-, 

4A;  c^e^l  J«  aomnie  double  du  second  membre  qu'il  s'agit 
d'éraluer  sons  la  forme  annoucée.  Pour  cela  nous  aUons 
mettre  en  évidence,  non  plus  les  coefficients  des  diverset 
puisunces  de  a,  comme  précédeounent,  myis  les  coeflt- 
câcDU-des  puissances dç,>x.  Ces  puissancesibrmant.lasâ- 
rie  o,  I,  3,. . .,  p  —  i,  occupons-nous  d'abord  du  pre- 
toiier  terme  qui  proviendra  de  toutes  les  valeurs  de  /  et  i. 
lejles  qn'on  ait 

«'4-0*^^0    (tfiod.p),' 
c'est-à-dire 

Sous  cette  condition,  la  somme  ^ 

s^évanoQÎt,  car  n'ayant  pas  m-i-n^o(moà.p),\'ei^ns- 
non  {m  +  n)h  produit  la  série  dés  entiers  inf^ieurs  i  p, 
comme  on  le  sait. 
Maintenant,  podr^iitMhv'ett- 'ériâenee  le  «beffineDt 
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m 

miai^i^aèanB^'-h-.hi  ■  ■  ■'  ■■•;  -t.v,, ,,  ;i-^i  .,„  ,i,-,  .i!j!,  v,  <iriri: 

ce  coemcient  sera  i    i" 

les  entiers  i  et:A:.deirMMkp^odfe<W»t«>',1e4.'Vftl^v«;,j^, 
peuvent  Térî6er  Iq  précédente  condition.  Si  l'on  fait 


.la  condition  dont  il  b^i^''  deviedt  indépendante  de  /,  et 
elle  se  réduit  à      '  -    "  ,,■'.' 

.   ;.    .  „  , .  ,««^-^"=1  J'niod. ^).- /  ■"  "■  '  '".  ',  '   ' 

Nous  pouvons  concévoîV  qlié  pour  nne  "faîeurdonttéa 
dàtirihAi*^renHfer'^/»i-otf  aUt<flWe'ffai*anirt  ï^^ 
des  ûonAiresjt  et  V,  liés  pHr'cMte'^dtidft^  efikpÂiil^W)' 
ttoivérx    '  •..■  ;i.'   --.i-i-r  ■,  a.-         .,    „.■    ■ 

Donc,  si  l'on  pose  :''■•■ 

.,,  ,,  _  ;, ..t!")n=S'^'*" .,;. 

]<e  aK^âeni'àè^x^. :-aeiA:- ■  *•"''>'  A.  ■.,■-' ■/,.'.-_i.  j,  .,.,,.,:<  ;j! 

r     .-:    -^        «  _         ,   .  /^      V       ■'       •     ■■' 

et  la  somOe  double  seta  bien,  iïoume  «ens  )''>v(»o-'Mi- 
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iji (k),  dont  J»ifonDàlien<(ïépeBd  JM£MifcUciia«nt:desi»r) 
tiers  fL et  V,  et  eoMiilodes  nonaibreâ.RielM,  «QoâiÙMôt-iti 
d'iâmirables  'ibétahauB  arillunâùqua»'doot  amiA  aU^ 
donnerquelçucfticxemiide*.      .  ^  .,i..>    ;    . 

J'obstEirve  d'abord  que  la  reifttioo     ,  ■.     .1 

doDbera,  en  cliangeaiit  les  signes  de  m  et  n, 

•   ï(.-)F(.-)  =  F,(.-l-"()i(.-).' 
Multipliant  membre  à  membre,  et  ayant  ^ard  A,la;re}a- 

tîOQ 

on  trouve  immédiatement 

*(«)  +  («-')=/'- 
Uu.cas  particulier  très-simple  montrera  toaf,J,'îf4^, 
qni  a'atlache  à  ce  résulta,  Sqit    ;       . 

P=i    (mod.  4), 
on  satisfera  à  l'équation  .,■■..■. 

o^P^'^i,  ■      -   ■       .■,,..-. 

en  prenant  ... 

a-f=l=^i.      ^  ■'    ' 

Alors  (ji  (a),  somme  de  paîssames.  entières  de  i*,  sera  àe 
la  forme  a-i-hi,  a  et  b  étant  entiers;  d'aîUeun -  =>  t' 
aura  pour  valeur  —  i,  de  sorte  gne 

.'■...        '     +(a-'J^*.H*«i  ..'■"'/ l'ï  p",].'!.. 
donc,  tout  nombre  premier  ^  t  (mod.  4  )  est  de  la  forme 

Ce  ihjorèaie,^  a  èié  éttUi  jmhuaa.  mtiiufio  d.diffi- 
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renie  aiaS  n**  ^04  et  3^,  se  trouve  i«i  àéatoiiWé>èe.ttUe 
matiière  que  l'on  fsit  d^^ndre  a  Itl  £  des  eaUei^ft  et  v, 
rt^prochenaeilt  bien  ntattendu,  et  âoMi'Jaéoftî  »  firfr 
cette  conséquence  que  nçXis  nonslMuniona  àindiquer. 

Le  nombre  a  ëlant  ilij^Ae^' Mlj^dr  d«D>.  .l'équktitut 
p^a*  -i-b*,sa  valeur  peut,  au  sigue  pxis^  s^ iJ^termÏEier, 
par  le  résidu  minimum  de  l'expression 

3  i.a.  ..n  ■  ■    ^      ■■    "' 

où  l'on:  suppose  -■     ;  - 

/•  =  4"  +  '• 

Soit  encore     

p=i     [mai.  5),     ' 

OB  utisiera  à  l'équation 

;  aP-<=i, 
en  prenant'  >  ■    . 


racine  cubique  imaginaire  de  l'unité;  Alors  les  nombre» 
^  (a)  et  ^  {^'}>  sommes  de  paiaaances  entières  de  p,  de-. 
viendront  respectivement 

«  et  &  étant  des  entier».  Donc  p  sera  de  ta  Ibnoe  , 

'  -     '  (o  ■+-  ipï  [a  •+■  6f')  =  «*—  aB  +  *».    '■  "  ' 

Si%  Voici  maintenant  d'autres  conséquences  pour  la 
résolution  de  l'équation  binftme 

"  ■  ■  ■  '  xr  =  i.  '■   '   ' 

Çnt  <c  tui^  cacijie  primitive  dé  ré<|uà^n 
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En  déàïgnant  eu  gëikétàl  parii|','{tt)  )ti  polynôtne'en  a, 
djfînï  par  rëqnatîon 

F(a)F(*)  =  +,(<.)F(.'»'), 

on  aura  la  série  de  relations 

F(.)F(.)  =(..(")F(.'), 

F(.)F(.>)  =  t,(.)F(a'), 


F(a)F.(i")  =  :t„(.)F(«-). 
qui,  multipliées  membre  à  raembl%,  coildidseill  an  réàA-' 
Ut  suivant  : 

F(.)-  =  +,W+,(.)...+^,(.)F(.-).--  ■      ■■ 

Or,  ayant  a"  =  ^—i,  il  est  facile  d'évaluer  le  facteur 
F  (a").  Ce  facteur  se  r^qit,  en  effet,  à  la  diffîreuce  des 
quantités yi  et^i,  que  nous  avoiis  déterminées  au  n" B36i 
maïs  on  peut  aussi  le  ciédiiîrfe  de  la  relation  générale 

que  nousavons  précédemmeht  Yléraontrée,'etl'y  falstnt 
«  =  —  I,  ce  qui  c^t  permis,  puisqu'on  satisfait  ainsi  à 
l'équation  «  ''""*  ^  i .  De  la  sorte  on  trouTe 

Ainsi  la  puissance  p  —  i  de  la  fonction  résolvante  iÇ 
trouve  exprimée' par  au  prbdiill:  dé  tkcteiirs' (Ji^iSAs' 
^  (se),  multiplié*  par  le  ppmbre;?. 
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Démonstration  nouvelle  de  lu  loi  île  réciprocité 
de  Legendre.        ■         . 

S43.  La  théorie  exposée  dans  «e  Chapitre  fournît 
«Dcore,  comme  Ta  montré  Jacobi,  une  démons traijoD 
nouvelle  de  la  loi  de  récîprocilé  de  Legendre  que  nous 
avons  établie  au  n"  332.  Nous  croyAus  titile  de  présenter 
ici  cette  importante  application. 

Considérons  l'équation 


désigUons  par  r  l'une  de  ses  racines,  par  a  une  racim 
primitive  pour  le  nombre  premier  p  et  posons 


Soit  <j  un  nombre  premier  impair  dîlTérent  de  p.  Si 
l'on  élève  le  polynàme  P  à  la  puissance  ç,  le  résultat 
contiendra  les  puissances  q'*""  des  diÛerents  termes  dd  P, 
avec  d'' autres  tennes  dont  le&  coelBcimts  sont  tous  divi- 
sibles par  q.  Si  l'on  désigne  par  y^Ar*  l'ensemble  de 
ces  derniers  termes  et  que  l'on  pose 

Q  =  /-î  ^  rî"  -i-  r'p'  —  .'..-'r  rï''"'  —  ri'^~', 
on  aura 

Il  convient  maintenant  de  distinguer  le  casde  (  -|  =  +i 
^t  qelui  de  (-),  =  —  ï* 

1°  Soit  (- J  =  +  1.  Cela  veut  dire  que  q  est  racine  de 
II.  36 
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563  oooas  B^AiAtafts  sttpiUBiqs. 

la  congmence 

X  '  —  1^0     (mod.  p), 
dont  tes  racines  sont 

on  a  donc  nécessairement 

q^à"    (mod./t], 

n  ëtant  un  entier  au  plus  ^al  à  f- Par  suite,  la  Ta- 

leur  de  Q  est 


et,  en  rabaissant  les  exposants  de  a  aa-dessons  de  p  — 
on  a  évidemment 

Q  =  P. 


a"  Soit  [  -  J  ^  —  I ,  Dans  ce  cas,  q  est  racine  de  1 

congruence 

*  '  +1^0    (mod.  p), 

laquelle  a  pour  racines 

a,     a',     o',-.-,     al^'. 
On  a  donc 

ç  ^  a"*'     (mod.  p], 

n  étant  nu  entier.  Il  vient  alors 

Q  =  r-'^'  -  r^"  +  r''-'  - . . .  +  r-"*"'^'  -  /^*^, 

et,  en  rabaissant  les  exposants  de  a  au-dessous  de  p  —t. 
on  a 
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SBÇXnMI  V.  CHIPITKE  lit. 

Donc  on  a,  dans  Ions  les  cas, 
et,  par  suite, 

r.=  (î)p  +  ,2:*,.. 

Cela  posé,  si  l'on  fait 


on  aura  (n°  ^36} 

^,  =  -j±iv'(-.)%, 

d'où 


±V/(— )> 


SubsUtuant  cette  valeur  de  P  dans  le  premier  membre 
de  la  formule  (i),  celui-ci  se  réduit  à 


/?.-.-•-©. 


quantité  ^i  est  un  nombre  entier.  Quant  au  second 


y  il  se  réduira  donc  aussi  à  un  nom- 
36, 
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bre  entier  E,  et  l'on  aura 

Il  s'ensuit  que  le  carr^  de  V  A/-"  est  une  fonction  sjn». 
trique  et  entière  des  racines  de  l'équation =  o; 

par  suite,  ce  carré  a  pour  valeur  un  nombre  entier,  ce 
qui  exige  que  E  soit  un  multiple  Mq  de  q.  Ainsi  l'on  a 

M  étant  un  nombre  entier.  Par  conséquent, 

remarquant  que 

P  '  ^  i~j  +aa  multiple  de ç, 
et  supprimant  de  part  et  d'autre  les  multiples  de  q,  il  vient 


■•--  i\ 


cette  formule  (3)  exprime  précisément  le  théorème  de 
Legendre-. 
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CHAPITRE  IV. 

SOR  ONE  CLASSE  D'ÉQDATIÛNS  DU  NEUVIÈME  DEGRÉ 
HËSOLTJBLES  ALGËBRIQDEMENT. 


Du  déterminant  d'une  fonction  entière  et  homogène 
de  trois  variables. 

■  S44.  M.  Ouo  Hesse  a  publié  dans  le  Journal  de  Crelle 
(l.  XXVIII,  p.  68,  et  t.  XXXIV,  p.  191)  deux  Mé- 
moires remarquables  sur  la  détermination  des  points 
d'inflexion  des  courbes  du  troisième  degré.  Dans  son 
second  Mémoire,  l'éminent  géomètre  a  démontré  que  f 

Les  points  d'inflexion  d^une  courbe  algébrique  du 
degré  n  sont  situés  sur  une  seconde  courbe  du  degré 
3  («  —  2),  et,  par  suite,  que  ; 

Une  courbe  algébrique  du  degré  n  a  généralement 
3«(n  — a)  points  d'inflexion,  réels  ou. imaginaires. 

Dans  les  cas  particuliers,  quelques-uns  de  ces  points 
d'inflexion  peuvent  être  situés  à  l'infini  ou  être  remplacés 
par  des  points  multiples. 

Lorsque  n  ^  3,  on  a  ce  théorème  : 

Les  points   d'inflexion   d'une   courbe  du  troisième 
degré  sont  situés  sur  une  seconde  courbe  du  troisième    • 
degré. 

U  en  résulte  que  la  reclierclie  des  points  d'inflexion 
d'une  courbe  du  troisième  degré  dépend  généralement  de 
la  résolutioû  d'une  équation  du  neuvième  degré  â  une 
inconnue.  Or  il  est  très-remarquable  que  cette  équation 
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du  neavième  degré  soit  toujours  résoluble  slgébriqne- 
menl,  et  qu'il  suffise,  pour  eflectuer  cette  résolution,  de 
résoudre  une  seule  équation  du  quatrième  degré  et  trois 
équations  du  troisième  degré.  Cette  proposition  se  dédml 
facilement,  comme  noua  le  f^oos  voir  plus  loin,  du  théo- 
rème de  M.  Hesse  énoncé  plus  haut,  et  d'un  autre  iké«- 
rème  démontré  pour  Ja  première  fois  par  Maclaurin  dans 
90B.  Essai  sur  les  lignes  du  troisième  degré,  théorème  qui 
consiste  en  ce  que  : 

La  droite  qui  joint  deux  points  d'inflexion  d'une 
courbe  du  troisième  degré  rencontre  la  courbe  en  un 
troisième  point  d'inflexion. 

La  déoionstratioa  que  M.  Hesse  a  donnée  dans  son 
second  Mémoire,  pour  établir  la  résolubilitéde  l'équation 
du  neuvième  degré  dont  il  s'agit,  suppose  également  le 
théorème  de  Maclaurin.  M.  Hesse  fait  voir  qu'il  exisie 
certaines  relations  entre  les  racines,  et  il  démontre  géné- 
ralement que  toute  équaUon  du  neuvième  degré  dont  les 
■  racines  ont  cette  même  propriété  est  résoluble  par  radi- 
caux. Cette  analyse  de  M.  Hesse  est  remarquable  ;  on  en 
trouvera  le  développement  à  la  fin  de  ce  Chapitre. 

545.  Soit  U  une  fonction  quelconque  entière  et  homo- 
gène du  n**""  degré  de  deux  variables  xetj;  U=o  sera 
une  équation  quelconque  du  degré  n  si  l'on  prend  poar 

inconnue  -t  et  cette  équation  aura  trois  racines  égales  si 

l'on  peut  satisfaire  en  même  temps  aux  trois  équations 

_J  dU_         rf'U_ 

Ces  équations  de  condition  sont  respeciivemeiit  des  de- 
grés n,  n  — I,  n  —  2;  maïs  ou  peut  à  leur  place  prendre 
trois  équations  du  même  degré  n  —  3.  Elles  peuvent  ^- 
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fflclivement  s'écrire  ainsi 

n  = 

u  — 

«(« 

-t-a^r 

-\-r 

S= 

n^ 

f    d'V 

jj'V 
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A  cause  de  la  troisième  équatioD,  la  deuxième  se  réduit  à 

rf'U  ,  .,     j     ■  .     rf'U 

- — —  =  0,  et  la  première  devient  ensuite  -; —  =o.Dodc 

les  équations  de  condition  relatives  à  régalîté  de  trois 
racines  de  l'équation  U  ^  o  sont  les  suivantes,  du  degré 
n  —  a  chacune, 

d^  '      dxdj         '      dy'' 

On  ferait  voir  de  même  que  généralement  les  équations 
de  condition  relatives  à  l'égalité  de  m  racines  de  l'équa- 
tion Ui=o  sont  les  suivantes,  du  degré  n  —  m  +  i, 

rf— 'U_         d—'U  _  tf— 'U    _        d— iu_ 

di'^'  '    rfiT-^Mj-        '"'     dxdj"^-         '     rfr"""' 

546.  Soit  maintenant  u  une  fonction  quelconque  en- 

{*)  Cela  résulte  immédia lemenl  du  Ihéoréme coddu  dtl  iet  Jonctions 
koHKgimei.  SDity(x,  r,-  ••)  une  foDclioD  homofèDe  du  degré  /t  de  plu- 
Bieun  Tariabte»;  eu  multipliant  2,^,...  par  i+a,  il  fient,  d'aprte  la 
définillOD  det  foDctioDB  homogine», 

/(.+  .«,  j-^-.r,... )  =  <'-H«)"/(»,r.,.. )■ 


-/■(f— )/<».)■.•.■). 
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lière  et  homogène.  An  n''"".  degré,  de  iroîs  variabl«&  x, 
j,  z.  Si  l'on  représente  par  -  ei  -  les  coordonnées  rec- 
tangulaires ou  obliques  d'un  point  variable,  l'équation 
(I)  «  -  o 

représentera  une  courbe  quelconque  du  n'*"'  degré  (*). 

Une  droite  quelconque,  dont  l'équation  est 
(a)  i  =  ax  +  by, 

rencontre,  comme  on  sait,  la  courbe  en  n  points  •,  si  l'on 
porte  la  valeur  de  z  tirée  de  l'équation  {  2)  dans  la  fonc- 
tion M,  celle-ci  devient  une  fonction  homogène  U  des 
deux  variables  x  et  y,   et  les  n  racines  de  l'équation 

U  =  o,  oii  l'on  considère—  comme  l'inconnue,  sont  les 

y 

rapports  des  coordonnées  des  points  oà  la  droite  ren- 
contre la  courbe.  Mais  l'équation  de  la  ligne  droite  con- 
tient deux  constantes  d  et  b  qui  s'introduisent  dans  l'équa- 
tion U  =  o;  on  peut  établir  entre  ces  constantes  une 
relation  telle,  que  deux  racines  de  l'équation  U  =  o 
deviennent  égales  :  dans  ce  cas,  la  droite  devient  une 
tangente  de  la  courbe.  Et  si  l'on  donne  aux  constauies  a 
et  b  des  valeurs  telles,  que  trois  racines  de  l' équation 
U  =0  deviennent  égales,  la  droite  sera  tangente  en  un 
point  d'inflexion  ;  ce  point  sera  déterminé,  comme  on  l'a 
vu  plus  haut,  par  les  trois  équations 

dx'  '      dxdy  '       dy' 

(,*)  M.  Hesse  a  eu  le  premier  rin^énieuBe  idée  de  repréienter  ptr  -1  - 

les  coordonnées  rectilienes  d'un  point  dnns  un  plan,  et  par-i-i-  le 

coordonnéeî  dans  l'espace;  alors  toutes  les  équations  que  l'on  a  a  eoBii- 
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M&is,  commeUest  la  valuir  que  prend  u  pour  z=ax-hl>x, 
si  l'on  fait,  pour  abréger, 

d'u  _  fnu_  rf' n  _ 

rf'w  _  d'it  _  fl'u   __ 

dydz         '■"     /Ixdz         ''"      dr.dy~    '" 

les  trois  équations  précédentes  poarroat  s'écrire  comme 
il  ïuit  : 


13) 


Si  l'on  élimine  aei.h  entre  ces  équations,  on  obtiendra 
l'équation  d'une  courbe  qui  rencontre  la  proposée  aux 
points  d'inflexion.  Pour  ejrecluer  celle  élimination,  ré- 
solvons la  deuxième  des  équations  (3)  par  rapport  à  a,  ce 
qui  donne 

__       «,,,  +  i«,,i 

et  portons  cette  valeur  dans  la  première  équation,  uous 
obtenons 

,.,(«,,, 4- i«j,,)'  —  2u,,, {«,,,  + iaj,,)  («,.,  + fiu,.,) +  «,,,(«,., +  fi«j,,)'  = 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  b, 

,,i  "î,,—  2  «>,j  «>,,",,,  H"  «s.j«;,,  +  («1,1  ".,»—«!,,)  (2è«'.3  4-  i'Hj.j)  = 

Si  enGn  on  multiplie  la  dernière  des  trois  équations 
que  nous  considérons  par 

et  qu'on  en  retranche  ensuite  l'équation  que  nous  venons 
dti  former,  on  obtiendra  l'équation  finale  qui  résulte  de 
l'élimination  de  a  et  £  ;  nous  la  représenterons  par 

(4)  ^u  =  o, 
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en  posant,  pour  abréger, 

(5)  i«=;(»l,l«I,)Mj,i+2«j,i«i,|ttÉ,l— «l,l''î,]— "l.lKÎ,, — 0,jll|  ,. 

L'^aation  (4)  est  celle  de  la  courbe  cherchëe,  laquelle 
rencontre  la  proposée u  =  o  aux  points  d'intlexiou.  Cette 
^nation  est,  comme  on  voit,  du  degré  3(r  —  3),  d'où 
il  suit  qu'une  courbe  du  n'*""  degré  a  généralement 
3/){n  —  a)  points  d'inûexion.  Eu  particulier  une  courbe 
du  troisième  degré  a  neuf  points  d'inflexion. 

La  fonction  Au  est  égale  au  déterminant 


et  M.  Hesse  lui  a  donné  le  nom  de  déterminant  de  la 
fonction  u. 

tS^T.  Lorsque  les  coefGcientsde  la  fonction  u  sont  indé- 
terminés, la  courbe  représentée  par  l'équation  u  ^  o  n'a 
pas' de  points  multiples.  Pour  de  tels  points  on  a  simulta- 
nément 


et,  au  moyen  des  deux  premières  équations,  la  troisiJune 
se  réduit  à 


par  le  théorème  des  fonctions  bomogènes.  La  relation 
entre  les  coefficients  de  u,  exigée  par  l'existence  de  points 
multiples,  résallera  donc  de  l'élimination  de  x  et  j  entre 
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Ces  équations  peuvent  èfe  mises  sons  la  forme   . 
^«..i+j-"...-)- 

et  on  en  déduîl  évidemmect 


Au  reste,  la  méthode  dont  nous  aVons  fait  usage  pour 
trouver  les  points  d'inflexion  montre  que  les  points  mul- 
tiples, quand  il  en  existe,  satisfont  à  la  précédente  i^ua- 
tion,  car  si  la  droite  z  =  ax  +  by  devient  tangente  à  la 
courbe  eu  un  point  multiple,  l'^uaUon  qui  résulte  de 
l'élimination  de  z  entre 

a  =;  o     et     z^:ax-h  by 

aura  évidemment  trois  racines  égales. 

Il  est  facile  de  voir  qu'une  courbe  du  troisième  degré 
ne  peut  avoir  un  point.triple  ou  trois  points  doubles  à 
moins  qu'elle  ne  se  réduise  à  un  système  de  trois  droites; 
die  ne  peut  non  plus  avoir  deux  points  doubles  à  moins 
qu'elle  ne  se  réduise  au  système  formé  d'une  conique  et 
d'une  droite. 

548.  Le  calcul  que  nous  avons  fai  t  au  n"  546  ne  diffère 
pas  de  celui  qu'il  faudrait  exécuter  si  l'on  voulait  obtenir 
la  condition  pour  que  la  droite  (3]  fît  partie  du  lieu  re- 
présenté par  l'équation  (i).  En  effet,  la  solution  de  ce 
nouveau  problème  s'obtiendra  en  exprimant  que  le  résul- 
tat U  de  la  substitution  de  ax-i-  bj-  à  z,  dans  u,  est  iden- 
Uquement  nul.  Ou  aura  donc 

rf'U_  ^'U  _  rf>£  _ 

dx'  '      dxdy  '       dy'   ~^    ' 

et  il  est  évident  que  ces  conditions   sont   suffisantes, 
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puisque  l'on  a  - 

Ainsi,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  équations  (3)  ont 
lieu  ideotiquement  en  vertu  de  l'équaiioii  (2),  et  par 
conséquent  II  en  est  de  même  de  l  équation  (4)-  Donc 
toute  droite  qui  fait  partie  du  lieu  de  l'équation  u  ==  0 
appartient  aussi  au  lieu  de  l'équation  Au  =  o. 
Dans  le  cas  de  n  =  3,  on  a  ce  théorème  : 

Si  V équation  u^o  représente  trots  lignes  droitet, 
ces  mêmes  droites  constituent  le  lieu  de  l'équation 
Au  =  -o,  et  l'on  a  en  conséquence  Au  ='^u,  k  étant  une 
constante. 

Il  peut  arriver  que  le  déterminant  Au  soît  identique- 
ment nul;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  lieu  de  l'équation  w  =  o  soit  un  faisceau  de  n  lignes 
droites.  Bien  que  nous  n'ayons  pas  à  faire  usage  de  ce 
théorème  dû  à  M.  Hesse,  nous  ne  pouvions  nous  dispenser 
de  le  mentionner  ici . 

Sur  les  points  d''inflexion  des  courbes  du  troisième  degré. 

549.  Nous  commencerons  par  établir,  à  l'égard  des 
courbes  du  troisième  degré,  quelques  propositions  géné- 
rales sur  lesquelles  nous  aurons  à  nous  appuyer. 

Kapptlons  d'abord  que  le  système  formé  d'une  conique 
et  d'une  droite,  ou  le  système  de  trois  droites,  constitue 
une  variété  des  lignes  du  troisième  degré. 

-Lemmb  I.  —  Deux  courbes  du  troisième  degré  se 
coupent  généralement  en  neuf  points. 

Cette  proposition  se  déduit  immédiatement  du  théo- 
rème de  Bezout  sur  le  degré  de  l'équation  finale  qui  ré- 
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suite  de  l'élîmination  d'une  inconnue  entre  deux  éqaa- 
tîons. 

550,  Lehme  n.  —  Neuf  points  suffisent  en  général 
pour  déterminer  une  courbe  du'troisième  degré. 

Il  y  a  eHeciivèment  dix  termes  dans  l'équation  générale 
des  courbes  du  troisième  degré.  Le  coeffîjcient  de  l'un  de 
ces  termes  peut  èlTe  choisi  arbitrairement,  et  il  reste  alors 
neuf  coefficients  indéterminés  dont  on  peut  disposer  de 
manière  à  assujettir  la  courbe  à  passer  par  neuf  points 
donnés.  On  obtient  ainsi  neuf  équations  du  premier  degré 
entre  les  coefficients  inconnus;  en  général,  ces  équations 
admettent  une  solution  unique,  et,  par  suite,  on  ne  peut 
généralement  faire  passer  qu'une  seule  courbe  du  troi- 
sième degré  par  neuf  points  donnés  {*) . 

Corollaire.  —  &'  w  =  o,  f  =;  o  sont  les  équations  en 
coordonnées  rectilignes  de  deux  courbes  du  troisième 
degré,  l'équation  générale  des  courbes  du  troisième 
degré  qui  passent  par  Ici  points  communs  aux  courbes 
données  sera 

X  désignant  une  constante  indéterminée. 

D'abord  il  est  évident  que  l'équation  f  +  ^u  =  o  re- 
présente pue  courbe  qui  passe  par  les  points  d'intersec- 
tion des  courbes  données.  En 'second  lieu,  soit  C  l'une 
quelconque  des  courbes  du  troisième  degré  qui  {lussent 
par  ces  neuf  points;  prenons  sur  cette  courbe  un  point 
quelconque  M  qui  n'appartiennepas  aux  courbes  données, 

(*)  Dans  ses  belles  recherches  sur  lea  courbas  da  troisième  et  du  qua- 
trième deeré  (voir  les  Complet  rtadu,  de  V Acudémic  de,  Sciences,  t.  XXVI, 
p.  9^3,  et  t.  XXVIl,  p..a7i,  437  et  471  ),  M.  Cba.iiles  a  fait  connaître  deux 
inétboiles  remarquables  pour  construire  la  courbe  du  troisième  degré  qui 
paiM  p*r  nenr  point»  donnés. 


3,a,i,;t!dbïGoogIe 


5^4  COtWS  DUiOkBKE   SOPiMEVItti' 

et  daignons  par  *•„  Ui  ce  que  deviennent  v  etu,  pour  le 
pcHDtM.  Si  l'on  dëteriiiiiMX|>ar  la  condition  Vf  4^111=0, 
la  courbe  représentée  par  l'équation  c  +  Xk  =  s  passera 
par  le  point  M;  celle  courbe  ayant  ainsi  dix  points  com- 
mtms  avec  la  courbe  C,  elle  coïncide  avec  elle. 

La  démonstration  précédente  ne  s'applique  pas  au  cas 
où  les  lieux  des  équations  »  =  o,  c  :=  o  auraient  une 
droite  commune  ou  une  conique  commune.  Mais,  dans 
ce  cas,  on  a 


v'  =  Q,  a'  =  o  représentent 
et  i/'  +  li»'  =  o  représente  t 
qui  passe  par  leurs  points  d 
^•^-  X«  =  o  représente  encoi 
sième  degré  qui  passent  par  les  points  communs  aux  pro- 


5ÎM.  LemmeIU.  —  Soient  A.,  A,,  A,,  A»,  A,,  A,, 
A7,  Ajj  A(  les  neuf  points  ^dHntersection  de  deux 
courbes  du  troisième  degré  données;  on  peut  faire  passer 
par  sept  quelconques  de  ces  points  une  infinité  de  H' 
gnes  du  troisième  ordre  qui  ne  passent  par  aiicun  des 
deux  autres  points. 

Consid^ns  les  sept  points 

A„  A„  A,,  A,,  A>,  A„  A,. 

Si  trois  d'entre  eux,  A|^  A|,  Ag,  par  exempte,  sont  en 
ligne  droite,  il  existera  trois  systèmes  formés  de  deux 
droites  tels,  que  chaque  système  renferme  les  quatre 
points  A(,  Ag,  A4,  A7.  L'une  de  ces  six  droites  peut 
passer  par  Ag  ou  par  Ag,  mais  elle  ne  saurait  oosieoir 
en  même  temps  ces  deux  points,  car  une  courbe  du  troi- 
sième degré  ne  peut  avoir  plus  de  trois  points  en  ligne 
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dFOite^'doaCf.paimi  dos  trois  systèmes  de  droites,  il  y^en 
a  au  moins  uta  qui  ne  renferme  aocun  des  points  Â, ,  Â, . 
Ce  syiième  consùluera,  avec  la  droite  A|  Ai  A) ,  une  ligue 
du  troisième  ordre  qui  remplira  la  condition  énonciée. 

Si,  parmi  les  six  points  considérés,  il  y  en  a  six  qui 
soient  sur  une  conique,  cette  conique  n'aura  aucun  autre 
point  commun  avec  l'une  ou  l'autre  des  courbes  données, 
et  par  suite  elle  ne  passera  ni  par  A»  ni  par  A* .  Si  donc 
on  joint  à  cette  conique  une  droite  arbitraire  menée  par 
le  septième  des  points  considérés  et  qui  ne  passe  ni 
par  Ag  ni  par  At,  on  aura  une  ligne  du  troisième  ordre 
qui  remplira  encore  la  condition  énoncée. 

Supposons  maintenant  que  parmi  les  sept  points  con- 
sidérés il  n'y  en  ait  pas  six  sur  une  conique  ni  trois  en 
ligne  droite.  Joignons  le  point  A-,  aux  six  autres  ;  parmi 
les  sixdroites  obtenues, 

A,A,.  A,A,,  A,A„  A.A,,  A,A,.  A.A,, 

il  oe  saurait  y  en  avoir  plus  d'une  passant  par  A( ,  ni  plus 
d'une  passant  par  Ag  ;  on  peut  donc  supposer  que 

A3  A;  f  A4  Ai  f  A|  At  f  A4  A] 

ne  passent  ni  par  A|  ni  par  A*.  Pareillement,  si  l'on  joint 
le  point  A,  aux  points  Ai ,  Ai ,  A, ,  on  obtiendra  les  trois 
droites 

A,  A, ,  A4  A, ,  As  A^ , 

parmi  lesquelles  il  s'en  trouvera  une  au  moins  qui  ne 

passera  ni  par  A|  ni  par  A».  D'où  il  suit  que,  parmi  les 

sept  points  considérés,  on  peut  toujours  en  trouver  trois 

A„  A,,  A,, 

par  exemple,  tels  que  les  droites  qui  joignent  ces  poïnu 
deux  h  deux  ne  passent  par  aucun  des  points  Aj ,  Ag .  ' 
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Cela  posé,  considérons  les  lignes  du  troisième  ordre 
ibrmées  respectivement  des  coniques  qui  passent  par 

A,,  A,,  Al,  A^,  Ai;     A,,  A,,  A,,  A,,  A,;     A,,  A,,  A.,  A,,  A, 

et  des  droites 

A,A,,  A,A,,  AsA,. 

.L'une  des  coniques  peut  contenir  l'un  des  pçints  As ,  A)  j 
mais  uon  pas  ces  deux  points  à  la  fois,  car  une  conique 
ne  peut  rencontrer  une  ligne  du  troisième  ordre  en  plus 
de  six  points.  D'ailleurs  deux  de  nos  coniques  ne  peuvent 
avoir  que  les  seuls  points  communs  Af ,  A*  ,'A, ,  A^  ;  donc 
l'une  d'elles  au  moins,  AiAtAïA.Ai,  par  exemple,' 
ne  contient  ni  Ag  ni  Af .  £n  joignant  à  cette  conique  la 
droite  A«Ai,  on  formera  une  ligne  du  troisième  ordre 
remplissant  la  condition  énoncée. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  nous  savons  trouver  une  ligne 
du  troisième  ordre  qui  passe  par  les  sept  points  consi- 
dérés et  qui  ne  contient  aucun  des  deux  autres  points. 
Soit 


l'équation  de  cette  ligne  relativement  à  deux  axes  coor- 
donnés. Soient  aussi 


les  équations  des  courbes  données,  a  et  h  deux  constantes 
arbitraires;  il  est  évident  que  l'équation 


représentera  une  infinité  de  courbes  du  troisième  degré, 
qui  toutes  rempliront  ta  condition  i 


533.  TnieRÈHE  I.  —  Toute  courhe  du  troisième  degré, 
qui  passe  par  huit  dès  neuf  points  d'iniersaction  de 
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deux  courbes  du  troisième  degré  dounéet ,  passe  égale- 
ment par  le  neuvième  point  d'inlerieclion  de  ces  deux 
courbes. 

Soient  F  et  Fi  les  deuxcourbes  du  troisième  degré  don- 
nées. Supposons  qu'on  se  propose  de  faire  passer  une 
courbe  du  troisième  degré  par  les  neuf  points  d'inter- 
section des  courbes  F  el  r,  ;  les  neuf  équations  linéaires 
que  doivent  vérifier  les  coefficients  de  l'éqaation  de  la 
courbe  inconnue  admettront  les  deux  solutions  relatives 
aux  courbes  F  et  F^  qui  satisfont  au  problème.  Il  s'en- 
suit que  le  système  de  ces  neuf  équations  est  indéterminé  ; 
d'ailleurs  huit  quelconques  d'entre  elles  sont  distîncles, 
d'après  le  lemroe  III,  et  en  conséquence  elles  entraînent 
nécessairement  la  neuvième.  On  peut  conclure  de  là  que 
si  l'on  assujettit  une  courbe  du  troisième  degré  Fi  à  passer 
par  bu!  t  des  points  communs  aux  courbes  F  et  F,,  et  que, 
pour  achever  de  la  déterminer,  on  se  donne  une  nou- 
velle condition  arbitraire,  la  courbe  Fj  passera  nécessai- 
rement par  le  neuvième  point  d'intersection  des  courbes 
F  et  F,. 

CoROLLiiiiE  I.  —  Si  trois  des  neuf  points  d'intersec- 
tion de  deux  courbes  du  troisième  degré  sont  en  ligne 
droite,  les  six  autres  points  d'intersection  sont  situés 
sur  une  conique. 

En  effet,  la  droite  qui  passe  par  les  trois  premiers 
points  d'intersection  des  courbes  données  F  et  l'i ,  et  la 
conique  qui  passe  par  cinq  des  six  autres,  forment  une 
ligne  du  troisième  degré  qui  passe  par  le  neuvième  point 
d'intersection  des  courbes  F  et  F,  ;  donc  la  conique  passe 
par  ce  neuvième  point,  car  une  courbe  du  troisième 
degré  ne  peut  avoir  quatre  points  en  ligne  droite. 

CosoLLAiiB  II.  —  Si  six  des.  neuf  points  d'intersec- 

u.  37 
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tton  tïe  deux  courbas  du  troisiènn}  degré  sont  ^ués  sur 
une  conique,  tes  trois  autres  points  d'intersection  sont 
en  ligne  droite. 

En  efïet,  la  conique  qui  passe  par  les  six  premiers  points 
d'interscctiou  et  la  droite  qui  passe  par  deux  des  trois 
autres  forment  une  ligne  du  troisième  degr^  qui  passe  par 
le  neuvième  point  d'intersection;  donc  la  droite  passe 
par  ce  neuvième  point,  car  une  conique  ne  peut  avoir 
plus  de  six  poiuls  communs  avec  une  courbe  du  troi- 
sième degré. 

CoROLLtinE  III.  —  Si  trois  des  neuf  points  d'intersec- 
tion de  deux  courbes  du  troisième  degré  sont  en  ligne 
droite,  et  que  trois  des  six  autres  soient  aussi  en  ligne 
droite,  les  trois  derniers  seront  pareillement  en  ligne 
droite. 

Ce  corollaire  est  évidemment  un  cas  particulier  du 
précédent. 

553.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  con- 
duisent à  un  grand  nombre  de  conséquences  intéres- 
santes; mais,  pour  ne  pas  trop  nous  écarter  de  notre  sujet, 
nous  nous  bornerons  à  loonti'er  comment  on  en  déduit 
immédiatement  le  théorème  connu  de  Pascal  relatif  à 
l'hexagone  inscrit  dans  une  conique.  Ou  sait  que  ce  théo- 
rème consiste  en  ce  que  : 

Siun  hexagone  est  inscrit  dans  une  conique,  tes  points 
de  rencontre  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

.  En  eOel,  soient  A,  B,  C,  t),  E,  Fies  sommets  de  l'hexa- 
gone; soient  M,  N,  Pies  points  d'intersection  des  côtés  AB 
et  DE,  BC  et  EF,  CD  et  FA.  Les  lignes  du  troisième  ordre 
formébs,  Tuue  des  droites  AB,  CD,   EF,  l'autre  des 
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droites  BC,  DE,  FA,  se  coupent  aux  neuf  points  A,  6, 
C,  D,  E,  F,  M,  N,  P.  Or  les  six  premiers  poinis  sont  une 


conique;  donc  les  trois  autres  sont  en  ligne  droite,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

554.  Théorëmb  il  — La  droite  qui  joint  deux  points 
d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième  degré  rencontre 
la  courbe  en  un  troisième  point  d'inflexion. 

Soient  A  et  A' deux  points  d'inflexion  d'une  courbe  du 
troisième  degré  F,  et  supposons  que  la  droite  AA'  ren- 
contre la  courbe  F  au  troisième  point  A";  je  dis  que  A" 


est  un  point  d'inflexion.  En  effet,  menons  par  le  point  A 
une  sécante  quelconque  qui  rencontre  de  nouveau  la 
courbe  aux  points  B  et  C  ;  par  le  point  A'  une  seconde 
sécante  .quelconque  qui  rencontre  de  nouveau  ta  courbe 
37. 
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auxpoiots  ffet  C;  jpignoDS  BB'eL  CC,  qui  rencontrent 
de  nouveau  la  courbe  aux  points  B''  et  C"  respeclivemenl; 
joignons  enfiu  Al'h".  La  ligne  du  troisiâme  degré  formée 
des  trois  droites  ÂBC,  A'B'C  et  A''B''  passe  par  buit  des 
points  d'intersection  de  la  courbe  F  et  de  la  ligne  du  troi- 
sième degré  formée  des  droites  A  A' A",  BB^B",  CC'C" 
elle  passera  donc  par  le  neuvième  point  d'intersection C. 
Et  comme  une  courbe  du  troisième  degré  ne  peut  avoir 
quatre  points  en  ligne  droite,  il  faut  nécessairetnent  que 
les  trois  points  A",  B",  C'soient  en  ligne  droite.  Imagi- 
nons maintenant  que  les  sécantes  BC  et  B'C  tournent 
respectivement  autour  des  points  Â  et  A',  de  manière  à 
devenir  tangentes  à  la  courbe;  comme  A  et  A'  sont  deui 
points  d'inflexion,  les  points  B  et  C  se  confondront  avec 
Â  à  la  limite  :  pareillement,  B*  et  C  se  confondront  avec 
A';  donc  les  droites  BB'B^  et  CC'C"  coïncideront  avec 
AA' A",  et,  par  suite,  les  trois  points  d'intersection  delà 
courbe  avec  la  sécante  k"WG'  se  confondront  en  nu 
seul  A",  qui  est  ainsi  un  point  d'inflexion. 

ReuiBQUK.  —  Bien  que  la  forme  de  ce  raisonnement 
soit  géométrique,  it  est  évident  qu'il  s'applique  au  cas 
des  points  imaginaires  comme  à  celui  des  points  réels. 

555.  Théorème  III.  —  Le  nombre  des  droites  ^id 
passent  chacune  par  trois  points  d'inflexion  -d'une 
courhe  du  troisième  degré  donnée  est  égal  à  douze, 
Cei  douze  droites  forment  quatre  systèmes  compotes 
chacun  de  trois  droites,  et  les  neuf  points  d^inflexion 
de  la  courbe  sont  trois  à  trois  sur  les  trois  droites  de 
chaque  système. 

Si  l'on  joint  par  des  droites  l'un  des  points  d'inflexion 
de  la  courbe  à  cbacuu  des  huit  autres,  il  est  évident  que 
ces  huit  droites  se  réduiront  à  quatre  distinctes,  puisque 
la  droite  qui  passe   par  deux  points  d'inflexion  passe 
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aussi  par  un  troisième,  et  que,  d'ailleurs ,  quatre  points 
d'inflexion  ne  sauraient  être  en  ligne  droite.  Donc,  parmi 
les  droites  qui  joignent  les  neuf  points  d'inflexion  trois 
à  trois,  il  y  en  a  toujours  quatre  qui  passent  par  l'un  quel- 
conque de  ces  points.  En  comptant  quatre  droites  pour 
chaque  point  d'înflcsion,  on  aura  4X9  ou  36  droites; 
mais  alors  il  est  clair  que  chaque  droite  se  trouve  prise 
trois  fois,  et,  par  suite,  ces  trente-six  droites  se  réduisent 
à  douze  distinctes. 

Considérons  l'une  des  quatre  droites  qui  passent  parun 
mëmepointd'inflexion;  cette  droite  renferme  troispoints 
d'inflexion,  et  par  chacun  de  ceux-ci  passent  seulement 
trois  autres  de  nos  douze  droites;  donc,  parmi  ces  douze 
droites,  il  y  en  a  deux  qui  ne  passent  par  aucun  des  trois 
premiers  points.  L'une  d'elles  contient  ainsi  trois  nou- 
veaux points  d'inflexion,  et  les  trois  derniers  poinis  se- 
ront alors  sur  l'autre  droite,  puisque  les  neuf  points  sont 
communs  à  deux  courbes  du  troisième  degré  {n°  552,  co- 
rollaire III).  On  peut  conclure  de  là  que  les  douze  droites 
considérées  forment  quatre  systèmes  de  trois  droites  pas- 
sant par  les  neuf  points  d'inflexion. 

556.  Pour  reconnaître  la  loi  de  la  distribution  des 
neuf  points  d'inflexion  sur  les  douze  droites  dont  il  vient 
d'être  question,  on  peut  employer  avec  avantage  la  con- 
sidération des  imaginaires  que  Galois  a  introduites  dans 
la  théorie  des  nombres.  Kous  désignerons  les  points  dont 
il  s'agit  par  une  même  lettre  aflectée  d'un  indice  suscep- 
tible de  prendre  neuf  valeurs  distinctes,  et  nous  adopte- 
rons, pour  les  valeurs  de  cet  indice,  tes  neuf  racines 
<it+  b  de  la  congruence 

i'  —  i^o    (raod.  3). 
L'une  de  ces  racines  est  zéro  et  les  huit  autres  sont  con- 
grues aux  puissances  d'une  racine  primitive  de  la  con- 
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i'~i^o    (mod.  3). 

Celle-ci  a  quatre  racines  primitives;  ce  sont  les  racines 
des  deux  congmences  irréductibles 

'■' — ' — 1^0,     i'  +  i  —  1^0    (mod.  3). 

Nous  désignerons  par  i  une  racine  de  la  première,  et  l'on 
aura  eu  conséquence 

/==,-+,     (mod.  3), 
d'où 

('^3f -I-  I,      l'^  21  +  2,\ 

1  +  3,    \  (mod.  3). 

Cela  posé,  considérons  l'un  des  quatre  systèmes  de  Irois 
droites  qui  passent  par  les  neuf  points  d'inflexion,  etat- 
tribnons  aux  points  situés  sur  ces  droites  les  indices  des 
trois  lignes  respectives  du  tableau  suivant  : 


(■) 


Pour  former  les  combinaisons  des  indices  qiii  répondent 
k  l'une  quelconque  des  neuf  lignes  restantes,  il  (nt 
prendre  trois  indices  appartenant  respectivement  aux 
trois  lignes  du  précédent  tableau,  et  comme  rien  ne  dis- 
tingue entre  eux  les  trois  points  situés  sur  l'une  des 
droites  du  premier  système,  on  peut  supposer  que  les 
lignes  verticales  du  tableau  (i)  répondent  cbacune  à  trois 
points  situés  sur  la  même  droite.  On  aura  donc  ce 
deuxième  système 

Io,  t,  ai, 

I,  /  +  !,  af+i, 
s,  /-t-a,  2i  +  2. 
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Maintenant,  dans  chacun  des  deux  derniers  Bjscèmes  qu'il 
reste  à  former,  les  indices  qui  répondent  à  une  même 
droite  doivent  appartenir  à  trois  lignes  horizontales  dis- 
tinctes de  l'un  et  de  l'autre  des  tableaux  (i)  et  (a).  Alors 
on  a  Ifs  deux  combinaisons  suivantes  qui  sont  les  seules 
possibles,  savoir: 


(3) 


(4) 


;  +  a,  2. 


Si  l'on  remplace  chaque  expression  ai  +  b  par  la  puis- 
sance de  I  qui  lui  est  congrue,  on  trouvera  que  les  indices 
relatifs  à  nos  quatre  sysLèmes  de  droites  seront  repré- 
sentés généralement  par 


(5) 


si  l'on  attribue  successivement  à  m  quatre  valeurs  con- 
sécutives quelconques,  par  exemple,  o,  I,  3,3. 

Quant  aux  indices  relatifs  aux  neuf  faisceaux  de  quatre 
droites  qui  ont  leurs  sommets  aux  divers  points  d'in- 
flexion, ils  seront  représentés  par 


(6) 


z  devant  recevoir  successivement  les  neuf  valeurs  de  la 
forme  ai  +  b. 
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587.  Théorème  IV.  — ■■^  Parmi  les  neuf  points  d'in- 
flexion tVwie  courbe  du  troisième  degré  réelle,  iljr  en  a 
toujours  trois  réels  et  six  imaginaires. 

D'abord  les  neuf  points  d'iaflesion  ne  peuvent  pas  être 
tous  réels.  En  effet,  admettons  qu'ils  le  soient,  et  consi- 
dérons le  triangle  OMN  formé  par  les  trois  droites  de  l'un 


des  quatre  systèmes  dont  nous  avons  établi  l'existence. 
Supposons,  par  exemple,  que  les  côtés  MN,  NO,  OM 
constituent  le  premier  système  de  quatre  droites  et  que 
ces  c6lés  contiennent  respectivement  les  points 

A„    A,,       A,, 
A,-,    A,+,,    A,+„ 
Ajf,   A1/+1,  A^f^.]. 

En  appliquant  la  propriété  connue  des  transversales  an 
triangle  OMN  coupé  par  les  trois  droites  issues  du 
point  A„  savoir  : 

A,A,A,i,  A,A-,+,  A„+,,  A,Ai+,A,i4.,, 

on  trouve 

MA,    NA,    Oku  __ 

nT/ôTi'  kTu  ~  '' 

MA,    HA.^.1    OAw+t  _ 
KA, 'ÔÂ^,  "MÂiZ^"'' 
MA.    HAf^.1    0A„+,  _ 
HA.  "  OAf+,  "  MA„+,  ~  '  ' 
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et,  en  mnlùpliaDt,  <m  a 

/HAA*       HA„.  MA„+,.MA,f+,  ^  OAi.  0A,+,.  0A(+ 


V«A,  /   ~  OA,i .  OAw+. .  0A„+,        HA,-.  HA(+, .  NA.>, 
Il  est  évident  qu'on   trouvera    la    même  valeur   pour 
(  =— î  j    et  (  j^  )   en  appliquant  le  même  ihéorèmeaux  ■ 
droites  issues  des  poinis  At  et  At  ;  ou  a  donc 

Les  points  considérés  étant  supposés  réels,  la  précé- 
dente égalité  exige  que  l'on  ait 

MA.  _  MA,  _  MA, 

NA,  ~  NA,  ~"  HA,  ' 

ce  qui  est  évidemment  impossible. 

Cela  posé,  considérons  le  faisceau  obtenu  en  joignant 
un  point  d'inûexiou  imaginaire  aux  autres  poinis;  l'une 
quelconque  des  quatre  droites  de  ce  faisceau  coupe  la 
courbe  du  troisième  degré  en  deux  points  d'inflexion  qui 
ne  peuvent  être  réels  ions  les  deux,  ni  imaginaires  conju- 
gués. L'une  de  ces  droites  contiendra  le  point  conjugué  du 
sommet  du  faisceau  avec  un  point  réel;  chacune  des  autres 
coniiendra  au  moins  un  nouveau  point  imaginaire,  et 
comme  le  nombre  des  points  imaginaires  est  pair,  il  sera  au 
moins  égal  à  6.  Enfin,  la  droite  qui  passe  par  deux  points 
imaginaires  conjugués  étant  réelle,  chaque  couple  de  pa- 
reils points  exige  nécessairement  un  point  d'inflexion  réel , 
d'où  il  résulte  qu'il  y  a  toujours  trois  points  d'inflexion 
réels  et  six  imaginaires. 

558.  Théckëmb  V.—  Sif  par  un  point  M  d'une  courte 
du  troisième  degfé  F,  on  mène  trois  droites  (jui  ren- 
contrent de  nouveau  la'courbe  aux  points  A  etB,C  c/D, 
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E  fff  F  respeclivanent,  les  six  poinu  A,  B,  C*  D,  E,  F 
seront  sur  une  conique,  toutes  les  fois  f  «e  M  sem  un 
point  d'inflexion  de  la  courbe  F;  et  réciproquement,  si 
les  poinls  A,  B,  C,  D,  E,  F  sont  sur  une  conique,  le 
point  M  sera  nécessairement  un  point  d'i/iflexion. 

Eb  eflet,  MieDODs  par  le  pmDt  M  one  sécaote  qaï  ren- 
contre de  nouveau  la  courbe  F  en  M'  et  M',  pois  joi- 
gnons M'C,  M'E  qui  rencontrent  de  non^nn  la  conriw 


en  B'  et  F'  respectÏTement.  Les  neuf  points 
M,  M',  M';    A,  B,C,  E;    D",  F 
sont  sur  la  courbe  F  et  sur  la  ligne  du  troisième  degré 
formée  des  droites 

MAB,  M'CD',  H'EF; 

d'aïilenrs  les  points  M,  M',  M"  sont  en  ligne  droite,  donc 
les  six  points 

A,  B,  C,  E,  ly,  F 

sont  anr  une  coni<]ae. 

Cette  conclusion  subsiste  quelle  qne  soit  la  sécanre 
MM'M";  faisons  tourner  celle-ci  autour  du  .point  M, 
jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  tangente  à  la  courbe  F.  Les 
points  M'  et  M"  se  confondront  avec  M,  à  la  limite,  si' 
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celui-ci  est  un  point  d'inflenon  ;  alors  M'CD'  et  M"EF' 
viennent  respectivement  coïncider  avec  MCD  et  MEF. 
Donc  les  six  points 

A,  B,  C,  D,  E,  F 

sont  sur  une  conique. 

Mais  si  M  n'est  pu  un  point  d'inflexion,  quand  la 
droite  MM' M"  deviendra  tangente  à  la  courbe  F,  l'un 
des  points  M',  M"  scolement  se  confondra  avec  M,  et 
l'autre  point,  M''  par  exempte,  tendra  vers  une  position 
limite  M,  ;  pareillement  le  point  F'  coïncidera  avec  F  et 
le  point  D'  aura  une  certaine  position  limite  Df  Les  six 
points  A,  6,  E,  F,  C,  D,  sont  sur  une  conique,  et  celle-ci 


ne  peut  contenir  le  point  D;  car  autrement  elle  aurait 
sept  points  communs  avec  la  courbe  T. 

CoKOLLAiiŒ  I.  —  Si,  par  un  point  M  d'une  courbe  du 
troisième  degré  T,  on  mène  des  sécantes  à  cette  courbe, 
et  qu'on  prenne  sur  chaque  sécante  la  moyenne  karma- 
nique  entre  ses  deux  segments,  les  points  de  division 
ainsi  obtenus  seront  en  ligne  droite,  toutes  les  fois  que  M 
sera  un  point  d'inflexion  ;  et  réciproquement,  si  le  Hiu 
des  points  harmoniques  est  une  ligne  droite,  le  poiat  M 
sera  un  point  d'inflexion  de  la  courbe  V' 


3,a,i,;t!dbïGoogIe' 


588  coims  o'iLoltBBB  scpfmtEcaK. 

En  effet,  sî  M  est  un  point  d'inflexion  et  qu'on  mène 
trois  sécantes  MAB,  MCD,  MEF,  les  points  A,  B,  C,  D, 
E,  F  sont  sur  une  conique,  et  la  polaire  du  point  M,  par 
rapport  à  celle  conique,  coupe  chaque  sécante  en  un  point 
dont  la  distance  à  M  est  la  moyenne  liarmonïque  des  deux 
segments  de  la  sécante. 

Mais  si  M  n'est  pas  un  point  d'inflexion  et  qu'on  mène 
en  M  la  tangente  MM,  qui  rencontre  de  nouveau  la 
courbe  en  M,,  et  qu'on  joigne  M,  C  qui  coupe  de  nou- 
veau la  conri)e  en  D,,  les  points  A,  B,  E,  F,  C,  D,  seront 
sur  une  conique  qui  coupera  ta  droite  MC  en  un  point  D 
différent  de  D.  La  polaire  du  point  M  par  rapport  à  ta 
conique  coupe  chaque  sécante  MAB,  MEF,  MCD'  en  un 
point  dont  la  dislance  à  M  est  la  moyenne  harmonique 
des  segments  de  la  sécante,  et  il  est  évident  que  la 
même  chose  ne  peut  pas  avoir  lieu  à  l'égard  des  seg- 
ments MG,  MD. 

Corollaire  II,  —  Les  neuf  points  d'inflexion  d'une 
courbe  du  troisième  degré  donnée  sont  aussi  les  points 
d'inflexion  de  toutes  les  courbes  du  troisième  degré 
fjui  les  contiennent  tous. 

En  effet,  soit  M  un  point  d'inflexion  d'une  courbe  du 
troisième  degré  T.  Considérons  le  faisceau  de  quatre 
droites  issues  de  M  et  qui  renferment  chacune  denx 
nouveaux  points  d'inâexion.Si  l'on  prend,  sur  chaque 
rayon,  ta  moyenne  harmonique  des  segments,  tes  quatre 
points  de  division  seront  en  ligue  droite,  d'après  le  co- 
rollaire I,  et,  eu  raison  de  cette  circonstance,  le  point  M 
sera  point  d'inflesion  pour  chacune  des  courbes  du.  troi- 
sième degré  que  l'on  peut  faire  passer  par  les  neuf  points 
d'inflexion  de  la  courbe  donnée. 

CoKOLLiiRE  ni.  —  Si  u  désigne  une  fonction  entière 
et  homdgène  du  troisième  degré  de  tivis  variables,  que 
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la  caractéristique  A  représente  généralement  te  déter- 
minant d 'une  telle  fonction  f  et  que  X  soit  une  constante 
quelconque  donnée,  on  aura  identiquement 

i{liH-A«)=AM-l-Bd«, 

A  etB  étant  des  constantes. 

En  effet,  l'équation  u  ^  o  représente  une  courbe  dont 
les  points  d'inflexion  sont  aussi  sur  la  courbe  qui  a  pour 
équation  Au=o.  Pareillement,  si  l'on  veut  avoir  les 
points  d'inBexion  de  li^  courbe  qui  a  pour  équation 


il  faudra  joindre  à  cette  équation 

or,  d'après  le  corollaire  11,  celle-ci  représente  une  courbe 
qui  passe  par  les  neuf  points  communs  aux  courbes 
u  ^  o,  Au  =  o,  donc  son  équation  est  de  la  forme 

fiu  -t-àa:=0     ou     A«-l-BAtt^o. 
On  aura  par  suite  identiquement 

&[^ku  +  ^a)  —  Att  +  ^B^u, 

en  déterminant  convenablement  les  constantes  A  et  ,B. 
La  proposition  contenue  dans  le  corollaire  111  est  due 
à  M.  Hesse;  le  corollaire  I  et  le  théorème  lui-même  sont 
dus  à  M.  Cbasles,  el  c'est  M.  Hart  qui  en  a  tiré  le  pre- 
mier les  conséquences  que  nous  venons  de  présenter  ('*'). 

559.  Th£okèhe  VI,  —  Les  coordonnées  rectitignes 
de  chacun  des  neuf  points  d'inflexion  d'une  courbe  du 
troisième  degré  sont  exprimables  par  des  fonctions 


(*}  Yoir,  ,\  ce  SDJet,   une  Note  de   H.   Salmonj  itaàrée   dam    le 
tome  XXXIX  du  foamal  de  Crelte,  p.  366. 
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algébrùjues  explicites  des  coefficients  de  Véquation  de 
la  couine. 

En  e&t,  aoit 
(■)  .=o 

l'équation  d'une  conrbe  dn  troisième  degré.  Les  neuf 
points  d'inflexion  de  cette  courbe  sont,  aussi  comme  on 
l'a  vu,  sur  la  courbe  du  troisième  degré  qui  a  pour  équa- 
tion 

&uz=o, 

en  sorte  que  si  \  désigne  une  constante  indéterminée, 
l'équation 

(2)  l.+i«  =  o 

représentera  généralemeni  toutes  les  courbes  du  troi- 
sième degré  qui  passent  par  les  neuf  points  d'inâeiionde 
la  proposée.  Or,  nous  avons  vu  qu'on  peut  faire  passer  par 
ces  neuf  points  quatre  lignes  du  troisième  degré  formées 
chacune  de  trois  droites  ;  donc  il  y  a  quatre  valeurs  de  1 
pour  lesquelles  l'équation  (s)  se  décompose  en  facteurs 
linéaires.  En  outre,  d'après  le  corollaire  III  du  précédent 
théorème,  on  a  identiquement 

A  et  B  étant  évidemment  des  fonctions  entières  de  Jt  dn 
troisième  degré.  Or,  si  l'équation  ^u  -f-  Au  =  o  repré- 
sente trois  droites,  l'équation  A(X»  +  Au)=o  on 
Au-f-BAu  =  o  représentera  aussi  les  mêmes  droites 
(n"  548)  ;  donc,  dans  cette  hypothèse,  on  a 

(3)  A  — lB  =  o  (•). 

(*,}  Dam  un  l>can  HémoiTe  pablié  ao  tenie  XXXDC  du  loanal  ie 
Crelle,  M.  Aronbold  a  obtenu  efléctivemenl  cette  éqnatioD  du  qui- 
triime  degré  ru  X  bous  une  forme  bien  remarquable.  Car  les  coefficienla 
a'eiprimeDt  par  deui  fonction»  sealement  dei  eoefficïenta  de  l'équation 
de  la  coutbe  proposée. 
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Si  l'on  résout  celle  équation  du  quairième  degré  en  X, 
que  l'on  prenne  pour  i  Tune  quelconque  de  ses  racines 
et  qu'ensuite  on  résolve  l'équation  (a)  par  rapporta 
l'une  des  coordonnées,  on  trouvera  nécessairement  que 
les  trois  valeurs  de  celle  coordonnée  sont  des  fonctions 
linéaires  de  la  deuxième  coordonnée.  La  décomposilion 
de  l'équation  (2)  en  facteurs  linéaires  étant  ainsi  effec- 
tuée, on  aura  tes  équations  de  trois  droites  contenant 
chacune  trois  des  neuf  points  d'inflexion  de  la  proposée, 
et,  pour  avoir  les  coordonnées  de  ces  neuf  points,  il 
suffira  de  chercher  suceessivemeiit  les  solutioius  cont- 
munes  à  l'équation  (i)  et  à  l'équatioa  de  chacune  des 
trois  droites,  ce  qui  exigera  seulement  la  résolution  de 
trois  équations  du  troisième  degré  à  une  inconnue. 

Il  s'ensuit  que  les  coordonnées  des  neuf  points  d'in- 
flexion sont  exprimables  par  des  fonctions  algébiiques  . 
explicites  des  coefficients  de  l'équation  proposée, 

CoHOLLAiBE.  —  Vêquaùon  du  neuvième  àegié  qui  a 
pour  racines  les  abscisses  des  points  d'inflexion  d'une 
courbe  du  troisième  degré  est  toujours  résoluble  algé- 
briquement. 

Sur  an  tliéorèmede  Steiner  relatif  aux  courbes 
du  troisième  degré. 

.  560.  Si  u  désigne  une  fonction  homogène  du  degré  n 
des  trois  variables  x,y,  z,  l'équation 


représentera  une  courbe  du  degré  n  dont  les  coordonnées 
seront  —  r  — 

L'équation  de  la  tangente  en  un  point  {x^y,  e)  de  la 
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courbe  (i)  est  ■  ■  -  -  »  'h  tt-  :il  *Hi.b  ,giipi-  r 


<i  Von  ajoate  le  terme 


qui.jiîst  i.4t:pUç|uei9etit  uul,]a,p);^C:é^çnte:é^a4Mcn;ipi;f^-,. 
dra-^a  fortne>     ,  ,       !-.,;';.■    :■  . ,    '.     .■■■'■■.:■■■,.''  i  ■  ■■■■• 

à. CM»©, de:-.:-    :■..!.-<■.    .[.-.-,.    .,|  t.  !  ■  ■'.-.i  .i-i    ■-■'Il    .'    ;! 

.;,  :\    . ■.,-!*.    ..  rf»-    i  ■  itltt-   ;    -rf»-.-      ■■'    ''i   •,    ■;■    l'j'   '  .■'•'  : 
«-^  +  r-j-  +  s-T-  =  nM  =  o.  ' 
,,,[    ^  .     ,i4y.        lia    .    1     ;..-,■..,■.;  ^i   .  :■..  ■,■:•■ 

S»  les  (quantités  X,  Y,  Z  se  rapportent  à  un  point 
donné  M,  l'é^jualioD  (2)  représentera  ipe,  cqj^^-);»?  d**  . 
degré  n  —  i,'ei  ceue  courbe  coupera  la  proposée j^if^ 
n[n  —  t)  points.  Il  a'eusuit  que,  par  le  point  donné  M, 
on  peut  mener  en  général  n(n— ^i)  tangentes  à  la 
courbe  (1). 

Dans  la  cas' dé  n=='3Vl'équ'àtron'(2)  représéntia  une 
ligne  droUe  qui  est  la  pôUirè'  du  pioînt  ffl  par  rif^pôrl'à'  ' 
la  ï;dhf(jiié  (1)  ; 'oettt'é^titiliôh'  (a)"nfe  «iBa'ti^'tfâs^fii^iif 
on  remplace  X;  Y,  Z'-pa^jt,  y,'  iët'  ih'ie^ii^é'/AVVÎl 
eÇpt,  &i  l'on  pose,  comme  au  ^"-^4^»   t-.i^  •■':■.■,:■■,• .  rii'.iin.* 


d^~ 
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on  aura,  flsns  le  cas  de  n  =  a, 


(-^«..i; 


et,  comme  les  quantités  »,,, ,  u,,,,...  sont  ici  des  con- 
stantes, il  suffit  de  substituer  les  expressions  précédentes 
dansTéquation  (a),  pourjustifier  notre  assertion. 

561 .  Considérons  maintenant  le  cas  de  n  =  3  ;  l'équa- 
tion (a)  représentera  une  conique  qui  déterminera  sw 
la  courbe  proposée  les  points  de  contact  des  six  tan- 
gentes qu'on  peut  lui  mener  par  le  point  donné.  Pour 
abr^er,  je  représenterai  cette  équation  (s)  par 


et  le  centre  de  la  conique  sera  déterminé  par  les  équa- 
tions 

*  —         ^  — 

D'après  cela,  si  Ton  veut  avoir  la  condition  pour  que 
la  conique  (a)  se  réduise  au  système  de  deux  droites,  il 
su^ra  d'exprimer  que  les  trois  équations  précédentes  sont 
satisfaites  par  les  mêmes  valeurs  de  X  et  de  y.  Or,  les 

dernières  équations  réduisent  f=oà  ^  =  oi  donc  la 

condition  demandée  s'obtiendra  en  éliminant  x  et^  entre 
les  trois  équations  du  premier  de^ré 
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càtlt'dans  celiie-cî-u  bat-  ^t  i^^  -r',  succeisWeMéri^i'dbni!?' 

'....>\i   A  ,,,■■,'■  \  ■'•■  fA  «ÏTit^f-  ..■■.  ,!■;<,■■■-.,...',.!■ ■ 

d'après  ce  qui  a  élé  dit  plus  ^m,  eU,eg.ne,çhaiïg^qP((,g!lïi\ 
si  l'on  y  remplace  X,  Y,  Z  par  3C,y,  z,  et  inverse meiu. 
Ott'JJbttrra'aihsi  leur  donner  fieile  forme  :  ' 

.-.six""'.*-'-'  .W'«Ki;i>^ir-U>i)-+'-»Ui.»^>o,  ■■  ^'■■■vM  .■-  ". 

eu  représentant  par  U,  U,,],  Ui,ï  , . . .  ce  que  defienneiii 
u,  Ui,i,  u,,i,...  quand  on  ^critX,  Y,  Z  au  lieude  J7, y,  z. 
Maintenant  l'élîniinatïon  de  x  et  de  r  entre  les  équa- 
tions (5)  donne 

(4)  •     iii  =  o, 

^U  étant  le  détérmiDant  ie  U;  on  a  aiusl  ce  théorème  : 

Tm^itiiinl.  -^  Soient  w  utiefoiretiôn  entière'  et  bo- 
màgimvfdm>pmiii^mé'>hgré'^dm"t)i»iabtëi'ye-,y\;é,''À  &V' 
le  \iéternnnant^e'>uV  Soient  d/issl'U  et  àWifé ^tài'âtf^'' 
fA/iMMBi.fi  «t  ùtû^^ua/t^  ùn-écnt'X,  Vv  2'aû'^fei*'(fe■■ 
a:,  j,  z.  Pour  que  les  points  de!  eontact^s  six^iartg^tér  ' 
méaèe^  àAt  càurbv'uési'ù  parîe\pàint  [^,  Y,  Zl  i^ieiit 
situés  sur  dèttx  droim;  ilfcmt  et  il'safjît'qàe'rok  iitf' 


fltil  en  résulte  cette  conséquence  importante  : 

CobolliiBe.  • —  Par  un  point  d'Htflexion  ■  d*<tim>' 
cotf'bgd»  trpisièm^^gfv  vitgxut  Méne^iàçeétecou^ie 
troff  ^ngentçsj  ittd^pen^tunmenit  de^ cttUaqmtàunkç !»• 
cqmieaftpiiia,(:(i'infieiiciott,etJes'poifttà  de\conftBXd»-\ 
fu.dPtiç&e  ftfW' cef-trtu's:  Uutgetites açatvHligHf'tiHiSuit' 
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■lëfiSi  >Les  ooneitlrfi-atiiïnr  qui  prtcèJanl  n««is  ^met-' 
Upi;,(i'«t^bltr  |;if,il;téwrème  lafVant  que  Stei^ep  «-^piiMM  ' 
sans  dcmoniU-BlioB  dans  le  ti^e  XI  i»  Journaf  de  Ma-. 
thém'diiifûeiiptii-et  aï  appliquées. 

ThéobèmeII.  —  Une  cow'bo  rlu  troiîjèine  tîegjfi  ç^Jl' ^ 
tient  en  général  zy  points  en  chacun  desquels  elle  peut 
avoir  un  contact  du  cinquième  ordre  avec  une  conique. 
L'équalion  dû  yingt-seiptiême  degré  qui  détermine  ce» 
ny  points  est  toujours  résoluble  algébroqueinent. 


^  ellet,  iQÎt  F  ui>  i)Q)nt  -de  1*  «QUrU  -doopris;  «Wr 
nQi^  I^M-  tangente  à  la.  courbe  ec  -P*  'et  rencontrant  de- 
non^e^ii^  ce]U-£i  <^  M.  Menoins  enfin,  par  .le  point  M, 
trpï?  .séqapt#3vqiaj  nencoitU'ant  la  eotirbil  anic  points  -  A 
eXt  B,  C  «t.Dt  E  et  F  respectivement. 

.Si'le  p^ÎQt  1V|  est  un  point  d'inflexioa,  les  six  points 
A,,Bî  C,  P,  E.j,F  seront  surume  conitjae  (n"  ëSft),  etaî  Ton  ■ 
fait  varier  ces  sécantes  de  manière  qu'elles  tendent  toutes 
les  trois  vers  la  limite  MP,  la  conique  variera,  et,  à  la 
Kmite,  «lie  aura,  avec  I«  courbe  donnée,  «K  points  con- 
muns  confondus  eu  un  eeulf  il  y  aura  doa«  en  F  couUct 
dtt  cinquième  ordre.  , 

Mais  si  )e  point.  M  u'cst  pas  nn  point  d'inflexion,  ta 
conique  déleimioée* par  Ins  cinq  j^iitla  B,  C,  D,  E,  F  ne 
paaaera  pas  par  le^poi^itA,  quelque  voisine  de  MP  que 
ioitMABtetelle,ci»pera^(Wwbedotio4een  un  fiizièttte  ' 
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point  A';  donc, quand  on  arrivera  à  la  1imilb,'tâ'èbnî(![tlé 
devÎMidra  oscnlalriceËQ  P>àla  conrbe  donnée,  comme 
dans  le  premier  cas;  mais  elle  coupera  celle-ci  en  un 
nouveau  point  et  elle  aura  seulement  avec  elle  un  con- 
Uct  db  qiiBUiime  ordre.  '  '  i'  i 

Il  résulte  de  là  que  les  points  P^  qui  possèdent  la  ni-o> 
prieté  contenue  dans  l'énoncé  du  théorème,  sont  les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  courbe dooni^ 
par  ses  divers  points  d'inflexion  ;  et  puisque,  par  chaquf 
point  d'inflexion,  on  peut  mener  trois  tangent»,  ^é 
nombre  total  de*  points  P  est  3  X  9  ou  27.       .    , 

Enfin,  les  coordonnées  des  points  d'inflexion  sont  ex- 
primable'pal-  de»  fonctims  algiébrfques  explicàies  des 
coeflicieuts  de  l'équation  qui  représentela  courbe  donnée; 
en  outre,  la  détermination  des  trois  points  P  qui  répori- 
de^tau  même  poi^t  M  dépend  seulement  d'une  équatîop 
du  troisième  degré.  Donc  l'équation  du  vingt-septième 
degréj  dont  dépend  la  recherche  des  27  points  P,  est  Ion- 
jéilW  riïsoluble'algébtiqneBieilt.  

Ptoprvêlê 'de  l'étjuaiion  da  neuvième  degrié  gui  a  pour 
racînés  les  aBsclssesàes  point  dVnflexion  d'une  courbe 
du  troisième  degi-é. 

563.  Soit 

(0 ,    _      ,'  .    >  =  "    ',     ^''/ ,!    .„.V 

l'équation  d'une  courbe  du  troisiètne  degré  entre  les  coor- 
données rectilignes-et -;  nous  avons  vu  que  les'poînts 
d'inflexion  de  cette  courbe  sont. sur  une  seconde  courbe 
du  troisième  degré, 
12)  4«  =  o.    .. 

Si  l'on  élimine^  entre  les  équations  (t)  et  (s),  on  obtient 
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•virim  ■>:■ 

,rr..i»\WT(»,,lv„, 

m'MWoft    i  , 

..  ij,.'..;;^ 

m-  ■■■■■' 

■  »=;à,  "  '  ■■■■■■■    ' 

homogène  ^ar  rapport  à  :i;  el  z  et  du  neuvîAùe  He^ri. 

Cette  équation,  dont  les  racines-  reprétenieni  lés'att- 

sqsses  des  points  ^'inflexion,  est  toujours  rësotulile  algé- 
Vriquement ,  comme  nous  l'avons  démontré  pli^s  haut. 
Mais  il  existe,  eptre  les  racines  de  l'équation  (3j,'âes  ré- 
llitions  remarquables  que  nous  allons  faire  connallre/i 
d'après  M.  Hesse,  et  desquelles  ce  géomètre  a  déduit  lit 
résolubilité  par  radicaux  de  l'équation  (3).      / 

-    :BeiMrqilo»i  d'abord  que  la  valeur  de  -  eorretpQbtlfilIp 
^  chaqif^  racine  —  de  l'équ 
foncilon  rationnelle  de  -  ei 

.()uatiop  (r).  Cel^  réaolte  ii 
que  nous  avons  exposée  ai 
deux  équations  simultanée 
nées  de  chaque  point  d'ini 
doivent  satisfaire  à  une  mèi 

,4,  2  =  r(f),        --■■■■;-      : 

oà  F  désigne  une  fonction  rationnelle. 

Soient  maintenant— >  — et —»  "^  les  coordonnées  de 
deux  pojnts  d'inflexion  de  la  courbe  (i);  la  droite  qoi 
passe  par  ces  deux  points  aura  pour  équation  lil  1: 

■■.'■•■ ■-■■  ■    ...  ■  ■■■  ■     -.-■.lii-^b 
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"Eu  désignant  tiàr —  X-  la  valeur  Commune' 'eles  deax 
membres,  il  vient  , 

OR  peut  dîspQ»er  de  t  de  tnànière  que  l'on  ail  <  =  <*  +  Iz, , 
et  l'on  voit  alon  que  notre  droite  pourra  èlre  représentée 
par  lea  trois  équations  suivantes  : 

..(5),  x^XtT^\q(\,  J-=î:jrt-t-Vi..  »::?#frf-ï»o.'  . 
,Au  moyen  de  ces  équations,  on  obtiendra  tous  les  points 
de  la  droite,  en  donnant  àï  toutes  les  valeurs  po^ibtes. 
Ôr,  d'après  le  théorème  du  Mactaurin  démontré  au  n'SSf, 
cette  droite  coupe  la  courbe  (■)  en  un  troisième  point 
.  d'inQexion;  poi^r  avoir  la  valaur  de  \  qtii  coDvi»it  à  p 
troisième  poiiti,  il  sumi  de  porter  dam  l'équation  (i)  les 
valeurs  de  j",^,  z  tirées  des:  équations  (5),  et  de  résoudra 
ensuite  l'équation  obtenue,  ainsi,  par  rapport  i  X.  Par 
cette  substitution  il  vient   ' 


(6) 


■V  («).  =  ■>■ 


i.'.-Wê).-.(l).-(S).] 
^    %(S);-($).-(S),]\ 

les  ludtces  o  et  i  indiquant  que,  dans  les  expressions, qui 
on  sont  affeclées,  on  doit  mettre  x^  »  j^a  «  t^  ou  x^ ,  yx_,  «t 
à  la  plactt  de  x^y,  z.  En  effet,  il  résulte  immédiatement 
de  la  formule  de  Tajlor,  qu'après  la  substîlutïoD,  les  deni 
premiers  termes  de  u  sont 
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et  ^1  es^  ^ïidÇQl  que  les  4çuX|  derpiers  teri]oe«,^i^HlHi:^-:|a 
âéâuirede  ces  deux-ci,  en  chai^eant  x,,y,j  r,,,  ^\,yi, 

Si  l'on  supprime  les  termes  (u)«  et  (u)i  qui  sont  nnls, 
l'équation  (6),  divisée  par  X,  donne  (a  valeur  suivante 

""    ^_ .^IMIk^. 

qui  ciHivIent  au  troisième  point  d'iaflexîori'.  Si  V(^t  éê' 
-signe  p^r  ~j  —  les  cMirdomiée^  de  ce  poïnt,  et  iju't^ 
pQrt«  la  valeur  de  X,  q^ue  no^  veçons  dii;  tronv^,  ài^ 
I«a  ët^atiOMB  (5),  onaura  .    '  ..   .        .   .    ,' 


i 


-[-■(£).^-.(l):--(S).]-4'(£).--(è).-^^(^).] 
■•■['•{Ê).-|.(l),-(S),!-[-(l).-'?(S).--,(S).] 

Considérons,  «n  parUfiUlier,  la  première  jde  ce*  éqya* 

""  tîons  :  le  second  me inlire  ne  chaoga'pali  quaid  on  change 

Xt,  Yt\  'a  en  J^ii.j^i,  fi,  et  réciproquement;  en  divisapt 

'le  numéi'atéuretlc  dénominateur  dé  ce  second  membre 

par  ijij, 'il  prend  la  forme  :     '   <      •  • 

U'  ^.'  »-■'  «iM  •  '■■■  ■  ■■■■  •'■■", 

f  déûgiiant^tii^efonoùott  .rationnée  qi£  ne  «bange  pas 
quand  on  intnepoae  les  indices  o  fX'\ .  Orj  d'après  l'^ua- 
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lion  (4)(  otLA  !'':'jt  I' 

FilétigauituDe  fonfllien  NtioDodle*  Dooo,KT^|ir'ide 
—  peut  se  réduire  il  la  formé  suivante, 


'(?•?)• 


B  désignant  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
deux  quantités  qu'elle  renferme.  Il  est  évideai.4]uel'«qiu- 
tion  |irécédente  ne  cessera  pas  d'être  exacte  si  l'on  exé- 
cute  une  substitution  sur  les  indices  o,  i,  a;  car  on 
serait  arrivé  directement  aux  ét^uations  qu'on  obtient 
par  les  substitutions,  en  partant  du  premier ,  point 
d'inflexion  et  du  troisième,  oxf  du  deuxième  et  du  troi- 
sième, au  lieu  de  partir  du  premier  et  du  deuxième. 

Donc  les  abscisses  —y  — i  ~  de  trois  points  d'inflexion  en 

î,    e,     a,  '^ 

ligne  droite  satisfout  aux  trois  relations  ' 


•fe?)- 


où  6,  nous  le  répétons,  désigne  une  fonction  rationnelle 
et  symétrique.  De  cette  propriété  résulte,,  comme  on  va 
le  voir,  la  résolubilité  de  l'équation  (3)- 

Sur  la  résolution  algébrique  d'une  classe  d'ctjualioni 
du  neuvième  degré, 

564.  Il  était  intéressant  de  chercher  è'  rsltacher  la 
question  partîcnlière  dont  nous  venons  de  nous  occuper, 
à  wne  tl»é<HiepluB  générale;  c'ast  >oe  qu'oiivit- inis^en- 
reuwmeat  Mi  Hcese  en  établidsuit  ted 
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THéoBÈMB.  —  Soient  ,  ,,       ;     ,,  .  , 

(')  ..-,■;,        X{«),^0.   ,  ■■ 

une  équation  du  neuvième  degré  et  S  une  fonction  ra- 
'tiàtifMilà  y  *yiÀélrùfm.<JMmé€  de  .détail  varifièht.  Si 
Vêquation  proposée  a  cette  propriété,  que  deux  racines 
quelconques  x^  et  x  fournissent  une  troisième  racine  jf^, 
de  telle  sorte  qu'on  ait  en  même  temps 
j»)  *,  =  fl(*,,  *„),  ^,  =  6('^.  ^.)'  ^,«  =  ''(*,,  'xh 
:*^té  équation^  sanrétQbnhi^  aigébnqueatûnt,.  ■ ,   ^  .  - , 

On  voit  que r^quatïôn  qaî  a  pour  racines  les  abscisses 
des.poînts  d'inflesloh  d'une  coûrbe'dù  trbisiënie  degté  a 
la  propHeté  dont'ïl  s^agilicî.     ' 

M,  Hessenommé  racines  conjuguées  ti'fiis  râcincs'de 
réq^uat{ou /i)  qui  satisfont  aux  rélaiîond  (2)V'H  est  ai- 
dent que  chaque  racine  faît  partie  de  quatre  cotiibiiiai- 
"soaft^dë>trMs|iunqB9«anJDguée6;  pr  «lÙM^  ei),ilp}Rp{«nt 
quatre  combinaisons  pour  chaque  racin^,  on  aurait  4^9 
ou  irente-six  combinaisons  ^  mais  chacune  de  ces  com- 
binaîson9.setix>uvaat  répétée  trois  fois^'Op-voît  qu'il  n'y 
a  que' douze  combinaisons  distinctes  de' cacînes  conju- 
iguées.  Et.  comme  le  nombre  total  des  copibînaisons  de 
trois  racines  est  84v^  J  a  soixantè-douzé  combinaisons 
de  trois  racines  non  conjuguées.  '     ''  '  "'"'■   '  '' 

Considérons  l'un  quelconque  3esqù'alté  groupes  de 
racines  conjuguées,  et  désignons-le  par 

I  ■(lOwpeutjSupposerqueff'^,^^,  pf^,pp  (pîpnt;  point  conju- 
: '<^éefl,-erjipat?  suites -otE pou cvaies'CO biidéœf  oiumiM'tf ois 
•  >i^kibSiqàtdaimqaes-tioii.eàa']9^mjAloH,i-a}tnax  lieu 
i'<MiiKstMigae«étrd  eoK.kfciodioeB-^fflCft^Û'  «tifftVMet'fi", 
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on  aun  ces  trois  combinaimns  d«  raeîaes  cei^iigiiMi,  ' 


les  six  autres  combinaisons  de  racines  conjngnées  sont 
alors  nécessairement 

On  voit  que  les  neuf  racines  sont  exprimable^  en  fonc- 
tion rationnelle  de  trois  racines  non  conjuguées  queIctKi- 
qaes  x^,  x^,,  x^  ;  on  a  efiectiveuient 

Cela  posé,  désignons  para  nue  constante  indéterminée, 
et  formons  la  fonction  symétrique  suivante  de  trois  rfi- 
cines  conjuguées  quelconques  x^,  x^,  x  du  troisième  de- 
gré par  rapport  à  a,  savoir  : 

(4)  ^.,„  =  {-^'.)('-'>)("-^)>:'       '  '"'. 

en  remplaçant  x^,  Xj^,  x  par  chacune  des  d6nze  combi- 
naisons de  racines  conjuguées,  on  obtiendra  les  di^ie 
valeurs  distincttis  dé  la  fonction  j'^  ^    . 

Formons  ensuite  la  fonction  symétrique  suivante, 

(5)  »=(«-J'.,,,,)(«-:r..,y,,0{S-rAJ-.x)' 

qui  est,  du:  troisième  degré  par  rapport  k-  findéleimir 
néeë.  Soient  ?»j(«i,  ?,,,«,  les  quatre  v.al^WfîS.qwepBwd* 
quand  on  y  met  successivement  pour  j^^^  j  ««^j,'  x'  V» 
Jx'  y  a.'  '^  quatre  groupes  de  ydeiu:s  qui  convienneol  à 
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ces  qnantit^.  Foriaoa»  cnfiu  l'équAlio»  do  ^uuàime 

degré 

(6)  i'-t-A,i'  +  A,z'-hk,»  +  At^o, 

'^ui  a  pour  racines  2oi  Sn  ■z«i  ^s- 

Je  dis  que  les  coefficients  de  l'équation  (6)  sont  expri- 
mables ratioDD  elle  ment  en  fonction  des  quànùtés  connues 
de  l'équation  (i)  et  de  la  fonction  6.  En  eHet,  un  a 

11):  J-.',/,,'    ={—'A{'-'>'){'-'^)' 

(j-,-,i-,,-=("-V){"-'rt(»-v)' 

en  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (5)  et  en  se  ser- 
vant des  formules  (4),  on  aura  la  valeur  de  z  exprimée 
en  fonction  rationnelle  de  trois  racines  non  conjuguées 
1  x^i  x^,y  x^„,  savoir  : 

0).      ,        ,  ,    •  =  +  {,X„:.,,,v), 

et  celle  fonction  ifi  sera  symétrique  par  rapport  a  x  y  x  i 
X^-;  car  il  est  aisé  de  voir,  d'après  les  formules  (3),  qu'en 
permuUntces  trois  racines,  lesquantiléaj*^  ^  u^Xt'  y  «.■> 
J^t'  i'  11'  '^^  ^°^^  l*?^  '^  changer  les  unes  dans  les  autres, 
ce  qui  ne  change  pas  la  valeur  de  z. 

Élevons  le  second  membre  de  l'équation  (8)  à  une 
puissance  entière  quelconque  de  degré  m  j  désignoas  p«r 

la  somme  des  termes  qu'on  déduit  de  <^{x^t  x^,  xA"  en 
{ipenant  ancoessîvement  pour  x^,  x^,^  x^,  les  soixaftte^ 
dooze  combinaisons  de  trois  raeines  non  conjuguées  ;  par 
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Ut  somma 'du.  teniM«.gu'oa  déduit  ^  i|«^«'j,«>jr|,',,:v^)r  elï 
prenant  saccessivemcnt  pour  x^,  x^,,  x^„  les  doit^  çom- 
bÎDaisoas  de  racines  conjuguées}  enfin  par         "^ 

la  somme  de  lous  les  termes  qu'on  déduit  de  i|i  (-1^^)  â^^' >  ^«')" 
en  prenant  pour  x^ ,  x^,^  ar^»  toutes  les  quatre-vingt-quatre 
combinaisons  de  trois  racines.  On  aura 

■      (■■'  =2*K.»^.-..)^  :;     ,   ■ 

Le  second  membre  dé  cette  formule  (9). est  une  fonc- 
tion rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les  racipe», 
et  l'on  peut,  par  conséquent,  l'exprîmcir  ^  fonç^oft 
rationnelle  des  quantités  connues.  Il  en  est  de  ptâme  de 

V 'f'(J!'^ï  ^,'1  ^j,")")  en  effet,  x,  *j,,,  jr^j,  étant  drâ  ra- 
cines conjuguées,  on  a 

H'„  '.:  v)-=  tK.  '/.  •('..  ».•)]■=+{•'.■.  '.-.  K',-'.-)r 

.     .  =tl":>;'"^'»('<^"i)r'    ,     ;^. 

d'où  il  siiit  que 

2'+ ('"'>■►'"■)■  ,      ' 

est  égale  au  tiers  de  la  somme  des  trente-six  valeurs  que 
prend  .  r.         / 

,.     ..        H^-«  ^-''  M'-r  .*X')^.  ^     ■:      "-n    .„,,..l 

quand  on  prend  pour  x^,  x^,  les  trente-six  combinaisons 


^laiiizodbvGoogle 


.StKtMH   V.'  —^  CHiPtTIlB  ITV  -  SOB 

de  de^-^cànss.  En  désigaint  ctnte'  «onltnepar  I« 
sï^beV'  on  a 

el,  par.juite,       ^  ^  , 

" '''  1  '2'+ K. '.■.',-)■ =2 *('"■'-■ '">•)'" 

ce  qui  montre  que^l  'f'(^>.'  ^x''  ^»°)  ^^^  •">*  fonction 
rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les  racines;  on  peut 
dMic  l'exprimer  en  fonction  rationnelle  des  quantités 
CDQtiues.  Si  maintenant  on  remarque  qu'aux  soixante- 
<iioi)ze  Combinai sods  de  racines  non  conjuguées  répon-- 
dent'bènletnetat  quatre  valeur^  de  la  fonction  «"*,  savoir  : 
«7>  «llî  ^î")  -îT)  s'  1''*  chacune  de  ces  valeurs  revient  dix- 
huit  foi»,  on  verra  que  l'on  a 

<„),,  .<+.><+<=^2"+{'- '.'.'.■)-• 

En  donnant  au  nombre  m  les  valeurs  i,  3,  3,  4t  on  ob- 
tiendra, par  la  formule  (i^),  les  sommes  de  puissances 
semblables  des  racines  de  l'équation  (6)  qui  sont  néces- 
saires pour  calculer  les  coetUcients  A,,  A|,  A|,  At;  on 
voit  que  ces  coefficients  se  trouvent  ainsi  exprimés  en 
fonctïànrbtièuiletleâesquantités  connues.  ' 

Voici  maintenant  comment  on  obtiendra  les  racines  dé 
l'équation  (i).  On  cherchera  une  racine  quelconque  de 
l'équatiçn  (6).  Cette  racine  sera,  d'après  ce  qui  précède, 
line  fonction  entière  et  du  troisième  degré  de  l'indéter- 
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minée  £;  en  égalant  à  zéro  celts  racine, -on  aurkun*  équa- 
tion du  troisième  degré  en  S  dont  les  racines  seront  les 
trois  quantités  qui  forment  I'ud  des  quatre  groupes  dans 
legcjuels  se  partagent  les  douze  quantités  y^  j  .  En  éga- 
lant k  zéro  une  de  ces  nouvelles  racioe»,  on  avra  une 
équation  du  troisième  degré  par  rapport  à  l'indétermi- 
née «  ;  les  trois  valeurs  de  a  racines  de  cette  équation  se- 
ront trois  racines  conjuguées  de  l'équatioh  (i).  Pour  avoir 
toutes  les  racines  de  l'équation  (i),  il  sufSt  d'opérer  de  la 
même  manière  avec  chacune  des  racines  de  l'équation  (6). 
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SUR  LES  ÉQUATIONS  RÉSOLUBLES  ALGÉBRIQUEMENT. 

Sificherchcs  de  Galots.  Théorèmes  généraux. 

t>6â.  L'analyse  que  nous  avons  développée  dans  le* 
deux  Chapitres  précédenls  nous  a  conduit  à  la  résolution 
algébrique  decerlaines  classes  d'équations.  Mais  ces  équa- 
tions si  remarijuables  sont-elles  les  seules  qui  soient  sus- 
ceptibles d'une  telle  résolution?  Quelles  sont,  end'autres 
termes,  les  équations  résolubles?  Telle  est  la  question 
qui  vient  se  poser  naturellement  et  à  laquelle  Abel  et 
Galois  ont  les  premiers  attaché  leur  nom. 

Je  me  propose  d'exposer  ici  la  théorie  contenue  dans 
le  Mémoire  de  Galois  intitulé  :  Sur  les  conditions  de 
résoluhilité  des  équations  par  radicaux }  ce  Mémoire  a 
été  publié  pour  ïa  première  fois  en  1846,  dans  le  tome  XI 
du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées , 
quinze  ans  après  la  mort  de  l'illustre  auteut.  J'ai  suivi 
l'ordre  des  propositions  que  Galois  avait  adopté,  mais 
j'ai  dû  le  pins  souvent  suppléer  à  l'insufGsance  des  dé- 
monstrations. 

Nous  avons  déBni  avec  précision  (n"'  100  et  315)  le 
sens  qu'on  doit  attacher,  dans  chaque  cas,  aux  dénomi- 
naiions  Ae  diviseur  rationnel  d'une  fonction  entière,  et 
généralement  de  quantité  rationnelle,  ainsi  qu'à  celles 
de  fonction  irréductible  et  d'équation  irréductible,  Noos 
avons  dit  aussi  qu'une  équation  irréductible  donnée  peut 
devenir  réductible,  lorsque  l'on  admflt  à  figurer,  pannî 
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les  quantités  coimaes,  certaines  quantités  i|uï  >  n'étBiraSt 
pas  d'abord  regardées  comme  telles. 

En  général ,  quand  cous  conviendrons  de  regarder 
comme  connue  une  certaine  îrralioanetle,  par  exemple 
une  racine  d'une  fonction  rationnelle  des  quantité  con- 
nues, nous  dirons  avec  Galois  que  nous  adjoignaus  cette 
quantité  à  l'équation  proposée.  En  d'antres  termes,  la 
quantité  dont  il  s'agit  sera  dite  adjointe  à  l'équation. 
Alors  une  quantité  sera  rationnelle,  si  elle  peut  s'ex- 
primer par  une  fonction  rationnelle  des  quantités  primi- 
tivement connues  et  des  quantités  adjointes.  Âinai  l'é- 
quation 

jc'  +  x' — 4^" — 4'^"'"  1  =^  o» 

dont  dépend  la  division  du  cercle  en  quinze  parties  égales, 
est  actuellement  irréductible,  parce  que  les  quantités 
regardées  comme  connues  sont  ici  les  seuls  nombres 
rationnels;  mais  elle  deviendra  réductible,  si  on  lui  ad- 
joint une  racine  de  l'équation 


c'est-à-dire  si  on  lui  adjoint  le  radical  v'S  ;  effectivement, 
son  premier  membre  est  le  produit  des  deux  facteurs 

lesquels  sont  rationnels,  après  l'adjonction  dont  il  vioit 
d'être  question. 

Les  recherches  de  Galcàs  reposent  sur  les  proposilioas 
démontrées  aux  n"*  490  et  492,  qui  acquièrent  ainsi  une 
importance  considérable,  et  sur  les  propriétés  des  sys- 
tèmes de  substitutions  conjuguées.  G^loîs  emploie  la  con- 
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sidératwa  âca.gitu^>c»:de  pernmtadons  dont  soua'urotw 
parlé  aux  n"'  430  et  431,  mais  il  doub  a  paru  préférable 
d«  ntma  en  tenir  aux  substitutions.  Au  reste,  ce  n'est  là 
qiL'vn  simple  cbaQgeinetit  dans  la  forme  dee  ^noDcés  tles 
tb«oFèEMi,  car  il  n'y  a  lieu  de  considérer  ]^"j4ennuta- 
ticos  qu'au  point  de  vue  des  subaiitations  par  lesquelles 
OQÎ paisse  des  unes  aux  autres. 

566.  TflÉOBÈKE  ï.~-Soit    ' 
{')...  /W  =  o 

tme  équation  de  degré  n  dont  les  n  racines 
(2)  X,,  xt,  xt,...,  j;,_, 

sont  inégales.  Il  existe  toujours  un  système  de  substi- 
tutions conjuguées  G  jouissant  de  la  double  propreté 
suivante  1 

i"  Que  toute  fonction  rationnelle  des  racines  dont  la 
valeur  numérique  est  invariable  par  lessubstitutiOnf  dà 
G  soit  exprimable  en  Jonction  rationnelle  des  quantités 
connues  ; 

a"  Réciproquement ,  que  toute  Jonction  rationnelle 
des-  racines,  exprimable  rationnellement  par  les  quan- 
tités-connues,  conserva  la  même  valeur  numérique 
quand  on  lui  applique  toutes  les  substitutions  de  G. 

Il  est  bien  entendu  que,  dans  cet  énoncé ,  nous  com- 
prenons parmi  les  quantités  connues  celles  qui  ont  pu 
être  adjointes  à  l'équation. 

Soit  V  une  fonction  rationnelle  des  racines  (a)  telle, 
qibeJeS'. 

H=  1.2. ..« 

fonetioDS  quf'çn  en  déduit,  par  les  substitutions,  aient  des 
vdenr»  ntiDiériques  in^tesj  par  exemple,  on  pourra 
faîxe 

_.     ,     ,      ,  ;y=f  <i,*,;+a,a!,.-+-.  .  .-f-<^_i.*»-i, 

II.  39 
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«»,«,,...,  er„^i  étant-des  oombres  eaùes;^  cqnTeqahleiqpf Jt . 
choisis.  Soient  encore 

)!éqiiMtia>  4h  degré  N  qui  a  pour  racines  Ica  N  valevra 
de  V,  et  F(V)  un  diviseur  irrëduclible,  d'un  certain 
degré  v,  du  polynôme  ^(V).  Désignons  enfin  lec  v  ra- 
cines de  l'équaiion  i  ■  •..■+' 

^^y  '  F[v)^o'     ;  '■  ^  \, 

par  .;....■ 

.(4)  '  v„  v,,'v,,...,  V,_|J' 

D'après  le  ihéoième  du  n°  492^  les  n  racines  x  de  l'é- 
quation (i)  pourixint  être  représentées  par  Tune  quel- 
conque des  lignes  horizontales  du  tableau  ' 


(5) 


^ai^h  ^1  (^)i-  ■■  étaatdes  fauctioos  ^«liouiieltea  de  V 
et  des  ({uanlitiÉs  connues.  1«  ubleAW  (5.)  renferme- aissi  w 
permutatioiia  des  racines  x,  et  uou?  avoQs  démontré  am 
n'^  492  que  ces  permutations  forment  un  gioupe,  c'cst^ 
à-dire  que  les  substitutions 

(6)  if  S,,  S,,...,  S,i,,        '       ■ 

par  lesquelles  on  obtient  les  v  permutations  (  5  )  «a  moyen 
de  la  première  d'entre  elles,  constituent  un  système  çqh- 
jugué  G.  Je  dis  que  ce  système  G  jouit  de  la  double  pro- 
priété énoncée. 

En  ellei,  désignons  par  il  une  fonction  ratïonpeUe  des 
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ribltt«d{'ii)'etpbsoAs  ' 

12  sera  une  foDction  rationnelle  de  V„  et  I'ob  pourra 
écrire  '   '' 

il)    ;    ■  ■a  =  T(V.), 

f  étant  une  fonction  rationnelle. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  la  valcor  numérique 
de  il  ne  soit  pas  changée  par  les  substitutions  (6)  du 
système  G;  comme  ces  substitutions  peuvent  s'eSectuer 
en  remplaçant  successivement  V,  par  chacune  des  va- 
leurs {4)f  ou  ahra 

et,  par  suite, 

nr=i[l'(V,)+T(V,)4-...  +  V(V,_,)]. 

-le  second  membre  de  cette  formule  est  une  fonction  sy- 
métrique des  racines  de  l'ëquatioa  (3)  ;  donc  A. est  expri- 
mable en  fonction  rationnelle  des  quantités  connues.  ' 
'  Pour  démontrer  la  réciproque,  supposons  que  ïî  soit 
exprimable  en  fonction  rationndie  des  quantités  connues. 
Alors,  d'après  la  formule  (7),  Vg  sera  l'une  des  racine* 
dé  l'équation 

V{V)  —  a  =  oi 

mais  comme  V,  est  racine  de  l'équation  (3)  que  noua 
supposons  irréductible,  toutes  les  racines  de  cette  équa- 
tion (3)  doivent  satisfaire  à  l'équation  précédâite,  et  l'on 
a  en  conséquence 

a  =  T  (V.)  cir  T (T,)  =.  .  .=  T  (V,_,)  ; 

la  Taleur  numérique  de  £1  eat  donc  inTutable  par  l«a 
39. 
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substitutïODS  de  G,  ce  qui  achève  la  démonstratioD  da 
théorème  énoncé. 

Pour  abréger  le  discours,  je  donnerai  le  nom  âe  Jonc- 
tion résolvante  à  la  fonction  V,  et  l'équation  irréduc- 
tible (3)  sera  diie  équalion  résolvante. 

567.  Théorème  II.  —  Toute  substitution  (/ui  jouit  de 
la  double  propriété  mentionnée  dans  l'énoncé  du  prê~ 
cèdent  théorème  appartient  au  système  conjugué  dont 
ce  théorème  établit  l'existence. 

Conservons  toutes  les  notations  dont  nous  avons  fait 
usage  dans  la  démonstration  du  théorème  I,  et  désignons 
par  X  une  fonction  des  n  racines  x^,  Xi, . . .,  x„,i  qui 
prenne  par  les  substitutions  les  K=i.2.3...n  va- 
leurs 

Xt,  X,,  X, x„_, 

numériquement  distinctes.  Soient  aussi 
X,,  X,,  X,,...,  x,_, 

les  V  valeurs  que  prend  X  quand  on  lui  applique  les  v 
substitutions  de  G,  et  posons 

îlt={X  —  X.)  (X  —  X,)  ...  (X  —  x^,), 

X  désignant  ici  une  indéterminée.  La  valeur  de  la  fonc- 
tion H  est  invariable  par  les  substitutions  de  G;  elle 
est  donc  exprimable  rationnellement  en  fonction  des 
quantités  connues,  d'après  le  théorème  I.  D'ailleurs,  il  est 
évident  que  la  valeur  de  SI  changera  si  l'on  applique  i 
cette  fonction  une  substitution  T  non  comprise  dans  le 
système  G;  donc  la  substitution  T  n'a  pas  les  proptiélés 
des  substitutions  de  G  qui  font  l'objet  du  théorème  I. 

Ainsi  les  substitutions  de  G  jouissent,  à  l'yard  de 
l'équation  proposée,  d'une  propriété  qui  leur  aj^riîent 
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exclusÏTement;  je  nommerai  ce  système  lé  système  con- 
jugué propre  à  Véquation  (*). 

S68.  THÉonfeME  in.  —  Soit  G  îe  système  conjugué 
propre  à  une  équation  donnée  de  degré  n 

(.)  /(x)  =  o, 

à  laquelle  plusieurs  irrationnelles  peuvent  avoir  été  ad' 
jointes.  Si  l'on  adjoint  à  cette  équation  une  racine  z^ 
d'une  équation  auxiliaire  irréductible  de  degré  m 

W  ,[')  =  <•• 

dont  les  coefficients  sont  rationnellement  connus,  et 
qu'après  cette  adjonction  le  système  conjugué  F  propre 
à  l'équation  (i)  ne  renferme  qu'une  partie  des  substitu- 
tions de  G,  auquel  cas  l'ordre  de  T  sera  un  sous-mul- 
tiple de  l'ordre  de  G,  les  m  =  pq  racines  de  l'équa- 
tion (a)  se  partageront  en  un  certain  nombre  p  de 
groupes  composés  chacun  de  q  racines,  savoir: 


de  telle  manière  que  si  l'on  adjoint  à  Véquation  pro- 
posée une  quelconque  des  racines  d'un  même  groupe, 


(*]  GaloisraitinUrienlr  nn  groupe  de  permutations  coireipotHUnt  «n 
sistime  conjugué  doot  il  eat  ici  question,  et  il  l'appelle  le  groupe  de 
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le  Systems  conjugué  Ti  prppné  l'éqfiatitift  proposée  sxPn 
le  même,  quelle  que  soit  la  taeme  adjointe.  En  outre, 
les  p  systèmes  conjugtfés 

r,  i*.,  r,,..;,'  t^„   '    ' 

gui  deviennent  propres  à  l'équation  quand  on  a^oùit 
respectivement  une  ractna  des  groâpès  sueces^fij  shiwU 
semblables  entre  eux,  en  sorte  que  cfiaam  de  ies  syi' 
tèmes  pourra  se  déduire  du  premier,' eri  exécutant  une 
Tnéme  substitution  dans  les  cycles  qui  composent  les 
diverses  substitutions  de  celui-ci.  Il  est  évident  que 
chaque  groupe  se  réduit  à  une  seule  racine  si  m  est 
premier. 

Désignons  toujours  par  V  la  fonciioo  résolvante  iH  pfr 

(3)  F(V)=o 

l'équation  irréductible  de  degré  v  que  non*  avons  nommée 
équation  résolvante;  soient  aussi 

T.,  T.,  V,,...,  V,^, 

les  V  racines  de  l'équation  (3). 

Si,  après  l'adjonction  d'une  racine  z«  de  l'équation  (a), 
l'équation  (3)  reste  irréductible,  il  est  clair  que  G  <le- 
meurera  le  système  conjugué  propre  à-  l'équation  (i). 
Mais  il  n'en  sera  plus  ainsi  si  Téquation  (3)  se  réduit; 
c'est  le  cas  que  nous  avons  à  examiner. 
.  Soient  1{V,  z^)  l'un  des  facteurs  irréductibles  de  F(V) 
et  ft  le  degré  de  ce  facteur;  on  peut  supposer  que,  datit  le 
polyuàme  X,  le  coefficient  de  la  plus  baute  puissance  de  V 
soit  l'unité  et  que  les  autres  coeiHcients  soient  des  fonc- 
Uons  entières  de  la  racine  z„ .  Cela  posé,  z  étant  regardée 
comme  une  indéterminée,  effectuons  la  division  dwpelj- 
nômes  F(V),  >(V,  z)  et  désignons  par  A  (V,  z),  9<V,  t) 
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'le^otîeDt  et  le  reste  de  fMl«'<}ÎT)sion;oa  aura 

■'  ■'  '      F(V)=l(V,«)A(V,e)4.é{V,s). 

et,  d'âpre  notre  hypoïkèse,  on  a  identiquement 

e(V,  «.)■:=  Oî 

carie  polynÀine  @(V,  z)  est  au  plas  du  de^é  fi —  i  en 
.y,  et  la  précédente  équation  est  utisfaite  par  chacune 
d«s  ft  cacines.V  dç^l'À^uation 

'  '   '  ,   "\     ;    ■i(v,z,)=o.  ■ 

Ainu,  dans  le  polynôme  6(V,  z),  les  coefficients  des  di- 
verses puissances  de  V  doivent  s'annuler  pour  z  =  x^; 
par  conséquent,  ces  coefficients  s'annuleront  aussi  si  l'on 
y  remplace  z  par  une  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion (-j),  puisque  celle-ci  est  supposée  irréductible. 
D'après  cela,  si  l'on  représente  par 


lesmracînes  del'éqnation  (9),  le  polynôme  F(V)  sera 
divJsibJe  par  chacune  des  fonctions 

Le  produit  de  ces  fooctions  est  une  fonction  entière 
de  V  dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions  sy- 
mt-triques  des  racines  2;  donc  ce  produit,  que  nous  re- 
présenterons par  n(V),  est  exprimable  rationn^lement 
par  les  qnaaiiiés  connues. 
Les  racines  de  l'équation 

n(V)  =  o 

apparUenneni  toutes  à  l'équation  (3),  el  puisque  celle-ci 
ecl  «cUicJleBieai  irréductible,  le  polynôme  !)(¥)  est  di- 
visibUpar  F(V).âM)itf  l'exjwsantdela  plus  haute  puis- 
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sui.ce  de  F(V)  qui  divise  enaoïement  !!(  V)  et  pbsons^ 

il  est  évident  que  II,  (V)  doit  se  réduire  i  une  consUnte, 
ou,  si  l'on  veut,  à  l'aoité,  puisqne,  dans  nos  polynômes, 
le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  est  égal  à  i ,  En  elïet, 
si  le  contraire  avait  lieu,  l'équation 

n,(v)  =  o 
n'ayant  que  des  racines  appartenant  à  l'équation   (3), 
n,(V)  serait  divisible  par  F  (Y),  et  l'exposant  f  ne  satis- 
ferait pas  à  la  condition  qui  lui  a  été  imposée.  Ainsi, 
l'on  a 

n(v}=riF(V)l» 
on 

(4)       [F(v)]»  =  i(v.«.).Mv,».)-.-i(v..^,)- 

D'après  notre  bypothèsc,  te  polynôme  X(V,  ?«)  est  irré- 
ductible, c'est-à-dire  qu'il  n'admet  ancun  diviseur  de  de- 
gré inférieur  au  sien,  dans  lequel  les  coefficients  seraient 
des  fonctions  rationnelles  des  quantités  connues  et  de  la 
racine  adjointe  z«.  Je  dis  que  le  polynâme  X(V,  z,)  a 
lui-même  la  propriété  de  n'admettre  aucun  diviseur  dans 
lequel  les  coefficients  des  puissances  de  V  seraient  des 
fonctions  rationnelles  des  quantités  connues  et  de  la 
racine  z,-.  En  effet,  supposons  qu'un  tel  diviseur  existe 
et  désignons-le  par  ^(V,  z,-};  effectuons  la  division  de 
X(V,  z)  par  ^(V,  z)  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un 
reste  d'nn  degré  inférieur  à  celui  de  f(V,  z)  relative- 
ment à  V;  nommons  Q(V,  z)  et  R{V,  z)  le  quotient  et 
le  reste  de  cette  division.  On  aura 

et  puisque  R(V,  t)  est  nul  pour  z  =  z,',  on  en  condnn, 
par  un  raisonqemeiit  dont .  B«as  aveos  Eut  usage  ptra 
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b|iat,  qpe  let  mèpteceale  eat  tial,  Joëlle  que  «oit  xià\e  des 
TAcines  de  l'équatÎQn  (a)  que  I'od  sobstitae  i  <; «n  aura 
CQ  particulier 

,.,,.,,  K(V,  i,)=o,        .    . 

ce  qui  exprime  <Jue  i(V,  z^)  admet  le  diviseur  Ç{V,  «,). 
Cette  conblusion  est  contraire  à  l'hypothèse,  et,  par  con- 
séquent, notre  assertion  se  trouve  justifiée. 

Les  racines  de  l'équatiop  (3)  sont  toutes  exprimables 
■en  fonction  rationnelle  de  l'une  quelconque  d'entre  elles* 
Cela  létant  rappelé,  considérons  les  deux  équations         ■_ 

(5)  MV.")  =  ».    MT,»/)=o, 

et  désignons  par  V^^  et  fl  (V^J  deux  racines  de  la  pre-^ 
pnèrCf  6  étant  une  fonction  rationnelle.  Je  dis  que  si  \g 
est  racine  de  la  deuxième  équation  (5),  ^(V^)  sera  égale- 
ment racine  de  la  même  équation.  En  effet,  on  a 

en  d'autres  termes,  l'équation 

x[e(v),M=-o 

est  satisfaite  quand  on  remplace  V  par  la  racine  V^  de 
Péquation 

elle  admettra  donc  toutes  les  racines  de  cette  dernière, 
car  celle-ci  n'a  ancun  diviseur  dont  les  coefficients  sont 
fonctions  rationnelles  z^,  ainsi  que  nous  venons  de  le 
démontrer.  Si  l'on  suppose,  comme  cela  est  permis,  que 
fi(V)  soit  uno  fonction  entière,  on  peut  dire  que  le  poly- 
nôme i[S(V),  z,]  est  divisible  par  l(V,ïi),  on  que  le 
feste  de  la  division  du  polyndme 

pur  ^  [V,  z)  «M  ideatiqannNit  nnl  pour  zssszi.  Alors, 
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parle  raiitwwMnMit  d^jA  e^ido^ 'A««' ^s  dads  cette 
démotutrationj  od  «oit^tira  iptfi  le  tnème  reste  «st  nul 
'àùsA  pour  x  =  Zi,  c*est4-dîre  que  ï  [6(V),'r,-]  estiUvl- 
sibIeparX(V,  z,).  Rlfr  «ite,  l'^alîtë    '  -        -     i 

entridnera  ' , 

.„ M«TO.''1  =  »>  , 

oeqw  expiïmeque  9(Vg>  est  racine  de  la  deuxiètne  éqAa- 
tion  (5).  rfous  conclaons  de  là  que  si  les  équations  (5) 
ont  une  racine  commune,  elles  ont  toutes  leurs  racines 


Cette  analyse  établit  qtte,  dans  le  second  membre  de 
la  formule  (4)1  chacun  des  facteurs  inégaux  se  trouve 
répété  q  fois., En  employant  deux  indices  pour  repré- 
senter les  m  racines  x,  on  aura 


»(T,«,)=i(v,.!")  =»(y,ï',*')  =...=x(t,.','-i), 
i(T,.^,)=x(y,»;:!,)  =»(»,.«  )=...=i{y,.^"), 

et,  en  extrayant  la  racine  f'^*™  des  deax  memlM«s  de  la 
Cortnole  (4}i  on  aura 

<6)  F(T)  =  »(T,»).l(V,.0...1(Y,v.). 

car,  dans  les  polynômes  F  et  X,  on  peut  supposer  les  coef- 
ficients des  premiers  ternies  réduits  à  l'unité. 

Ainsi,  les  m  racines  z  se  partagent  en  p  groupes  conte- 
nant chacun  q  racines  ;  en  outre,  quelle  que  soit  celle  de* 
racines  d'un  même  groupe  que  l'on  adjoigne  à  l'équation 
proposée,  cette  adjonction  aura  le  même  eSèt,  savoir  : 
da  «ubstitaer  :à  V-é^quatian  féaotf ante  prîaûtive  le  mtae 
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4inwar  decMt«éi|aatioii.  Et,  par  conséquent,  le  système 
ICQDJiigtié  propre  à  l'^tutioa  proposée  se  trouvera  lui- 
TnèBDeréduitàon  nouveaatjr&tème.doat  Tordre  sera.un 
diviseur  de  l'ordre  du  système  primitif. 

Il  Doiu  reste  k  comparer  entre  eux  les  divers  systèmes 
conjugués  r,  r,,. . . ,  Fp^i  qui  deviennent  ainsi  propres 
i  l'équaiioD  proposée,  quand  on  adjoint  respectivement  <& 
celle-ci  une  racine  des  groupes  correspondants  que  nous 
ayons  dialipgués. 

Les  racines  de  l'équation  - 

l(V,î,)=io 

étant  des  fonctiona  rationnelles  de  l'une  d'entre  eUeS|  re- 
préaentons-Ies  par 

v„  e,{v.),  e,(v.),...,e^_,(y.)î 
Soit  aussi  V^''  une  racine  de  l'équation  . 

i(V.a,)  =  o, 
les  quantités 

V'.",  »,{Ti"),  f-ivi") \_,W), 

■eront  racines  de  la  même  équation,  comme  nous  l'avons 
dit  plus  haut,  et  j'ajoute  qu'elles  sont  distinctes,  eniorte 
qu'aucune  racine  ne  se  trouve  omise.  En  effet,  V,  et  V*," 
étant  racines  de  l'équation  (3)  qui  est  actuellement  irré* 
ductible,  si  l'on  avait 

il  en  résulterait 

ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 
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Maintenant,  V  désignant  l'une  quelconque  des  racines 
de  la  résolvante  .{'i),  représentons  par  le  «jmbole 

m 

la  peimatation 

'   +.(ï).  *.iv), +.(V),..., +„(ï) 
des  racines  de  la  proposée,  et  posons 

(7)    t«'(v.i]=si[v,],  [•.(v;")]=si''[(v;")] 

les  substitutions  du  systènte  T  seront 

1,  s„  S,,..;,  5^_„ 

et  celles  du  système  F,-  seront 

I,  s"'  s'",.  .,  s'"    . 

Keprésentons  enfin  par  T,'  la  substitution  par  laquelle 
oa  passe  de  la  pennulation  [ Vo  ]  à  la  permutation  [ V'/'J, 
on  aura,  non-seulement 

(8)  [ï'."]=T,[V.], 

mais  encore,  quel  que  soit  h, 

[e,(vi")]=;T,[B*(V,)]. 

ou,  à  cause  de  U  première  des  formules  (7), 

(9)         [•.(v™)]=T-s.[ï.]r 

enfin,  la  formule  (8)  réduit  la  seconde  formule  {7)  à 
,,„)  [.'(vi«)]=S<"t,[Y.l, 

et  la  comparaison  des  formules  (9)  et(io)  donne 
(II)  S<"T;=TjS4, 
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d'où 

(12)  si''  =  T,SiT~'. 

Les  formules  (8)  el  (9)  expriment  que  le  système  con- 
jugué G  est  représenté  par 


\  T,,       T,S,,       T,S,,..  ,  ,       T,S^_ 
(■3)  /  T,,      T,S|,       T,S„...,       T,S   _ 


1  V.,  V,S„  T,_,S„....  T^,S^_,, 
et  la  formule  (i  a)  exprime  que  les  systèmes  F,  F, ,. . .,  F^, 


sont 


1  =  1,  T,s,T,"',        T,s,T7',...,  t,s^_,t;", 
(i4)  /    r,  =  i,  T,s,T7',         T,s,T7';...,  t,s^_^t;'. 


,  T^iS.T"  . 


T^.S^_ 


Ces  systèmes  sont,  comme  on  le  voit,  semblables,  en. 
sorte  que  chacun  d'eux  peut  se  déduire  du  premier  F  en 
exécutant  dans  les  cycles  de  chacune  des  substitutions  de 
celui-ci  une  même  substitution  T,  ce  qui  achève  la  dé-  < 
monstration  du  théorème  énoncé. 

569.  TuÉOKÊKE  IV.  —  Si  le  sjstème  G  propre  à  l'équa-, 
tion  J'{x)=:  ose  réduit  à  un  système  T  d'ordre  inférieur, 
par  l'adjonction  d'une  racine  de  l'équation  auxiliaire 
irréductible  <f{z)  =  o;  si,  en  outre,  les  racines  de  cette 
équation  auxiliaire  sont  exprimables  rationnellement  en 
fonction  de  l'une  d'entre  elles  et  des  quantités  connues. 
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le  système  T  ne  changera  pas  quand  on  «xêettteAt  dans 
les  cycles  de  toutes  ses  substitutions  une  substàution 
quelconque  dusystème  G. 

En  «fiet,  KÛent 

8,    et    *(  =  «s, 

deux  racines  de  l'éqaaUoç  aaxîlîaire  :  6  désigne  ici  ulie 
fonction  ratiounelle  ;  l'équation  f  (z)  =  o  étant  snppoiëe 
irréductible,  elle  admettra  toutes  les  racines 

z„  Oz„  (Pz„...,  e^'i,; 
Tun  des  termes  de  cette  suite  se  réduira  À  2*,  et  si  l'on 
suppose 

6*J,  =  e,     ou     6^'is,=:tt, 

il  en  résultera 

par  consécpieut  les  racines  z»  et  Zf  sont  eiprimables  ra- 
tionnellement l'une  par  l'autre. 

n  s'ensait  que  les  quantités  connues  sont  les  mêmes 
après  l'adjonction  de  z«  ou  après  celle  de  z^;  le  sys- 
tème F;  propre  h  l'équation  f{x)  =  o,  après  l'adjonc- 
tion de  zit  est  donc  le  même  que  le  sysième  P  qui  est 
propre  k  l'équation  après  l'adjonction  de  2«.  Et  comme  les 
Internes  r,  F;  peoTenl  être  représenté*  par 
I,  S,,  S,,...,  S^_,, 

on  voit  que  le  système  F  ne  changera  pas  si  l'on  mul- 
tiplie ses  substitutions  è  droite  par  T;,  et  à  gauche  par 
T7')  opération  qui  revient  à  exécuter  la  substitutim  % 
dans  les  cycles  des  substitutions  de  F. 

Enfin,  toute  substitution  de  G  est  de  la  forme 
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cequi  donne 

d'où 

uSiU-'  =  T*SiSiS;;'ï7'.  ' 

'  Par  conséquent,  aï  l'on  veut  «xécater  U  aubstitutioB  U 
dans  les  cycles  des  siibstitutioBS  de  F,  il  sufSra  de  faire, 
dans  ces  cycles,  d'abord  ia  substitution  S^,  puis  la  subilt-  ' 
tution  Ti;  il  est  évident  que  la  première  Opération  ne 
cbangera  pas  F,  puisque  S^  fait  partie  de  ce  système  :  d'ail- 
leurs nous  Tenons  de  prouver  que  la  deuxième  opération' 
ne  produit  elle-même  aucun  changement  sur  F;  donc  ce 
système  reste  invariable  quand  on  exécute  la  substitu- 
tion U  dans  les  cycles  de  tontes  ses  substitutions. 

CoROLLAiKE.  —  SiVéquatton  auxiliaire  est  de  îaforme 
iP=i  A,  et  que  les  racines  p"°"'  de  l'unité  se  trouvent  au 
nombre  des  quantités  précédemment  adjointes,  on  se 
trouvera  dans  les  conditions  du  précédent  tltéorème. 

570.  TntonjtMs  V.  —  iSi  le  système  conjugué  G,  propre 
à  l'équatienf(x)  «=  o,  se  réduit  à  un  système  F  d'ordre 
inférieur,  quand  on  adjoint  à  l'équation  toutes  tes  ra- 
cines d'une  éqiMition  auxiliaire  irréductible  <f  {z)^o, 
do  degré  m,  te  système  F  ne  changera  pas  quand  on 
exécutera,  dans  les  cycles  de  toutes  ses  substitutions, 
une  quelconque  des  substitutions  du  système  G  [*). 

En  effet,  soit  Z  une  fonction  rationnelle  des  mrscine». 

(')  Celhéorème  ne  diOëre  pM  au  fond  de  U  proposition  111  do, H^moin 
de  Galoi».  Sous  ce  titra  de  propixilion  111,  Galoi*  «Tait  d'abord  inicril' 
l'énoucédu  corollaire  de  notre  tbëorème  IV,  avec  une  démoDatration,  mail 
il  aebeé  le  tout  ponijwUwUUier  l'éROnci  qu'il  a  adopté  définibMaieati 
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de  l'équation  auxiliaire,  telle  que  les 


fonctions  qu'on  en  déduit  par  les  snbstîtationB  aient  d 
valeurs  difïérentes;  soient  en  outre 


l'équation  de  degré  M  qui  a  pour  racines  les  M  valeurs 
de  Z,  F  (Z)  un  diviseur  irréductible  de  ^  (Z),  et 

(a)  Z.,  Z„  Z,,...,  Z^_. 

les  fx  racines  de  l'équation 

(3)  r(z)  =  o. 

Les  quantités  (a)  sont  des  fonctions  rationnelles  des 
quantités  (i),  et  réciproquement  celles-ci  peuvent  s'expri- 
mer en  fonction  rationnelle  des  quantités  (  3)  (n"  490)  ; 
donc  l'adjonction  des  unes  entraine  l'adjonction  des  au- 
tres. Par  conséquent,  d'après  notre  hypothèse,  le  sys- 
tème G,  propre  à  l'équation  proposée,  doit  se  réduire, 
par  l'adjonction  des  racines  de  l'équation  (3).  Mais  ces 
racines  peuvent  s'exprimer  rationnel lement  en  fonction 
de  l'une  quelconque  d'entre  elles;  donc  l'adjonction  d'une 
seule  racine  équivaut  à  l'adjonction  de  toutest  et  l'on  se 
trouve  alors  dans  les  conditions  du  théorème  IV. 

ë71 .  Théoxèhe  VI.  -^  Soient  G  le  système  conjugué 
ptxrpiv  à  l'équation 

(!)  /(*)  =  0 


une/onction  rationnelie  des  n  racines  Xt,Xt,Xty... 
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dont  la  valeur  numérique  ne  soit  pas  actuellement  con- 
nue. Si  Von  adjoint  cette  valeur  numérique  à  Véquation 
'proposée,  le  système  V  propre  à  Véquation,  après  l'aii- 
l^onclion,  sera  formé  par  celles  des  substitutions  de  G 
qui  n'altèrent  pas  la  valeur  numérique  de  la  Jonction  0. 

hes  conditions  de  ce  tliéorème  se  ramènent  immé- 
dîaiement  à  celles  du  théorème  III.  Exécutons  toutes  les 
substitutions  des  racines  x  dans  l'expression 

et  formons  le  produit  4>  (z)  de  tous  les  résultats  obtenus. 
Les  coeflBcients  du  polynôme  <t>  (z)  seront  des  fonctions 
symétriques  des  racines  x,  et  par  conséquent  ils  seront 
rationnellement  connus;  décomposons  ce  polynôme  en 
ses  facteurs  irréductibles,  et  désignons  par  <^  (z)  l'un  de 
ces  facteurs  qui  s'anuulent  pour  z  =  Zg.  Nous  nous  trou- 
vons placés  alors  dans  le  cas  où  l'on  adjoiut  à  l'équation 
proposée  la  racine  2«  de  l'équation  irréductible 

(3)  fW  =  o. 
Soient,  comme  dans  le  ibéorème  III, 

V,,  V,,...,  V,„, 
les  V  racines  de  la  résolvante 

(4)  '       r(vi  =  o, 

qui  est  actuellement  irréductible.  Les  racines  x  étant 
exprimables  rationnellement  par  l'une  quelconque  des 
racines  V,  posons  aussi  comme  précédemment 

*,  =  ^.{V.),       :r.  =  f  (V.),...,'      X^,  =  't,-,(V.). 

la  formule  (a)  deviendra 

n.  .  4»- 
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et  l'on  peut  faire  en  sorte  (n°  182)  que  V  soit  une  fotic- 
tîoa  enlîère  d'un  degré  inférieur  à  v.  Alors  l'équation 

(5)  T{V)-«.^o 

admet  la  racine  Vo  de  l'équatJOQ  (4)>  Soient 

(6)  V„  V,,...,  V^_, 

Içs  fx  racines  communes  aux  équations  (4)  ^'  (^))  ^^  po- 
sons 

i(V.s.)^(V-V.)(V-V,)...(V-V^_.}; 

les  coefficients  de  l'équation 

(9)  X(V,ï.)  =  o 

sont  rationnels  après  l'adjonction  de  Xg*,  jedisqne  cette 
équation  est  irréductible.  En  effet,  si  le  contraire  a  lieu, 
soit  d  (V,  r,)  le  diviseur  irréductible  de  X  (V,  s,)  qui 
s'annule  pour  V=:V|„  on  aura  (théorème  lUJ 

Zi,  Zt,. . .,  Zp_i  étant  des  racines  de  l'équation  { a)  dis- 
tinctes de  z,.  L'équalion 

n'admettra  qu'une  partie  des  racines  (6),  et  l'une  de  ces 
racines,  V»  par  exemple,  devra  satisfaire  à  une  équation 
telle  que 

{8)  ù  {V,  !.)=«• 

Effectuons  la  division  de  ¥  (V)  —  z  par  c(V,  «)  jus- 
qu'à ce  que  nous  parvenions  i  un  reste  de  degré  inférieur 
au  diviseur;  désignons  par  3(V,  z)  ce  reste,  et  par 
17  (Y,  z  )  le  quotient  de  la  division  ;  on  aura 

'ï(.V)  — a=a(V,ï)Il(V,  ï)-ha(V,z); 
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par  hypothèse,  'i'(V} —  z^  est  divisible  par  ^  {V,  z,);  ce 
polynôme  l'est  donc  aussi  par  xs  (V,  z^),,  et,  en  coQsd- 
queuce,  le  reste  @  (V,  z)  de  la  précédente  division,  se 
réduit  identiquement  à  zéro  pour  z  =  z,.  Alors,  par  un 
raisonnement  déjà  employé,  nous  concluons  que  le  même 
reste  est  nul  pour  z  =:  z, ,  et  l'on  a 

Maintenant  nous  avoits  supposé  que  Vf  est  une  racine 
deTéquatioa  (8);onadonc 

ce  qui  est  impossible,  puisque  V,  est  racine  de  L'équa- 
tion (5),  et  que  z,  est  différente  dez,,. 

Nous  concluons  de  là  que  l'équation  (7}  est  irréductible, 
en  sorte  qu'elle  devient  l'équation  résolvante,  après  l'ad- 
jonction de  z„.  Le  système  conjugué  propre  à  l'équation 
proposée  se  compose  alors  des  [l  substitutions  qu'on  exé- 
cute en  remplaçant  V^  par  chacune  des  quantités  (6) 
dans  la  permutation  des  racines 

D'ailleurs  les  quantités  (6)  sont  celles  des  racines  de 
l'éqnation  (S)  qui  appartiennent  à  la  résolvante-  primi- 
tive; donc  les  substitutions  dont  nous  venons  de  parler 
sont  celles  par  lesquelles  la  valeur  numérique  z»  de  la 
fonction  ^  (o^e.  a:,,  •••  1  J^n-i )  reste  invariable. 

572.  Thëohëhe  VI[.  —  Le  nombre  p  étant  premier, 
soit  v  =  [Âp  l'ordre  du. système  conjugué  G  propre  à  une 
équation  f[x)  =  o.  Si  ton  peut  former  avec  (i  substitu- 
tions de  G  un  système  conjugué  T  qui  reste  invariable 
quand  on  exécute  dans  les  cycles  de  toutes  ses  substitu- 
tions les  diverses  substitutions  de  G,  il  suffira  d'extraire 
la  racine  p'*"'  d'une  certaine  quantité  rationnelle,  et 

4«. 
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d'adjoindre  cette  racine  p'""  à  l'équation,  pour  que  T 
devienne  le  système  propre  à  cette  équation.  On  suppose 
que  les  racines  p'*™'  de  t  unité  font  partie  des  quantités 
précédemment  adjointes. 

Soient 

(■)  1.  s„  s ,  s,_, 

les  substitutions  du  système  F,  et  T  une  substitution 
de  G  qui  n'appartienne  pas  à  F  ;  on  aura,  par  hypothèse, 
quel  que  soiti, 

(a)  TS,'I^'=S/, 

j  étant  un  indice  convenablement  choisi .  Si  le  système  des 

'puissance  de  T, 

(3}  I,  T,  T',...,  T'-', 

d'ordre  t,  a  quelques  substitutions  communes  autres  que 

l'unité  avecle  système  (i),  soit  T'  la  plus  petite  puissance 

de  T  contenue  dans  te  système.  En  multipliant  les  sob- 

stimtîons  (i)  par  les  substitutions 


on  obtiendra  let  fuc  prodnîu 
(  I.  S,,  S„ 

,;       \t,        TS.,         TS, 

(4)       { 


'    \  T"-',  T-'-'S,, ,  T"- 

qui  seront  distincts,  car  si  l'on  avait 


on  en  conclurait 
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ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu,  puisque  la  suh»ti  tutiou  S^  S^' 
fait  partie  du  système  (i),  tandis  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  i 
l'égard  de  T'  à  cause  de  }<C°^-  Ensuite  le  produit  de 
deux  quelconques  des  substitutions  (4)  peut  être  ramené 
par  la  formule  [2)  à  la  forme  ' 

TS'+'<St  ou  T*Si, 
A  étant  <^  a,  et  ce  produit  est  l'une  des  substitutions  (4}- 
Ces  substitutions   forment  ainsi  un  système   conjugué 
d'ordre  fia;  elles  sont  d'ailleurs  contenues  dans  le  sys- 
tème G  dont  l'ordre  est  fAp,  donc  /xp  est  divisible  par  px 
et p  par  a;  il  s'ensuit  que  a  est  égal  à  i  ou  àp,  puisque;» 
est  unnombre  premier.  Si  R  =  i,  la  substitution  T  apparu 
tient  à  r,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  Ainiiix  =  p; 
maïs  alors  le  système  (4)  contient  [tp  substituiions,  et, 
par  conséquent,  il  n'est  autre  que  le  système  G.  Les  puis- 
sances de  T  contenues  dans  T  sont  donc 
I,  T',  T*',...,  H'-i'f, 
et  l'on  a 

T'/"  =  I  ; 

on  a  d'ailleurs  évidemment 

(k-i)p  =  oa<:t~i,     ip^qt,      ~ 
q  étant  un  entier,  ce  qui  exige  que  y=  i,  eu  sorte  que 
Tordre  de  la  substitution  T  est  nécessairement  égal  kp 
oUf«  un  multiple  de  p. 

Cela  posé,  soit  ft  une  fonction  rationnelle  de?  n  ra- 
cines j;«, Xi,  Xi,.'.  .,x„^i  de  l'équation  y(x)c=:o,  telle, 
que  les  1.2. 3...»  fonctions  qu'on  en  déduit  par  les 
substitutions  aient  des  valeurs  numériques  inégales. 
Exécutons  sur  cette  fonction  les  y.  substitutÎMis  (1)  de  T 
et  désignons  par 
(3)  e„  e,,  e ,  e     , 


_  ,i,z<,i:,.,  Google 


63o  COtBS   d'ALGËBKB   SOFËKIEintB. 

les  résuluu  obtenus.  Prenons  enfin  ane  foncUon  ration* 
nelle  et  symétrique  0  des  frquanUtés  (3)  ;  on  pourra  faire, 
par  exemple, 

(4)  e=:(e-e,}{«-e,)-.{é-e^_,), 

0  désignant  ici  une  indéterminée. 

La  fonction  Q  est  inTarïable  par  les  substitutions  de  F, 
mais  elle  varie  par  toute  autre  substitution  ;  exécutons 
sur  cette  fonction  les  puissances  de  la  substitution  T, 
syoir  : 

I,  T,  r,...,  T^', 

et  désignons  par  6^  le  résultat  obtenu  par  la  substitu- 
tion T'.  Représentons  aussi  par  a  une  racine  de  l'équatîon 


et  posons 

{ e.  +  aS, -I- «' 9, -(-... -t- a^-' fl^.y  =  û  ; 

la  fonction  II  est  évidemment  invariable  par  la'  substitu- 
tion T  qui  a  pour  effet  de  déplacer  circulaireuMnt  les 
quantités 

elle  ne  varie  pas  non  plus  par  les  substitutions  de  T, 
car  on  a 

e,  — T'.fl,, 

et,  en  exécutant  une  substitution  S,  ^ 

^  e,- =  SyT'"  »,  =  T*  Si  (^  =  T*  e,  =  ftf . 
On  peut  conclure  de  là  que  la  fonction  O,  est  invariable 
par  toutes  les  subslitulions  du  système  G  qui  est  actuelle- 
ment propre  à  l'équation  proposée.  II  s'ensuit  que  la 
valeur  de  il  est  actuellement  connue  ;  si  donc  on  adjoint  à 
l'équation  le  radical 
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sera  connue. 

Les  seules  substitutions  qui  laissent  cette  fonction  ih- 
yariable  sont  celles  de  F,  et,  par  conséquent,  d'après  le 
théorème  VI,  F  devient,  par  l'adjonction  de  C'A,  le  sys- 
tème coBJnguè  propre  à  l'équatiou. 

573.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  per- 
mettent d'aborder  la  solution  de  ce  problème  : 

Dans  quel  cas  une  é(fuation  est-elle  résoluble  par 
radicaux  ? 

A  cet  efTet,  Galois  observe  que  dès  qu'une  équation  est 
résolue,  une  fonction  quelconque  de  ses  racines  est 
connue,  même  lorsqu'elle  n'est  invariable  par  aucune 
substitution.  En  conséquence,  le  système  conjugué  propre 
à  l'équation  ne  contient  plus  alors  que  la  seule  substitu- 
tion identique,  celle  qui  est  égale  à  l'unité. 

La  solution  du  problème  qui  a  pour  objet  la  résolution 
d'une  équation  doit  donc  consister  dans  l'abaissement  suc- 
cessif de  l'ordre  du  système  conjugué  propre  à  l'équation. 

«  Suivons,  dît  Galoîs,  la  marche  des  opérations  pos- 
n  sibles  dans  cette  solution,  en  considérant  comme  opé- 
»  rations  distinctes  l'extraction  de  chaque  racine  de  de- 
»  ^ré  premier. 

»  Adjoignons  à  l'équation  le  premier  radical  extrait 
u  dans  la  solution.  Il  pourra  arriver  deux  cas  :  ou  bien, 
»  par  l'adjonction  de  ce  radical,  Vordre  du  système  con- 
a  jugué propre  àl'équation  sera  diminué  (*);  ou  bien, 

(*)  J'indique  par  des  italiques  les  légers  cbangements  que  nécesalle  ici 
l'emploi  exclusif  des  systèmes  de  substilulinns  que  nous  avons  adopté,  sa 
llea  des  groupes  de  permutations  dont  Galois  fait  nsogo. 
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»  cette  extraction  de  racine  n'étant  qu'une  simple  pré- 
»  paralion,  fc  système  propre  à  l'équation  restera  le 
»  même. 

»  Tcmjours  sera-t-il  qu'après  An  certain  nombre  ^ni 
n  d'extractions  de  racines,  l'ordro  du  système  propre  à 
1)  réquation  devra  se  trouver  diminué,  sans  quoi  Téqua- 
II  tion  ne  serait  pas  sohible. 

»  Si,  arrivé  à  ce  point,  il  y  avait  plusieurs  manières 
»  de  diminuer  l'ordre  du  système  propre  à  Véquaèion 
n  proposée  par  une  simple  extraction  de  racine,  il  fau- 
I)  drait,  pour  ce  que  nous  allons  dii^,  considérer  seule- 
11  ment  un  radical  du  degré  lo'moiDS  haut  possible  parmi 
.  »  tous  les  simples  radicaux,  qui  sont  tels,  que  la  connais- 
»  sance  de  chacun  d'eux  diminue  ïordre  du  système 
11  propre  à  réquation. 

»  Soit  donc  p  le  nombre  premier  qui  représente  ce 
n  degré  minimum,  en  sorte  que  par  une  extraction  de 
»  racine  de  degré  p  on  diminue  Vordre  du  système  propre 
»  à  l'équation. 

n  Nous  pouvons  toujours  supposa-,  do  moins  pour  ce 
»  qui  est  relatif  au  système  propre  à  l'équation,  que, 
u  parmi  les  quantités  adjointes  précédemment  à  l'équa- 
»  tio»,  se  trouve  une  racine  p'*""  de  l'unité.  Cir,  comme 
»  cette  expression  s'obtient  par  des  extractions  de  racines 
H  de  degrés  inférieurs  à  p,  sa  connaisaBuce  n'altérera  en 
•  rien  le  système  propre  à  l'équation,  n 

On  voit  ici  toute  l'àmportauce  des  théorèmes  III  et  IV. 
Dans  l'hypothèse  admise,  le  système  coi^ygué  propre  à 
l'équation  qui  est  actuellement  G  se  réduit  à  un  système  F 
d'ordre  inférieur;  il  en  résulte,  d'après  les  théorèmes  m 
et  IV  (corollaire)}  que  l'ordre  de  F  est  un  diviseur  de 
l'ordre  G,  et  que  ce  système  reste  invariable  quand  on 
exécute  dans  les  c^Ies  de  toutes  ses  substitutions  l'une 
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^dconqne  des  subslitutions  de  G.  Et,  réciproqnemeBt» 
d'apréa  la  proposition  Vil,  G  étant  le  système  d'ordre 
v  =  f*p  actuellement  propre  à  l' équation,  si  l'on  peut 
trouver  un  système  T-  d'ordre  fit  qui  soit  cont«iu  dans  G, 
et  qui  reste  invariable  quand  on  exécute  les  substitutions 
Ae  G  d^s  les  cycles  de  toutes  ses  substitutions,  V  devien- 
dra, par  l'extraction  d'une  racine  p'*"'  et  par  l'adjonction 
de  cette  ranine,  le  système  propre  à  l'éqnalion. 

Ainsi  ces  propositions  découvertes  par  Galois,  et  dont 
nous  avons  donné  des  démonstration»  complètes  et  rigou- 
reuses, indiquent  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  l'abaissement  de  Tordre  du  sys.tème  conjugué  propre 
à  l'équation. 

Cet  ordre  ayant  été  abaissé  une  première  fois  par  l'ad- 
jonction d'un  radical,  on  peut  raisonner  sur  le  nouveau 
système  eoojugué  comme  sur  le  précédent,  et  il  faudra 
qu'il  se  réduise  aussi  de  ta  même  manière,  et  dinfi  de 
suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  système  qui  ne  con- 
tienne plus  que  la  seule  substitution  égale  â  l'unité. 

374.  Il  est  aisé  d'observer  cette  ip^rcbe,  comme  l'a  re- 
marqué Galoîs,  dans  la  résolution  connue  de  l'équation 
générale  du  quatrième  degré. 

Soient 

d,  b,  e,  d 

les  racines.  Le  système  conjugué  G  pippre  à  l'équation 
est  ici  le  système  des  i. a. 3. 4^34  substitutions  des 
quatre  racines,  et  on  l'obtient  (n°  131  )}  en  faisant  le  pro- 
-  duit  des  quatre  systèmes, 

1,  (.,»(.,  rf), 
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L'équation  dont  il  s'agît  se  résout  au  moyen  d'une  équa- 
tion du  troisième  d^rë,  laquelle  exige  l'extrâcûon  d'une 
racine  carrée.  Dans  la  suite  naturelle  des  idées,  c'est  par 
cette  racine  qu'il  faut  commencer.  '  En  adjoignant  cette 
racine  carrée  à  l'équation  proposée,  on  réduit  à  la  (théo- 
rème VU)  l'ordre  du  système  conjugué  propre  à  l'équa-., 
tion,  lequel  devient  alors  égal  au  produit  dt»  trois 

1,  («,S)(o,  i), 

,,(b,o,d),{b,J,o). 

Maintenant,  par  l'extraction  d'une  racine  cubique,  on 
réduira  k  4  l'ordre  du  système  propre  à  l'équation  ;  ce 
système  est  le  produit  des  deux 

<,{-,b)u,jj,    ■; 
I,  i,,.,)ib,j). 

L'extraction  d'une  racine  carrée  réduira  à  a  l'ordre  du 
système,  qui  deviendra  ainsi 

enân,  par  une  dernière  extraction  de  racine  carrée,  le 
système  propre  à  l'équation  se  réduit' à  l'unité;  alors 
l'équation  est  résolue. 

Suite  des  recherches  de-Galois.  —  application  aux 
équations  irréductibles  de  degré  premier. 

573.  Les  applications  de  la  théorie  que  nous  venons 
d'eiposer  offrent  encore  bien  des  difficultés  (*).  Nous 


(')  M.  C.  Jordan  n  présenté 
recherches  nouTelIea  sur  ce  sujet, 
publié.  > 
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iu»i>  bornerons  A  '  celle  que  Galois  en  a  faîte  anx  équa- 
tions irréductiblss  dont  le  degré  est  un  nooibre  premier. 

Lehhz.  —  Z/ne  équation  irréductible  de  degré  pre- 
mier ne  peut  devenir  réductible  par  l'adjonction  d'un   , 
taàical  dont  l'indice  serait  autre  tjua  le  degré  même  de 
Pétjuation. 

En  effet,  supposons  que  l'équatiou  irréductible 

(.)  /W  =  o, 

de  degré  premier  n,  devienne  réductible  par  l'adjonction 
d'un  radical.  Comme  l'extractioii  d'une  racine  de  degré 
composé  se  ramène  à  des  extractions  successives  de  racines 
de  degrés  premiers,  on  peut  supposer  que  l'indice  du 
radical  dont  il  s'agit  est  un  nombre  premier.  Seulement, 
si  la  quantité  soumise  à  ce  radical  ne  fait  pas  partie  des 
quautiiés  aciuellement  connues,  on  devra  la  regarder 
comme  adjointe  à  l'équation. 

Cela  posé,  soit  m  le  plus  petit  nombre  premier  tel, 
que  l'équation  (i)  devienne  réductible  par  l'adjonction 
d'une  racine  d'une  équation  de  la  forme 

W  »-  =  A, 

A  étant  une  quantité  connue  on  une  quantité  dont  l'ad- 
jonction laisse  l'équation  (i)  irréductible.  Les  racines  de 
l'équaiioa 

(3)  >r=i 

peuvent  être  regardées  comme  faisant  partie  des  quantités 
connues,  en  ce  sens  que  ces  racines  s'obtiennent  par  des 
extractions  de  racines  de  degrés  inférieurs  à  m,  et  que, 
d'après  notre  hypothèse,  leur  connaissance  ne  suffit  pas 
pour  effectuer  la  réduction  de  l'équation. 

Soient  r  une  raàne  de  l'équation  (2)  et  «  nne  mine 
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primitive ile  l'^uation  (3)  ;  les  racines  de  l'ëqnatiiHi  (s) 


Maintenant,  si  l'adjonction  de  r  réduit  l'équation  (i), 
soit  f(x,  r)  le  diviseur  irréductible  de  y(x)  qui  a  le 
moindre  degré  ;  le  polynôme  J'{x)  sera  divisible  par  cha- 
cune des  fonctions 

Le  produit  de  ces  diviseurs  est  une  fonciiom  symétrique 
des  racines  de  l'équation  (a),  et,  par  suite,  il  est  expri- 
mable rationnellement  par  les  quantités  connues  ;  d'ail- 
leurs ce  produit  ne  peut  s'annuler  que  pour  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  l'équation  (i)  ;  donc,  puisque  cette 
équation  est  irrédantible,  le  produit  dont  il  s'agit  est  né- 
cessairement une  puissance  dej'(x),  et  l'on  a 

(4)  t/k)l'  =  »(».')-l{^,«')- ■•!■(», --''■)• 
Si  les  deu^  équations 

ç(x,a'r)  =  o,      <f(x,aJ>)  =  0 

ont  une  racine  comniune,  elles  ont  toutes  leurs  racines 
communes  ;  car,  si  le  contraire  avait  lieu,  les  premiers 
membres  de  ces  équations  auraient  un  diviseur  commun 
^  ( j,  r)  qui  serait  rationnel  relativement  aux  quantités 
connues,  et  f  (x,  /-)4ie  serait  pas  le  diviseur  dej'[x)  du 
degré  minimum. 

Alors,  si  l'on  extrait  la  racine  ç'*'"'  des  deux  membres 
de  la  formule  (4),  on  aura  uo  résultat  de  la  forme 

(5)  /W=  y{^,_r)  ?{*.  ar),(x.  S/-). ..  ^(r,  rr), 

«,  S,. . .,  c  désignant  Ses  racines  de  l'équation  (3).  Mais 
le  d^ré  def{x]  étant  on  nombre  premier,  la  formule  (5) 
ne  peut  avoir  liey  que  si  1e«  polyntoies  (f  sont  du  premier 
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d^né,  et  la  iorMule  (4)  montre  que  m  est  diriMblepvrn; 
d'aîllears  m  est  premier,  donc  on  a  m  =  n. 

CosoLLAmE.  —  Une  équation  irréductible  de  degré 
premier  ne  peut  devenir  réductible  à  moins  que  le  sys- 
tème conjugue  qui  lui  est  propiv  ne  se  réduise  à  la  seule 
substitution  égale  à  l'unité. 

En  effet,  d'après  le  lemme  précédent,  si  l'équation  prb- 
posée  se  réduit,  son  premier  membre  se  décompose  en 
facteurs  linéaires,  et,  par  suite,  elle  se  trouve  résolue.  ' 

576.  Il  nous  reste  à  faire  connaître  les  théorèmes  par 
lesquels  Gàlois  a  exprimé  la  condition  de  résolubilité  des 
équations  de  degré  premier, 

Théorème  I.  — Si  une  équation  iiTéductiblef[x)  =o, 
d'un  degré  premier  n,  est  résoluble  par  radicaux,  ses 
n  racines  pourront  être  représentées  par  x^  [l'indice  z, 
pris  suivant  le  module  n,  devant  être  réduit  à  l'un  dès 
nombres  o,  i ,  a, . . . ,  (n  —  i)] ,  (/ff  telle  manière  que  le 
système  conjugué  actuellement  propre  à,r équation  ne 
renferme   que  des-  substitutions  linéaires  et   entières, 

t'est-à-dire  des  substitutions  de  la  forme   (  Jj 

aetb  étant  des  constantes. 

En  effet,  l'adjonction  «sccessive  de  quantités  radicales 
réduira,  par  hypothèse,  à  l'unité  le  système  coujugué 
propre  à  l'équation,  et,  d'après  le  lemme  précédent,  cette 
équation  resttra  irréductible  jusqu'à  la  dernière  adjonc- 
tion. Celle-ci,  qui  est  celle  d'un  radical  d'indice  n,  opère 
non-seulement  la  réduction,  mais  encore  la  résolution  dte 
réq[taation,-(n'^&7S),  et,  d'après  le  théorème  du  n"  568, 
elle  divise  par  n  l'ordre  du  système  conjugué  propre  à 
l'équatioa.  ■  -. 
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Donc,  immédiatement  avant  d'être  réduit  k  l'unité, 
l'ordre  du  système  propre  à  l'équation  aéra  égal  à  n. 
Mais,  quand  l'ordre  d'uti  système  conjugué,  relatif  à  un 
nombre  premier  n  de  lettres,  est  égal  à  n,  te  système 
se  compose  des  puissances  d'une  substitution  circulaire 
d'ordre  n  (n°41'l,  corollaire  III);  donc  ravani-dernîer 
système  propre  à  l'équation  Sera  formé  par  les  puissances 
d'une  substittition  qui  sera  représentée  par 

ri)' 

si  les  n  indices  ont  été  convenablement  distribués  entre 
les  n  racines.  En  d'autres  termes,  le  sysl^ne  dânt  il  s'agit 
.  se  composera  des  n  substitutions  linéaires  de  la  fonne 


où  l'on  doit  donner  à  h  n  valeiu-s  congrues  aux  nombres 

O,    I,    2,...,    («-.)  .         , 


suivant  le  module  n,  les  indices  étant  pris,  e 
l'avons  dit,  suivant  le  même  module. 

Cela  posé,  je  dis  qu'en  remontant  de  cet  avant-dernier 
système  jusqu'à  celui  qui  est  actuellement  propre  à  l'é- 
quation, on  ne  rencontrera  dans  chaque  systèmeque  des 
substitutitms  linéaire»  et  entières  de  la  forme 


Cette  proposition  étant  éublie  à  l'égard  de  l'avant-demier 
système,  il  nous  suffit  de  démontrer  que  si  elle  a  lieu  pour 
ua  système  quelconque  F,  elle  subsiste  pour  le  système  G 
qui  précède  immédiatement  F  dans  l'ordre  des  réduc- 
tions. Â  oet  effet,  remarquons  que  si  F  n'est  pas  l'avant- 
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dernier  système,  il  renferme  néanmoins  les  gulislitudons 
de  celui-ci  ;  soit  S,-  l'une  d'elles,  on  aura 


£  étant  l'un  des  nombres  i,a,3,...,  (n — i).  Mainte- 
nant, si  l'on  désigne  par  T  l'une  quelconque  de»  subsii-   . 
tulions  de  G,  on  aura,  quel  que  soit  i,  par  le  théorème 
du  n"  569, 

TS,T-'  =  S;,     ou    TS,  =  SjT, 

Sj  étant  une  substitution  de  T  :  cette  égalité  exprime  que 
S,'  est  une  substitution  semblable  à  S,  ;  en  conséquence, 
cette  substitution  est  circulaire.  Or,  d'après  notre  hypo- 
thèse, le  système  V  ne  renferme  que  des  substituions 
linéaires  et  entières-,  il  s'ensuit  que  ce  système  ne  peut 
avoir  deux  substitutions  circulaires  S;  et  S;  d'ordre  n  qui 
ne  seraient  pas  puissances  l'une  de  l'auti^,  car  autrement 
il  codtiendrait  les  n*  produits  de  la  forme  Sf  S^  qui 
seraient  tous  distincts,  et  cela  est  impossible,  puisque  lé 
nombre  total  des  substitutions  linéaires  est  seulement 
n  (n  —  i).  Ainsi  S,-  est  une  puissance  de  S,-,  et  l'on  a      ._-' 

Posons 

on  aura 

TS,  =  (^''  +  ';),     S,-T  =  CW+|), 

et,  par  conséquent, 

si  l'on  remplacez  successivement  par  2 -(-€,' 4- a€f  •  -t 
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2^Z[€,  ilixiendra,  ■"*  '"■■-' 

-   F(î  +  2e)  =  F{»  +  e)+   ■d'i='F(a)'4-2«,'"""'     ■''^■' 
■F(!  +  3e)  =  F{a  -|-e)  +  2«  =  F(!)-t-3tf, 

F (a  +  Z8)  =  F(a  +  6)  +  (Z  —  1)0.=  F(s)  -^Zan-  ■  ,- 
eufin,  si  dans  la  demiire  de  ces  égalités  on  pose  €  =  i, 
'  z  =  o,  F(o}  =  6,  on  aura 

F(Z)  =  aZ-i-A, 
a  et  i  étant  Ae^  constantes.  Ainsi  le  système  G  ne  ren* 
ferme  qae  de$  substitutions  de  la  forme 


Cette  conclusion  s'appliqae  en  particulier  au  système  qui  ' 
est  actuellement  propre,  à  l'équatioD. 

577,  TnÉORÈiiiE  H.  —  Réciproquement,  si  le  système  G 
actuellement  propre  à  l'équation  irréductible  J'(x)  =  o 
de  degré  premier  n  ne  renferme  guç  des  substitutions  de 
la  formé 


l'équation  est  résoluble  algébriquement. 

En  elTet,  désîjînons  par  ce  une  racine  de  l'équatton 

et  par  r  une  raciae  primitive  pour  le  nombre  premier  n, 
posons  en  outre 

X,     =(x,-hxXr       -(-o'j„       -t-..  .-haf-'j:(,^-t^r]',  .     . 
X^    =[x,-hixx„     -(-«'x„.     -(-...  + a— *(^,)„:)% 
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Toute  sabstituUoQ  du  système  G  est  le  produit  d'une 
puissance  de  la  substitution 

(-■)   ■ 

par  une  puissance  de  ia  substitution 

.4,  (-:)■■ 

Les  quanlitës 

(5)  X,,  X„  X,.,....  X^., 

sont  invariables  par  la  substitution  (3)  (n°  4'82),  et  elles 
sont  déplacées  circulairement  par  la  substitution  (4); 
donc  toute  fonction  S  des  f|uaiitilés  (5),  qui  reste  inva- 
riable par  la  substitution  (4)  effectuée  sur  les  indices  des 
fonctions  X,  est  une  fonction  des  racines  x„,  Xi,. .  ,^ 
Xg^i  qui  est  invariable  par  les  substitutions  du  système  G  ; 
par  conséquent  (n°566),  cette  fonction  H  est  rationnelle- 
ment connue. 

En  particulier,  si  l'on  désigne  par  ^  une  racine  d£ 
l'équation  .  ... 

(6)  i"-,  =  o 
et  que  l'on  fasse 

(X,  -4- IX.  -I-  i'  X.-  4- ...  + 1--" X^_,)"-'  =  S, 
la  quantité  â  sera  connue;  donc  la  quantité 

X,  +  i  Xr  +  i'X,'  -f-  , . .  + 1— 'X^_,  ==  ""^S 

sera  elle-même  connue  api'ès  l'extraclion  d'une  racine  de 
degré  n  —  i . 

En  prenant  successivement  pour  A  chacune  des  racines 
de  l'équation  x"~'  — i  =  o,on  aura  n  —  i  équations  qui 
feront  connaître  les  quantités  (5);  ensuite,  si  l'on  extrait 
la  racine  n'^""  des  équations  (a),  on  aura  un  système  de 
n  —  I   équations  du  premier   d<^«  qui  détermineront 

u.  4' 
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les  R  racines  x  puisque  la  Eomnfe  de  ces  racines  est  con- 
nue. 

Ainsi  l'équation  proposée  est  résoluble  algébriquement 
dans  notre  bypotbèse. 

578.  Au  moyen  des  tbéorèmes  qui  précèdent,  Galois  « 
pu  énoncer,  comme  il  suit,  la  condition  de  résolubilité 
des  équations  irréductibles  de  degré  premier. 

Théokêhe  in.  —  Pour  qu'une  équation  irréductihie 
de  degré  premier  soit  résoluble  par  radicaux,  il  faut  et 
il  siiffit  que  la  résolvante  de  Lagrange  ait  une  racine 
rationnelle. 

En  effet,  cette  résolvante  de  degré  i,  3,  3, . . .,  (n  —  ^) 
a  pour  racines  les  diverses  valeurs  que  prend,  par  le) 
•ttbstitutions  des  racines  x,  une  fonction  symétrique  des 
quantités  (5)  du  n'STT,  par  exemple  la  fonction 

(X  —  X,)  [X  —  X,), . . . ,  (X  —  x^O» 

«ô  X  r^résente  une  indéterminée.  Or,  il  résulte  ies 
théorèmes  I  et  II  que  si  la  proposée  est  résoluble,  celte 
quantité  est  connue  quel  que  soit  Xj  donc  la  résolvante 
dont  elle  dépend  doit  avoir  une  racine  rationnelle. 

Réciproquement,  si  la  résolvante  a  une  racine  ration- 
nelle, la  proposée  est  résoluble,  car,  dans  ce  cas,  la  fonc- 
tion que  nous  venons  de  considérer  est  connue  quel  que 
soit  X  ;  c'est  la  racine  rationnelle  de  la  résolvante;  or 
cette  fonction  n'est  invariable  que  par  les  seules  substitu- 
tions de  la  forme  I  ]>  donc  le  système  propre  à  l'é- 
quation ne  renferme  que  de  telles  substitutions  (n"  S71), 
et,  par  conséquent  {n"  ST7),  l'équation  proposée  est  réso- 
luble. 

579>  La  condition  de  résolubilité  que  nous  venons  de 
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trouver  peut  encore  être  formulée  d'une  autre  manière  : 
tel  est  l'objet  des  propositions  suivantes. 

TaÉORÈXB  IV.  —  Si  une  équaiion  uréductibltule  de- 
gré premier  n  est  résoluble  par  radicaux,  les  racines 
sont  toutes  exprimables  en  Jonction  rationnelle  de  deux 
Quelconques  d'entre  elles, 

Ed  effet,  d'après  le  théorème  I,  le  système  conjugué 
qui  est  actaellemenl  propre  à  l'équation  ne  renferme  que 

des  substitutions  de  ta  forme  1  j  ■  Or,  une  telle  sub- 

stitution, qui  ne  se  réduit  pas  à  l'anîté,  déplace  les  n  in- 
dices si  a=:i,  et  elle  déplace  n  —  i  indices  si  a  est 
différent  de  i .  Il  résulte  de  là  que  si  l'on  adjoint  à  l'équa- 
tion deux  racines 

Je  système  propre  à  cette  équation  ne  pourra  plus  con- 
tenir que  la  seule  substitution  égale  à  l'unité^  car,  d'après 
le  théorème  dan"  S71 ,  les  substitutions  de  ce  système  ne 
peuvent  déplacer  les  indices  a  et  $.  Donc  les  racines  x^ 
et  Xg  éunt  regardées  comme  connues,  toutes  les  autres- 
racines  s6nt  en  même  temps  rationnellement  coiinues. 

580.  Tbëoiième  V.  —  Béciproquement,  si  toutes  les 
racines  d'une  équation  irréductible  de  degré  premier 
sont  exprimables  rationnellement  en  Jonction  de  deux 
quelconques  d'entre  elles,  Véquation  est  résoluble  par 
radicaux. 

■    En  effet,  soient  or^,  x^  deux  racines  quelconques  de 

l'équation  proposée 

(i)  /i^)^o. 

Soient  G  le  système  conjugué  actuellement  propre  [à 
l'^quatioa,  T  ce  qu'il  devient  après  l'adjonction  de  x^  et 

4". 
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.«MBtcdledwaig.  Soitiwséi'    .  ■•■  -■nuiMMf'  ,ii* 

w   ;  r(V)=o'  ■■  ■':";';;;;;';,;;.: 

réqaatioD  irréductible  que  nous  »vons  nqmmée  r^^olyante 
et  doQl  le  degré  exprime  l'ordre  du  sysièmeÇ-i   .  ]  ,j 

Xi' équation  (a)  devient  réductible  .  par  l'a4ipp<:t|on 
dex^,  cor  ?oit  Vo  l'une  de  ses  racines,  x^  est  esprigiablf 
eo  fonctioa  rationnelle  de  Vp  ;  e(  si  V.ça  pQse 

'„^+(V.),  :  ■  ■^. ;■-.-■■'■■■! 
on  pourra  su|iposer  (n°18â)  que  ^  soit  .ttneiloactiqti 
endère de  degré  inférieur  à  F(V).  La  racine  y^,^^i)4| 
commune  à  l'équation 

,^(V)-:r^  =  0 

ein  r^qualiou  (a),  par^conféqi^ent.çcllç-çi  c^^ise.^'ilf^ 
iiréduiptible.  Maïs  E^lors  la  réduction  s'opéra;  (n^  $Ç8) 
par  la  décompoeitiou  de  F  (V)  en  p  &cteurs  ^i^i^ëniQ 
degré,  p  étant  up  diïiseftr  du.  degc*  ,<iç  ^cg^a^ft  i*'^; 
liaire  irréductible  dont  dépend  la  ractue,  a4î()jaf?,/lGi 
cette. équation  auxiliaire  n'est iaixtre, que,  la,  prop.ff^je)le- 
même  don£]ed£gré  est  le  nppabi^e  preiçiejr.wj  pa^ic^^i^ 
qtiçnt  on  a  p  =  n.  Âlas\  l'prdre^dq  sy$tèi;ç^  F, est  la 
n'*""  partie  de  l'ordre  de  G.,  .,   .  ,  .  .,  -,    ,,  ,. 

Passons  à  l'adjonction  de  la  rafÙDie  Xg.  La  racine  x,^,^ 
saM  actuellement  pactis  dès  quantités  coomica,'  Id^Hr 
dne  Xg,  qu'il  reste  ii  adjoindre,,  est  radine  d'Hnei<i|iutio0 
irréductible       ■'■..■■  -.         ,  .  .  .v  .  ■    ., 

(3)    ■  ;      ■        '/•{'. ',)  =  'i.-       ';  ;    "  ■■' 

dont  le  premier  membre  es^  égal  au  quotient  ■  on 

A  UBdivîs<|ur  ,ra^i»nnd  <^a  te  qut>|tieRt„flt[.partH»*iM«ï' 
l,'a(yoncti(indB.x^jJ(lililiédMi":*à  l'ftnW/lp  WMinWfïWe 
-ii-V4qaa^n>^>Idqitel'CSt.aatuaUeme«f>r.:'MaiejicBiiTfblii 
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dn  ibéorème  du  q"  568,  par  l'AdjontHion  d^tfjll  &'ffB^ 
l'ordre  du  système  propre  à  l'équadoii  est  divisé  par  nn 
facteur  m  du  degré  de  l' équation  auxiliaire,  lequel  est^u 
plti^égàl'à  n—'iydonc  l'ordre  deT  est  égal  à  m,  et  ptr 
suite  l'ordre  dé  G  est  égal  à  nm. 

Le' système  G-  ne  peut  renfermer  une  lubsilttitioD  quî 
laisserait  deux  indices  immobiles,  car  ïes  racines  «ïant 
exprimables  nktîonnetl^Bieat  par  deux  quelouiqiiet  d^ou' 
tre  elles,  supposons  qu^  l.'oa  ait 

*ï -■»('*. *e)>  *a  =  X ('*i  «■«).  *.  =  "t'a. *()» ■  ■  -  i 
lesâiffS^renceS 

sont  actuellement  conunes,  puisqu'elles  sont  nulles  ;  or 
une  substitution  autre  que  rnoilé,  qui  laisserait  immo- 
biléis  léi  indices  a  et  '  6,  ferait  varier  quelques-unes  de 
ces  'difffrenoes,  Une  telle  substitution  ne  peut  donc 
àpparÉèniif  â  G  {n*  566),  et,  par  suite,  à  T. 

Màiutétiàtit  le  système  F  se  compose  de  celles  des  sub- 
stitutioûs  de  G  qui  ne  déplacent  pas  l'indice  a  (a^^Ti); 
doncilya  dans  G,  outre  l'unité,  m  —  i  substitnttoosqui 
lÀissent  l'indice  a  InimobTlëi  et,  comihe  ou  peut  en  dire 
antant  des  autres  indices,  on  Voit  que  le  Système  G  ren< 
Hermé  (>n-^ï)n'-4-i  oti  mrt-^(n^i)  snbstitutîoBsqnî  ne 
dépktflntpassimutealiéfnpnt)esn<indices.Doiu:leDoiabre 
4Mi6u)utilutioiM'de  G  qui  déplacent  Ions  les  indices  est 
égal  à  R  —  1  ;  je  dis  que  ces  subsUtntîons  sont  circulaires 
et  puissances  les  unes  des  autres.  Eu  eSet,  soit  T  l'une 
de  ces  substitutions;  décomposons-la  en  cycles,  et  soit 
..  '    '  T  =  C,CC,...; 

ToftlÉ^deT'^sfttn-diTiseHr  de  nm;  Si  donc  T  nese  ré- 
dtiit"paj''fll  un  tiydË  uriique'd'ordre-R,  Tordrede  cette 
isul»tiMtioQ.sera';ég>l'àidiL.dùriseBr  li  de  mj  ]>aM>li*lK 
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hypothèse  la  substitatioa  T  déplace  toutes  les  ratâoest 
elle  n'a  donc  pas  de  cycles  du  premier  ordr«,  et  elle  est 
irrégulière,  puisque  le  nombre  n  des  lettres  est  premier. 
Soit  d  l'ordre  du  cycle  le  moins  éleré  :  la  substitution  T^ 
laissera  deux  lettres  au  moins  immobiles,  donc  elle  ne 
peut  aj^rtenîr  à  G;  par  conséquent  la  substitution  T 
ne  peut  elle-mèmi!  faire  partie  de  G. 

Ainaî  le  système  G  renferme  nne  sitbsli  tu  tion  circu- 
laire T  (le  l'ordre  n,  et  les  puissances  de  T  sont  les  seules 
substitutions  de  G  qui  déplacent  toas  les  indices.  Âlocs, 
si  l'on  désigne  par 

{0  I,  S,,  S,,...,  S^ 

les  snbslitutîons  de  T,  on  obtiendra  le  système  G  en  mul- 
ti[diant  les  substitutions  (i),  soii  adroite,  soit  à  gauche, 
par  le  système  conjugué 
(2)  I,  T,  T",...,  T*-' 

formé  des  puissances  de  T.  Deux  des  produits  ainsi  obte- 
nus sont  en  effet  distincts  et  ils  font  partie  de  G. 

Cela  étant,  on  peut  distribuer  les  indices  o,  i,  a,... 
des  lettres  x  de  manière  que  la  substitutiou  T  soît 

Désignons  alors  par 


-n 


une  substitution  quelconque  de  G  ;  la  substitution  UTU~' 
semblable  à  T  fait  partie  de  G,  elle  est  circulaire,  et  elle 
coïncide,  d'après  ce  qui  précède,  avec  l'une  des  puissances 
de  T;  ainsi  l'on  a 

UTU-'  =  T'    ou     DT  =  T"U, 
a  étant  un  exposant  convenable.  Cette  égalité  revient  à 
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remplaçaiil  saccessîvement  z  parz+i)^+  3]>--t  ^+2) 
on  trouve 

F(>  +  Zl  =  F(.)  +  «Zi 

faisant  enfin  £  ^  o,  F  (o)  =  &,  îl  vient 

ainsi  le  système  G  ne  renfenne  que  des  BobatÏMtiDni  d# 
la  forme  or  +  6  ;  donc  l'équation  proposée  est  résolnble 
d'après  le  théorème  II. 

581 .  La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  fonrnit  ane 
démonstration  nouvelle  dé  l'impossibilité  de  résoudre 
algébriquement  les  équations  générales  au  delà  du  qua- 
trième degré,  Effectivement,  dans  le  cas  de  l'équation  gé- 
nérale du  cinquième  d^ré,  la  condition  du  théorème  IV 
n'est  pas  rempITe,  et  par  conséquent  l'équation  n'est  pas 
résoluble.  L'impossibilité  de  résoudre  l'équation  géuéralg 
du  àuquième  degré  entraîne  d'ailleurs  la  même  impossibi- 
lité à  l'égard  des  équations  générales  de  degré  plus  élevé. 

Recherches  de  M.  ffermùe, 

582.  Une  sera  pas  inutile  de  présenter  ici  une  analyse 
remarquable  que  M.  Hermiie  m'a  communiquée,  et  qui 
a  pour  objet  la  démonstratiou  de  ce  théorème  de  Galoîs  : 

Étant  données  deux  çuelcorufues  des  racines  d^tmo 
équation  irréductible  de  degré  premier,  soluble  par. 
radicaux,  les  autres  s'en  déduisent  rationneUement, 

Lekks  I.  —  Soient 

F{*)  =  o 
mie  équation  irréductible  de  degré  quelconque  n,  et    '  • 

Sfis  n  racines.  Si  toutes  les  fonctions  des 
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Variabies  par  ies  mbstitutions  âe  ià  fàttrië 'Xii" ini^, 

(i-4-"ï\        ■'   .    ■  .     ■  ■■  "  ■■*■   .■  "   ''  'i:!.. >■!:,"■  -^ 

I  (tes  indices,  étant  pris,  comme  fait  G^lois, 

•uivant  le  module  n)  mtU ,nfti<»tnfUemeni  fiQnjguwf.cfn 
pdvrra  détormner  rotùmntHçmemt  uiif,Jt»uDfi(Ht..w 

'      On  a,  eh  effet,        ..  -  -  ■  ■■    j-     ■  ■  ■.  •■■■■«■  .■..^.  ■  \ 
fet,  si  l'on  pose  ,  ,   ,  ,  ;  ., ,,,  .,.;,,;,,;, 

■•■■  ''   {^y- ^<'y-  "'■■  ',  ■-^■'-'^ -■-.-g...'.,.-  ...I 

■  ■        -  .      ^i") 


il  est  évident  que  <f  (x)  sera  âne  fonction  enli&re  dà  de- 
gré n  —  i  eux  et  cjne  ses  coeffieient5  seront  des  foncUoos 
des,rjiei|ies  invariables  par  les  substitutions  de. lai  forme 
.Xj,,Xj^;  on  voit  aiusï  immédiatement  que  l'pii  a,  ^ 

■.    fU«)=*.f    :!((^i)-  =  -S».t.r:iji  ■.-.,■.:.;/■.  . 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée.    '"     ' 

S83.  LemhgH.  —  Si  une  équation  irréauctihte  de  de- 
■  .gré  premier  n  est  telle,  qae  toutes  les  fonctions  desm- 
eines  invariables  par  les  substitutions  de  la  forme.  Xi, 
Xi^ifCt  àelaforme  Xi,  x^,  p  désignant  une  racine 
primitive  de  n,  soient  rationnellement  donnUes^  «n 
pourra  déterminer  rattonneilepieftt  une  Jonction  en- 
tière <f{x)  de  degré  n  —  \^  telle  que  l'on  ait     \ 
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îg^inê^es  èffifit  pài  toujours  suivant  le  ntçdul^ii  çt^X 
désignant  une  racine  de  l'équation  binôme  i"""'  ^  i. 

Pour  iléaioatrer  cette  proposition ,  nous  ferons  voir  que 

"leS^iHèue'deï  équations  linéaires  ainsi  {>09^fn  labtre  les 

'tibefficiente  indéterminés  de  la  fonction  f  n'est  pas  all4^ 

lorsqu'à  la  -piât^  cl'ane  r&cîne'qnelconqtK-X]!  ou  met  x^i 

.  pt  aussi  qua^d  qn  remplace  Xi  par  x'i- 

Le  premier  point  est  brident,  puisque  chaque  é^«tîou 
se  déduit  de  la  précédente  en  ajoutant  une  unïlë  aux  ' 
indices  des  racines,  et  qu'en  opérant  de  la  sorte  sur  la 
dernière  on  reproduit  la  première. 

Le  second  point  se  'vérifie  aussi  immédiatement  par 
rapport  à  l'équation  '     ' 

,  far. la  (n  —  i)'*""  puissance  de  la  fonc^on  linéaire 

.     ■'■■■■i.,.:    *i-t-i*p-rt'.X'a:pt~H.,.-+--i"T'!»r^,,  ..       , 

'^iiécliinge  pas  quand  on  multiplie  cette ft>ii6ll6ti'parX; 
or  cela  revient  à  multiplier  les  indices  des  racities'per'  p, 
ce  qui  ne  change-pas  non  plus  lesecdod  membre  f(x*)- 
Mais  les  autres  .éguatiçns. du  système  ne  se  confortent 
plifs  de, même.  Dans  l'une  quelcpnqae  d'entre  elles 

■-■■t».+»  +^^'p-h«  ^^'^^.'-i-.  +"•+' V-'«p«^„)^'  =^f{»^), 
faisons  a^p^  (mai.  n),  ce  qui  est  possible,,  puisque  a 
ne  reçoit  plus  la  vajienr  zéro  ;  il  viendra 


(.) 


j  ■(*,4.^  -tr  l«>+.p;«-<-»p»i4y  -* 


et,  en  multipliant  les  indices  par  ^, 
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Or  la  (n  — 1)'''°"  puïssâBce  de  la  foncùon  linéaire  ' 

ne  change  pas  quand  on  multiplie  cette  fonction  par  ïj 
an  Heu  de  rëquation  (i)  on  peut  donc  écrire  la  suivaBie  : 

Or,  en  remarquant  que  p"'*  ^  t  (mod,  n),  od  reconuait 
que  celle-ci  te  déduit  de  l'équation  (i)  par  le  changemeat 
de  fi  en  jut  + 1 . 

Il  suit  de  là  que  la  substitution  x i ,  x^  ne  fait  que  per- 
muter circulairemeut  nos  éqnatious,  rangées,  à  partir  de 
la  deuxième,  suivant  l'ordre  des  valeurs  croissantes  de  ft: 
En  les  résolvant  p^r  rapport  aux  coefficients  de  (f,  on  sera 
conduit  à  des  fonctions  rationnelles  des  racines,  inva- 
riables parles  substitutions  Xt,  x^,.,  et  Xt,  x^;  de  sorte 
que  ces  coefficients  s'exprimeront  bien  rationnellement, 
comme  nous  l'avons  anoncé.  Notre  lemme  est  donc 
démontré,  et  on  en  déduit  le  suivant  : 

584.  Lemme  III. — Si  une  équation  de  degré  premier 
est  résoluble  algébriquement,  f équation  de  degré 
moindre  d'une  unité,  qu'on  forme  en  dii'isant  son  pre- 
mier membre  par  un  de  ses  facteurs  linéaires,  appar- 
tient à  ta  classe  des  équations  abéliennes. 

Eu  eâet,  relativement  à  l'équation  de  degré  n  —  i, 
qu'on  obtient  par  la  snppression  du  facteur  x  • —  t^,  et 
dont  les  racines  ont  été  représentées  par 

on  connaît  rationnellement  ta  fonction  rétc4vajiie 

(*.^„ -)- 1*^„ -»- 1'*^^,  + . . . -t-i"-=  *^^^)-' . 

585.  Les  trois  lemmes  que  nons  venons  de  dénumirer' 
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pemeuent  maînteBaDl  d'établir  tfè»-ai«émait  le  théo- 
rème que  uon»  avons  ea  vue.  Faisons,  poar  un  instant, 


Fuisqge  nOns  connaissons  (lemme  JH),  en  fonction  ra- 
tionnelle de  x^  y  l'expression 

(X,-i-lX,-l-l'X,  +  .-.-t-i"-'X^,)--',  ■       ■ 

nous  devons  pareillement  regarder  comme  connue  toute 
fonction  rationoelle  des  racines  X^,  invariable  par  les 
substitutions  de  la  forme  Xji,  X;i^i.  Ceci  nous  place  dans 
les  conditions  du  lemme  I-,  ainsi  nous  pouvons  former 
une  fonction  (f  telle,  qu'on  ait  généralement 
Xi_^,  =  ï(X*). 

D'ailletu's,  les  coefficients  de  cette  fonction  s'exprimeront 
rationnellement  par  les  quantités  connues  et  la  racine  x^j 
de  sorte  qu'en  mettant  cette  racine  en  évidence,  nous 
aurpns 

Or  on  peut  prendre  p'^  ë,  Ê  étant  un  entier  arbitraire, 
mais  essentiellement  différent  de  zéro;  il  vient  ainsi 

Cette  équation  exprime  préciséiuent  la  relation  que 
nous  nous  proposions  d'établir;  elle  montre  très-facile- 
ment comment  toutes  les  racines  s^ expriment  de  procbe 
en  proche,  au  raojen  des  deux  racines  arbitraires  x^ 
'^oc-t-ei  «tiii^t^  immédiatement  en  évidence  dans  quel  ordre 
elles  naissait  ainsi  les  unes  des  autres. 

K86.  Il  est  aisé  de  démontrer  que,  récijH«quement,  la 
relation  précédente,  admise  entre  trois  racines  x^^  ^«-t-gi 
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A  cet'«0et,  soi^it  0  une  ridnede  l'éqitentfii  HUtdiné 

a!*t=l,«t  ■   .^  •     i    '  -      .    .;.  .  t    .S  îr:  :..!  ,.1  .;•:'( 

F  (S)  =  (*,  +  9*,  -4-  e>x,  + . .  .  +  8"-'a:J,')-  '  '"'^  '  "' 

la  ioDCtîoD  résolvante  de  Lagrange.  D'après  la  propriété 
caractéristique  .de  celte  fonclioo,  on  pourra,  sans  altérer 
sa  valeur,  ajouter  aux  mdices  des  racines  ùu  nombre 
entier  arbitraire  ec,  et  écrire 

Cela  pwé,  soit  ?  un  Autre  nombre  éntieo  arUtraire,  mais 
difli£ventdexéro,  et  prenons  €«  de  manière  qu'on  ajt 

eSi^i     (mod.  r]; 
on  voit  immédiatement  que  l'on  a 

F{lS  =  K+8^.^,  +  «-..,^.,,+...+  «-'»„,._„s)-, 
et  il  est  clair  qu'en  employant  la  relation 

on  pourra,  par  des  sabstilutions  successives,  transformer 
le  second  membre  en  une  fonction  rationnelle  II  des  deux 
racines  *„,  x^^ç,de  manière  à  avoir, 

pour  une  valeur  qnelconqne  de  J'indîcb  arbUi»ire«.  -  : 
..C«la  étant,  soit,  comme  plqs  haut,  X  une  c^ne  de 
l'Àiqation  biQÔmej:^.~~*=  i,}a  fonction;  ,  _.   . 

:  [H  {'..*.^«) +»('..  ■<.+»■■"■•'  *  ■"  "'■'-'■■"■ 

ceinMrTS^laiaièmevBlfnir  quand  on  ^met'pSaiE'licty^^^ 
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dnt4i4>réqà'ellfl'«tmdé|>«iulMMe-âe  la -vtleur  attribués 
i;tê.£baaiui  dc^  t#rine»dont  eUe  «e  cfiwpose  jmI  d'aillAirs 
iodépendant  de  a;  donc,  en  la  transformant,  au  tuoyee  de 
la  relation 

■'',+p6=t(*.  +  6'*<,)' 

en  uâe  fonction  rationnelle  des  âevx  seules  racines  x 
*^.*«i446',*=?'^,foW''<*P  devra  se  réduife  À  une  q^aotué 
connue.  ElTectivement,  si  un^fonc^on      -  .      :■•<•• 

couKirvelft  même  valeur,  quels  quesoiait>l«s  indicvs  tl 
et  ê,  leseoottfl  mdM«iéUM  différent  de  xéro»  on  peut  éorir» 

relation  dont  le  second  membre  est  une  fonction  symé- 
trique de  toutes  les  racines  Xg ,  jr,, . . .,  x„:,|. 

II  résulte  de  laque  nous  pouvona  ritgarder  les  n  -—  i 
quantités 

comme  les  racines  d'une  équatioD  abélienne  résoluble  par 
l'extraction  d'un  seul  radical,  de  degré  n  —  i.  Or,  ces 
quantités  une  fois  obtenues,  nous  connaissons,  pour 
toutes  les  valeurs  de  €,  excepté  ^  =:  o^  )a:  puîssanoa  n^ 
de  la  ■  font'lioh  résolVatiie  F  {$*•)  ;  ■dohcy  par'  Texifaetlon 
de  n  —  I  radicauX'dti  fi''**'  d^ré,  nous  aurons  kes  Hventi 
fonctions  résolvantes,  et,  par  cons^quenli  les  rapin^dlefi- 
mémes.  On  sait  d'ailleurs,  par  une  observatiofi  d'Âbel, 
que^ces  n  —  i  radicaux  s'expriment  rationnellement  en 
(^iffeiMiilerua.d')entrBcUKetideBiqtaaQtâté«surlesqaellM 
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Us  prient,  quautités  qui  Goot,  coDime  nous  Tenons  de  le 
dira,  les  rannes  d'nnecqnatîon  abélienoe. 


Recherches  de  M.  Kronecher, 

587.  Je  reproduirai  ici,  en  terminant  cet  ouvrage,  la 
traduction  textuelle  d'un  Mémoire  de  M.  Léopold  Kro- 
necker,  communiqué  par  Lejeune-Dirichlet  à  la  chsse 
des  Sciences  mathématiques  et  physiques  de  l'Académie 
de  Berlin,  le  ao  juin  i853.  ^ 

«  Les  recherches  entreprises  jusqu'à  présent  sur  la 
possibilité  de  résoudre  les  équations  de  degré  premier,  et 
particulièrement  celles  d'Abel  et  de  Galoîs  qai  ont  serri 
de  point  de  départ  à  tous  les  travaux  ultérieurs  snr  le 
même  objet,  ont  eu  pour  pnncipal  résultat  de  conduire  à 
deux  critérium  à  l'aide  desquels  on  pût  juger  si  une  équa- 
tion donnée  est  résoluble  ou  non.  Mais,  à  vrai  dire,  ces 
critérium  ne  fournissaient  pas  la  moindre  lumière  sur  la 
nature  même  des  équations  résolubles.  Oo  ne  savait  même 
pas  si,  en  outre  des  équations  traitées  par  Abet  daus  le 
tome  IV  du  Journal  de  Crelle,  et  de  celles  qui  se  ramè- 
nent immédiatement  aux  équations  binâmes,  on  ne  savnt 
pas,  dis-je,  s'il  existait  d'autres  équaticms  satisfaisant  aux 
conditions  données  de  résolubilité.  Encore  moins  savait- 
on  former  de  pareilles  équations,  ei  dans  aucune  recher- 
che mathématique  on  n'en  avait  rencontré.  Ajoutons qae 
ces  deux  théorèmes  bien  connus  d'Abel  et  de  Galots  sur 
les  équations  résolubles  étaient  plus  propres  à  en  cacher 
la  vraie  nature  qn'i  nous  la  découvrir,  ainsi  que  je  le 
montrerai  plus  parUcnlièrement  1  l'yard  de  l'nn  de  ces 
critérium.  Le  caractère  pn^re  des  équations  rësotaUes 
Testait  donc  dana  une  sorte  d'obscurité,  et  le  seul  IesvmI 
qui  jette  quelque  lumière  sur  ce  point,  savoir  :  une  Notice 
d'Abel  sur  les  racines  des  équations  du  cinquième  degré 
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k  «M&cieats  mtîers,  semble  avoir  été  peu  remarqué,  sans 
doute  à  cause  de  son  objet  tout  spécial.  Mais  la  question'  . 
ne  pouvait  être  cgmplétement  éclaïrcie  que  par  la  solution 
du  problème  suivant  :  Trouver  toutes  les  équations  réso-, 
lubies.  Car,  une  fois  cette  solution  obtenue,  non-seale- 
ment  on  peut  trouver  «ne  infinité  de  nouvelles  équatioiu 
résolubles,  mais  on  a  en  quelque  sorte  deTant  les  jeux 
tontes  celles  qui  le  sont,  et  à  l'aide  de  la  forme  explicite 
de  leurs  racines  on  peut  trouver  et  démontrer  toutes  leurs 
propriétés. 

»  A  ces  remarques  sur  le  but  et  le  résultat  de  mes  re- 
cbercbesj  je  dois  ajouter  que  pour  rendre  la  solution  pos- 
sible, il  fallait  encore  transformer  complètement  le  pro- 
blème qui  vient  d'être  posé.  La  manière  de  formuler  la 
question  est,  en  effet,  de  la  plus  grande  importance,  et 
de  peur  que  la  brièveté  ne  nuise  à  la  clarté,  je  m'étendrai 
un  peu  sur  ce  point. 

»  Abel,  dans  un  Mémoire  dont  nous  ne  possédons  que 
des  fragments  (t.  H,  (Œuvres  complètes,  n"  XV},  s'est 
proposé,  entre  autres  problèmes,  celui-ci  :  Trouver  Vex- 
pression  algébrique  la  plus  générale  qui  puisse  satisfaire 
à  une  équation  algébrique  d'un  degré  donné.  Si  l'on 
ajoute  à  cet  énoncé  ce  qui  est  nécessaire  pour  rendre  la 
question  déterminée,  il  comprend  tous  les  problèmes 
qu'on  peut  se  proposer  sur  la  résolution  des  équations, 
et  il  est  le  plus  général  qu'on  doive  substituer  i  ce  pro- 
blème impossible  :  Exprinier  en  fonction  algébrique  des 
coe^icients  la  racine  d'une  équation  de  degré  quelcon- 
que. Mais,  ainsi  qu'on  vient  de  le  dire,  il  fallait  rendre 
la  question  déterminée  en  précisant  la  manière  dont  l'ex- 
pression cbercbée  doit  dépendre  des  coefficients  de  l'équa- 
tion ;  il  convient  donc  de  la  poser  comme  il  suit  : 

»  Trouver  la  fonction  la  plus  générale  de  quantités 
données  quelconques  A,  6,C,  etc. \,  qui  satisfasse  à  une 
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«ùdld?)  est  une  fonctîoa  entière  dexdont  les  coeflicienU 
sont  raiïonneUen  A,  B,  C,  eic.  Nous  reviendrons  tout 
à  l'heure  sur  ces  équations  dont  la  considération  est  du 
plus  haut  intérêt  au  point  de  vue  de  l'analyse  et  de  la  théo- 
rie des  nombres,  et  aussi,  comme  on  le  voit,  au  point  de 
vue  de  l'Algèbre  proprement  dite. 

»  Un  nouvel  examen  des  formes  (i)  et  (  a)  fournit  encore 
une  détermination  pins  précise  des  quantités  R  qui  âge- 
rent  dans  la  seconde.  On  doit  avoir,  en  effet, 

(3)  K.=  F(rJ'.r;-.^-,.^- .  ..,.^,_„ 

oùrj„r^_i_,,  etc.,  sont  les  {i  —  i  racines  d'une  équation 
abélienne  quelconque  du  degré  ^  —  i ,  c'est-à-dire  où  les 
fonctions  symétriques  et  les  fonctions  cycliques  des  quan- 
lités  r  (prises  dans  l'ordre  des  indices)  sont  rationnelles 
en  A,  B,  C,  etc.,  où,  de  plus,  F  (r)  est  une  fonction  ra- 
tionnelle de  r  et  de  A,  B,  C,  elc,  et  où  enfin  y»  désigne 
lepluspclit  reste  positifde  g"*  suivant  le  module^,  ^  étant 
une  racine  primitive  de  [i.  Si  l'on  substitue  cette  valeur 
deR^  dans  l'expression  (a),  on  obtient  une  forme  qui, 
non-seulement  renferme  toutes  les  expressions  satisfaisant 
au  problème,  mais,  ce  qui  est  ici  le  plus  essentiel,  n'en 
renferme  pas  d'autres.  En  d'autres  termes,  la  forme  ainsi 
obtenue  vérifie  identiquement  une  équation  du  degré  fi 
dont  les  coe^cieuts  sont  des  fonctions  rationnelles  de  A, 
B,  C,  elc.  Les  autres  racines  s^obtiennent  par  la  combi- 
naison des  diverses  valeurs  des  radicaux  [>.''""'  dans  la 
forme  (a),  defajnnquela  m'^""  racine  z„  est  donnée  par 
la  formule 

a  désignant  une  racine  ix'^""  imaginaire  de  l'unité,  et  les 
qnantilésK  étant  déterminées  par  la  formule  (3). 


^laiiizodbvGoogle 


SECTION    V.  —    CHAPITRE    T.  ÔSg 

»  De  là  il  suit  d'abord  que,  tandis  qne  les  fonctions 
symétriques  des  quantités  z  sont  rationnelles  en  A,  B, 
C,etc.,  les  fonctions  cycliques  des  mêmesquantitës  crises 
dans  l'ordre  des  indices  sont  des  fonctions  rationnelles  dç 
A,  B,  C,  etc.,  de  r,,  r,,  etc.,  et  de  u.  On  voit  par  là  que 
toute  équation  résoluble  algébriquement  d'un  degré 
premier  p.e$t  une  équation  abélienne^  quand  on  regarde 
comme  connue  une  quantité  p,  qui  elle-même  est  racine 
d'une  équation  abélienne  du  degré  p.  —  i ,  ou  bien  encore 
que  les  p  racines  d'une  équation  résoluble  sont  toujours 
liées  entre  elles  de  façon  que  Von  ait 

oiif[z,  pi)  désigne  une  fonction  rationnelle  de  z^  de  pt 
et  de  A,  B,  C,  etc.  (*),  et  oti  p,  est  la  racine  d'une 
équation  abélienne  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  A,  B,  C,  etc.  Cette  relation  entre  les 
racines  de  toute  équation  résoluble  est  d'ailleurs  la  vraie 
source  de  la  propriété  assignée  par  Abel  et  Galois  comme 
le  caractère  spécial  des  équations  résolubles  d'un  degré 
premier,  savoir  :  que  chaque  racine  doit  être  une  fonc- 
tion rationnelle  des  deux  autres.  Parmi  les  conséquences 
intéressantes  qui  dëcoident  des  résultats  précédents,  Je 
me  bornerai  à  une  seule  ;  c'est  que  la  quantité  r,  étant 
racine  d'une  équation  abélienne  du  degré  p.  —  i  et  ne 
contenant  qne  des  radicaux  dont  les  indices  sont  diviseurs 
de  ft  —  I  ou  pouvant  être  ramenée  à  n'en  contenir  que 
de  tels,  la  racine  elle-même  de  toute  équation  résoluble 


('}  J'ii  fait  dans  ce  paesac^e  quelques  corrections  qui  m'ont  été  indi- 
quées par  H.  Kronecker  lui-mèms.  La  qnrnililé  que  nou;  représentons  ici 
par  p,  se  trouia  désignée,  à  tort,  dans  les  Complet  rmdai  de  l'Académie  det 
Seiencei  de  Berlin,  parla  lettre  r,.  Cette  nouTclle  racine e,  dépend  de  la 
radna  r,  d'une  nilnjère  très-simple;  toutefois  ces  deui  quaritités  sont 
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pourra  s'exprimer  par  les  radicaux  dont  on  vient  de  par- 
ler et  par  des  radicaux  d'indice  fi.  Abel  (autant  que  je 
le  sache)  n'a  fait  celte  importante  remarque  que  pour 
^  =  5  et,  pour  ce  cas,  il  a  donné  la  forme  la  plus  géné- 
rale de  la  racine  d'une  équation  résoluble  (tome  II  des 
Œuvres  complètes,  p.  353).  Mais  il  faut  observer  qu'il 
s'est  borné,  dans  cette  recherche,  aux  équations  dont  les 
coefBcients  sont  des  nombres  entiers, 

»  Le  problème  primitif  est  maintenant  ramené,  en 
vertu  de  l'équation  (3),  à  trouver  la  forme  la  plus  géné- 
rale de  la  quantité  on,  pour  mieux  dire,  de  l'expression  r, . 
D'après  ce  qu'on  a  établi  ci-dessus  au  sujet  de  r,,  Tj,  etc., 
ce  second  problème  peut  s'énoncer  ainsi  ; 

Il  Le  nombre  n  étant  donné,  trouver  la  forme  la  plus 
générale  d'une  fonction  algébrique  de  A,  B,  C,  etc., 
telle  que,  parmi  les  diverses  expressions  qui  résultent  de 
la  combinaison  des  valeurs  des  radicaux  dans  cette 
fonction,  il  y  en  ait  n  dont  les  fonctions  symétriques  et 
cycliques  (^celles-ci  étant  relatives  à  un  ordre  déterminé 
des  n  expressions)  soient  rationnelles  en  A,  B,  C,  etc. 

7)  Et  l'on  voit  que  ce  second  problème,  énoncé  en  gros 
pour  ainsi  dire,  revient  à  trouver  toutes  les  équations 
abétiennes,  comme  le  problème  primitif  consistait,  en 
quelque  sorte,  à  trouver  toutes  les  équations  résolubles. 

»  En  traitant  ce  second  problème,  on  se  trouve  ramené 
à  distinguer  les  cas  où  n  est  un  nombre  premier,  ou  une 
puissance  de  nombre  premier,  ou  un  nombre  composé 
quelconque  :  mais  ce  dernier  cas  se  ramène  aux  deux 
autres;  car  la  solution  du  problème  pour  un  nombre 
composé  n  «'.obtient  dès  qu'on  l'a  résolu  pour  les  cas  oà 
le  degré  de  l'équation  abélienne  est  une  des  puissances  de 
nombre  premier  contenues  dans  r^.  D'ailleurs,  à  pari 
quelques  complications,  le  problème  n'oSre  pas  plus  de 
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difficultés  pour  une  puissance  de  nombre  premier  que 
pour  un  nombre  premier.  Seulement,  dans  le  cas  le  plus 
simple  eti  apparence,  où  n  est  ^al  au  cube  ou  à  une  puis- 
sance plus  élevée  de  -i,  la  méthode  que  j'ai  employée  avec 
succès  dans  tous  les  autres  cas  ne  suffit  plus  à  la  solution 
complète  du  problème,  et  je  n'ai  pas  encore  trouvé  la 
modification  qu'elle  exige  alors,  G)mme  la  solution  du 
problème  primitif  pour  le  nombre  premier  fjt  exige  la  so- 
lution du  second  problème  pour  n  =  (x  —  i ,  je  ne  pour- 
rais donc,  jusqu'à  présent,  donner  le  résultat  complet 
que  pour  les  nombres  premiers  fx  qui  ne  sont  pas  de  la 
forme  8A  +  I.  II  suffira,  du  reste,  an  but  de  cette  com- 
munication préliminaire  et  pour  éclaircir  la  matière, 
d'examiner  ici  le  cas  du  second  problème,  où  n  est  un 
nombre  premier  impair.  Je  ne  donnerai  pas  seulement  le 
résulut  relatif  à  ce  cas,  mais  j'indiquerai  brièvement  la 
méthode  qui  m'y  a  conduit,  attendu  qu'elle  est  extrême- 
ment simple  et  qu'elle  fournit  les  principes  essentieb 
pour  la  solution  de  ce  second  problème  dans  les  autres 
cas,  et  aussi  pour  la  solution  du  problème  primitif. 

))  £n  conservant  les  notations  employées  par  Âbel 
(dans  le  Mémoire  n"  XI  déjà  cité  du  tome  I"'  des  Œuvres 
complètes),  et  en  ayant  égard  à  la  déBnition  déjà  donnée 
des  équations  abélienues,  on  peut  énoncer  comme  il  suit 
le  problème  dont  il  s'agit  : 

»  Trouver  la  fonction  algébrique  la  plus  générale  z^ 
de  A,  B,  C,  etc.,  satisfaisant  à  une  équation  du  n''"'  de- 
gré, et  telle  que  cette  fonction  Zj  et  les  autres  racines  «i, 
2i , . . . ,  z„_i  de  VéquaiUm  versent  les  relations 

ï,  =  e(«.),     î,  =  fl(ï,), a,  =  0(î^,). 

où  9(z)  est  une  fonction  rationnelle  de.  z  et  de  A,  B, 
C,  etc. 

u  Admettons  que  n  soit  un  nombre  premier,  et  adop- 
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tant  une  notation  introduite  par  M.  Jacobi,  posons 

9a  at  désigne  une  racine  n"*"  de  l'unité ,  nous  aurons 

(5)    »..  =  (r,  z)  +  »->(.,  .)+  .—  (.■,  .)  +. . .+  a-(-'l-(«-,  .). 

En  suivant  la  marche  tracée  par  Abel,  on  montrera  en- 
suite que,  pour  tout  nombre  entier  k,  on  a  les  équations 

,«,  i  («.>)'=("".«)?(»).•  (.',«)"=(.",•),(=.■), 

où  (f  (a)  est  «ne  fonction  rationnelle  de  a  et  de  A,  B, 
C,  etc. 

n  Si  maintenant  on  met  pour  x  une  racine  primitive  g 
du  nombre  premier  n,  tellement  choisie  que  g'~'  —  1  ne 
soit  divisible  par  aucnne  puissance  de  n  plus  élevée  que 
la  première,  on  obtiendra  des  équations  de  cette  forme, 

(,.,)*=:(«*.,}/(«),      («»,,)ff=  («(',.)/(»«),.... 

(,r-',,),=^(a,.}/(„»-)- 

Élevons  la  première  de  ces  équations  à  la  puissance  g^~*, 

la  seconde  à  la  puissance  g"~',  et  ainsi  de  suite,  puis  mul- 

tiplions-Ies  membre  à  membre;  il  viendra 

(,)    (.,  .)•■-'-  =/(.)^-/("')'"-  ../("•")■ 

Posons  à  présent 

g"-'  — i=m.n, 

m  n'étant  pas  divisible  par  n,  d'après  la  supposition  pré- 
cédemment faite;  nous  aurons,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (6), 
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et,  en  substituant  dans  l'équaiiou  (7),  nous  trouverons 

(a",,)-,{.)'.=/(a)»-'./(,ïK"'---/(-0. 

résultat  qui  subsiste  pour  chacune  des  valeurs  de  «« 
comme  ou  peut  le  démontrer,  et  qu'on  mettra  aisément 
sous  cette  forme, 

(8)      («-,^)  =  F(a-)l/(«-)./(«».f./(a»r-../[a(-n"]^(\ 

»  Ici  il  faut  entendre  par  chacun  des  exposants  frac- 
tionnaires contenus  dans  la  parenthèse,  non  pas  cet  expo- 
sant lui-même,  mais  son  plus  petit  résidu  positif  relati- 
vement au  module  n  \  d'ailleurs  F  (a)  désigne  commey^{ec) 
une  fonction  rationnelle  de  et  et  de  A,  B,  C,  etc.  Cette 
expression  de  (a'",  z)  étant  substituée  dans  l'équation  (5), 
on  obtient  une  forme  que  z^  doit  nécessairement  avoir, 
et  qui  satisfait  toujours  au  problème,  quelles  que  soient 
les  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  A,  B,  C,  etc.,  qu'on 
prenne  pour /(a)  et  F  (a). 

»  La  comparaison  de  ce  résultat  avec  la  forme  générale 
donnée  ci-dessus  des  racines  d'une  équation  résoluble  du 
degré  fi  conduit  à  des  propositions  intéressantes  :  mais 
des  conséquences  plus  intéressantes  encore  se  tirent  de 
la  comparaison  de  l'expression  (8),  cny  supposant  que  A, 
B,  C,  etc.,  soient  des  nombres  entiers,  avec  l'expression 
correspondante  que  fournissent  certaines  équations  abé- 
tiennes  qui  se  présentent  dans  la  théorie  de  la  division  du 
•  cercle,  particulièrement  avec  la  forme  très -remarquable 

donnée  pour  (a,  x)  par  M.  Kummer  {Journal  de  Crelle, 
t.  XXXV,  p.  363).  Cette  comparaison  fournit  en  eilet  le 
théorème  suivant,  qui  a  lieu  non-seulement  pour  ua 
degré  premier,  mais  dans  tous  les  cas,  savoir  que  : 

n  Les  racines  de  toute  équation  abélienne  à  coeffi- 
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cients  entiers  peuvent  être  exprimées  rationnellement  au 
moyen  des  racines  de  Vunitè. 

n  ÂÎDsi,  ces  ëquatioDS  abéliennes  générales  ne  sont  rien 
autre  chose  en  réalité  que  les  équations  de  la  dïvUioo  du 
cercle. 

u  II  existe  une  relaUon  pareille  entre  les  racines  des 
équations  abélienues  dont  les  coefficients  sont  des  nom- 
bres complexes  de  la  forme  a  +  A  \j —  i  el  les  racines  des 
équations  qui  se  présentent  dans  la  division  de  la  lemnis- 
cate  :  on  peut  géuéraliser  ce  résultat  et  l'étendre  à  toutes 
les  équations  abélienues  dont  les  coelïicienis  contiennent 
des  nombres  irrationnels  déterminés  et  racines  d'équa- 
tions algébriques. 

»  J'ajoute  encore  Une  remarque  :  si  l'on  applique  à  la 
forme  (  3  )  le  théorème  précédent  sur  les  racines  des  équa- 
tions abélienues  à  coefficients  entiers,  on  trouve  que  U 
racine  de  toute  équation  résoluble  du  degré  fi  à  coefficients 
entiers  peut  être  regardée  comme  une  somme  de  racines 
f^*'™'  de  nombres  complexes  rationnels  formés  avec  les 
racines  de  l'unité.  Ainsi,  la  forme  nécessaire  et  suffisante 
la  plus  générale  de  tonte  racine  d'une  équation  résoluble 
du  degré  ^  à  coefficients  entiers  s'exprime  au  moyen  de 
ces  nombres  complexes  :  toutefois,  la  recherche  eflective 
de  cette  forme  exige  une  suite  de  propositions  sur  les 
nombres  qui  dépasseraient  les  bornes  de  cette  communi- 
cation.  » 


FIN  DU   TOME  S 
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